前 言 

《高 等 代数 》 是 高 等 学 校 数学 专业 的 一 门 基础 课 ,也 是 理工 科 其 
它 一 些 专业 学 习 的 内 容 ， 编 写 一 本 好 的 参考 读物 无 疑 是 有 重要 意 
义 的 ,笔者 多 年 来 一 直 为 此 而 努力 。1986 年 , 孙 宗 明 写 成 3 万 余 字 
的 材料 , 馈 印 发 给 学 生 , 可 以 作为 本 书 前 第 一 稿 ， 初 步 形 成 了 本 书 
的 体例 ，1988 年 ,由 孙 宗 明 执 笔 ,并 与 张 纯 伯 合作 完成 27 万 余 字 的 
材料 ,油印 发 给 学 生 , 作 为 本 书 的 第 二 稿 ,确定 了 本 书 的 体例 ;1989 
年 1 月 开始 ,和 孙 宗 明 先 后 联络 17 个 省 的 25 位 代数 学 同行 ， 组 织 对 第 
二 稿 进 行 修订 ,历经 一 年 有 余 , 终 于 形成 了 本 书 的 原稿 (第 三 稿 ). 

本 书 与 北京 大 学 编 《 高 等 代数 》1988 年 版 本 相 易 合 ， 和 同样 地 
分 为 十 一 章 。 而 每 章 均 分 为 “概括 说 明 ”、“ 内 容 提 要 ”、“ 重 点 难 
点 ”习题 类 解 ”、“ 补 充 资 料 ”、“ 基 本 习题 ”六 节 , 对 高 等 代数 的 
内 容 与 方法 进行 了 全 面 的 阐述 ,与 已 出 版 的 间 类 书籍 相 比 ,其 有 体 
例 新 颖 、 内 容 丰 富 的 特点 ,经 在 几 届 学 生 中 试用 ， 效 果 良 好 ， 

侯 根 明 (山西 吕梁 教育 学 院 ) . 乔 凤 珠 (内 蒙古 师 大 ) 、 李 振 
国 ( 内 蚂 河套 大 学 ) 、 高 明 谦 (吉林 师 院 ) 、 江 占 文 ( 黑龙江 佳 
木 斯 师 专 ) 、 周 晓 钟 (齐齐哈尔 师 院 ) 、 章 仲 英 (江苏 徐州 师 
学 ) 、 高 建议 (安徽 集 湖 师 专 ) 、 王 灿 照 (福建 龙岩 师 专 ) 、 吴 
丹 柱 ( 江西 景德镇 教育 学 院 ) . 王 文 省 〈 山东 聊城 师 院 ) 、 姚 存 峰 
(济宁 师 专 ) 、 李 玉 文 〈 德州 教育 学 院 ) 、 王 新 民 ( 昌 潍 师 专 ) 、 
交 同 松 (临沂 师 专 ) . 叶 伯 诚 (临沂 师 专 ) . 张 绷 伯 《 素 安 师 专 )、 
费 周 (河南 师 大 )、 张 正 才 (湖北 黄冈 教 育 学 院 )、 陈 进 之 
( 湖南 益阳 师 专 ) 、 周 楚 昌 (广东 佛山 大 学 )、 其 育 海 (四 川 
师 院 ) 、 冯 发 良 ( 陕西 宝鸡 师 院 ) 、 徐 此 亮 (甘肃 西北 师 大 ) 、 
伊 保 林 (青海 民 院 ) 诸位 其 有 中 高 级 职称 的 同志 ( 按 省 顺序 列 出 ) 
参加 了 对 第 二 稿 总 的 修订 ,主要 工作 是 ， 对 于 每 章 的 “重点 难点 ” 
发 表意 见 ， 改 正 第 二 稿 中 的 错误 ， 补 充 精彩 的 习题 与 内 容 ， 补 充 


参考 书目 .其 中 ， 王 灿 照 、 高 建筑 、 叶 伯 诚 、 张 正 才 、 王 新 民 、 
姚 存 峰 、 乔 凤 珠 、 李 振 国 、 周 晓 钟 、 王 文 省 诸位 周志 还 分 别 ( 顺 
次 ) 对 第 一 至 第 九 章 、 第 十 一 章 作 了 修订 ， 主要 工作 是 ， 将 所 
分 工 章 的 “§ 3 重点 难点 ”扩充 ， 广泛 征求 本 单位 同行 的 意见 ， 
详细 论述 解决 难点 的 方法 对 “$ 5 补充 资料 ”中 的 “历史 资料 
态 滴 ” 作 补 序 ， 瑟 成 较 系 统 的 材料 ; 对 “§ 4 习题 类 解 ” 中 每 类 
习 古 的 分 析 进 行 扩 写 ， 补 充 个 别 题 型 ， 调 换 少 部 分 例题 ， 并 对 其 
余 各 节 发 表意 见 。 因 此 ， 第 三 稿 是 集合 众多 同行 的 经 验 与 智慧 ， 
在 第 二 稿 的 基础 上 修订 而 成 的 ， 

本 书 由 素 安 师范 专科 学 校 数 学 系 副教授 孙 宗 明 任 主编 ， 叶 伯 
诚 、 乔 凤 珠 、 张 纯 伯 任 副 主编 ， 张 纯 伯 任 责任 副 主 编 。 

主编 孙 宗明 ， 以 第 二 稿 为 依据 ， 吸 收 各 参 编 同行 的 修 订 材 
料 ， 最 后 执笔 定稿 。 乔 凤 珠 、 张 纯 伯 、 时 伯 诚 , 王 文 省 , 李 振 国 协 
助 孙 宗 明 ， 做 了 一 些 工 作 。 各 位 参 编 者 是 参考 北京 大 学 编 《 高 等 
代数 》1978 年 版 进行 修订 的， 在 定稿 时 已 见 到 1988 年 版 ， 孙 宗明 
参考 新 版 定稿 并 独立 完成 新 版 中 新 增设 的 《 双 线性 函数 》 一 章 ， 

在 本 书 的 十 一 章 之 后 ， 还 有 两 个 “目录 ”与 五 个 “附录 ”， 
雹 为 了 宗明 等 的 独立 之 作 ， 同 样 是 本 书 的 重要 组 成 部 分 。 
“兰州 大 学 数学 系 郭 娃 琦 教授 、 聊 城 师 范 学 院 数学 系 杨 子 稍 教 
授 、 山 东 师 范 大 学 数学 系 李 师 正 教授 作为 本 书 的 审 校 ， 付 出 了 辛 
背 的 劳动 ， 提 出 了 许多 宝贵 的 意见 ， 他 们 还 共同 向 兰州 大 学 出 版 
社 推 荐 本 书 ， 编 者 对 他 们 致 以 衷心 的 感谢 。 兰 州 大 学 出 版 社 对 本 
书 的 出 版 十 分 关心 ， 做 了 很 多 工作 ， 在 此 深 致谢 意 。 

编者 虽 从 事 《 高 等 代数 》 教 学 多 年 ， 也 进行 过 某 些 代数 学 问 
题 的 学 习 和 研究 ， 但 由 于 水 平 所 限 ， 难 免 有 不 妥 之 处 ， 敬 请 同行 
与 读者 批评 指正 ， 

编 者 
1990 年 3 月 


第 十 章 


第 十 一 章 


多 项 式 …… pp 


线性 方程 组 和 ee 


线性 空间 ………… 


汉 性 恋 拱 FP 
渗 仁 父 执 


)- 术 阵 
欧 几 里 得 空间 pe ee 

双 线 性 图 数 
代数 基本 概念 介绍 ………… 


高 等 代数 参考 书目 录 … 
高 等 代数 参考 文章 髓 录 … 


附录 一 
附录 二 
附录 三 
附录 四 
附录 五 


扩 域 与 尺 规 作 图 … 


关于 分 母 有 理化 问题 ……… oa 
代数 方程 的 根 式 解 问题 


有 限 维 问 量 空 间 . 
数学 证 明 方 法 … 


* 178 
* 203 


… 281 
307 


349 


" 367 


“+ 389 
* 397 


… 414 
423 
* 426 
” 439 
”461 


第 一 对 多 项 式 
81 概括 说 明 


多 项 式 理论 是 高 等 代数 的 重要 内 容 ， 是 学 习 代 数学 及 其 它 数 

学 分 支 的 必要 的 基础 ， 是 中 学 数学 有 关 知 识 的 加 深 和 扩充 。 

在 高 等 代数 的 许多 部 分 都 用 到 多 项 式 的 概念 及 理论 ， 如 ， 秆 
阵 的 多 项 式 、 线 性 变换 的 多 项 式 、 特 征 多 项 式 等 。 多项式 在 抽象 
代数 学 中 扮 演 着 重要 角色 ， 多 项 式 环 是 抽象 环 的 三 大 背景 ( 整 
数 环 、 多 项 式 环 、 和 矩阵 环 ) 之 一 ， 在 扩 域 的 理论 中 常常 谈 及 多 项 
式 的 根 。 多 项 式 函数 是 基本 函数 ， 用 多 项 式 函 数 去 逼近 比较 复杂 
的 函数 ， 是 数学 分 析 等 学 科 中 重要 的 研究 课题 之 一 。 

”本 章 的 内 容 分 为 四 个 部 分 ， 数 域 ， 一 般 数 域 F 上 的 一 元 多 项 
式 ， 特殊 数 域 Q、R、C 上 的 一 元 多 项 式 ， 一 般 数 域 F 上 的 多 元 多 
项 式 ， 

本 章 先 建 立 数 环 与 数 域 的 概念 ， 作 为 研究 :多 项 式 理论 的 基 
础 ， 则 时 也 作为 本 书 中 研究 其 它 一 些 对 象 的 基础 .我 们 研 究 问 
题 ， 总 是 在 一 个 确定 的 数 域 上 进行 ， 这 与 中 学 数学 相 比 ， 具 有 更 
高 的 严格 性 与 确定 性 ， 

本 章 主要 研究 数 域 F 上 的 一 元 多 项 式 ， 可 归纳 为 如 下 四 个 小 
部 分 ， 一 般 理论 ( 定义、 次数、 运算 ) ， 整 除 理 论 ( 整除、 最 大 
公 因 式 、 互 素 ) ， 因 式 分 解 理论 ( 不 可 约 多 项 式 、 因 式 分 解 定 
， 标准 分 解 式 、 重 因 式 ) ， 根 的 理论 ( 多 项 式 的 值 、 多 项 式 的 
、 根 的 个 数 、 多 项 式 函 数 ) . 

对 于 有 理 数 域 Q、 实 数 域 R 、 复 数 域 C 这 三 个 常用 的 数 域 而 
一 元 多 项 式 的 理论 还 有 一 些 更 深入 的 结果 。 特 别 地 ， 我 们 将 


1 * 


沿 腾 


ab 
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给 出 RRCx)、CCx) 中 多项式 的 标准 人 办 解 式 ， 讨 论 根 的 性 质 .这 也 
是 本 章 的 重要 内 容 之 一 . 

在 一 元 多 项 式 的 讨论 中 ， 整除 是 基础 ， 因 式 分 解 是 中 心 ， 而 
因 式 分 解 又 与 根 紧密 联系 ， 要 抓 住 整除 、 分 解 、 根 这 三 个 问题 及 
其 相互 关联 ， 使 一 元 多 项 式 理论 成 为 一 个 有 机 体 ， 

本 章 还 要 研究 数 域 F 上 的 多 元 多 项 式 的 基本 理论 ， 分 为 四 个 
小 部 分 ， 多 元 多 项 式 的 概念 ， 许 次 多 项 式 ， 对 称 多 项 式 ， 一 元 多 
项 式 根 的 判别 式 ， 

”本章 的 补充 资料 是 ， 最 小 公 倍 式 ， 整 数 的 整除 理论 与 因数 分 
解 理论 ， 实 根 的 界 和 个 数 ， 多 元 多 项 式 的 整除 与 因 式 分 解 ， 历 史 
资料 点 滴 。 


TI 数 城 

设 M 是 一 个 非 空 数 集 ， 若 M 中 任意 两 个 数 作 某 一 运算 的 结果 
仍 在 M 中 ， 则 称 M 对 于 该 种 运算 是 封闭 的 。 

没 3 是 一 个 非 空 数 集 ， 车 对 于 任意 和 的 c，DES， 都 有 tb 
a 一 b，ab ES， 换 言 之 ，S 对 于 加 法 、 减 法 、 乘 法 封闭 ， 则 称 S 是 
一 个 数 环 。 

{0} 是 数 环 ， 整 数 集 Z 是 数 环 .车 S,，S, 是 数 环 ， 则 S, 由 S， 
是 数 环 。 任 何 数 环 都 包 合 零 数 环 10} 。 邯 S 是 数 环 ， 日 1CS， 则 S 
包含 整数 环 Z。 零 数 环 {0} 是 唯一 的 有 限 数 环 。 

。 设 F 是 一 个 至 少 含有 两 个 数 的 数 集 。 车 对 于 任意 的 a,bEF， 
都 有 a 十 b，a 一 bp，ab EF， 而 当 b 夺 0 时 还 有 a/bEF， 换 言 之 , FF 
对 于 加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 〈 除数 不 为 零 ) 都 封闭 ， 则 称 F 是 
一 个 数 域 。 显然 ， 数 域 是 数 环 。 

若 F 是 数 域 ， 则 0，1 EF。 有 理 数 集 Q， 实 数 集 R， 复 数 集 C 
都 是 数 域 , 若 F，,，F 下 ,是 数 域 ， 则 F, 站 F ,是 数 域 。 数 域 都 是 无 限 


2。 


集合 ， 
任意 数 域 都 包含 有 理 数 域 ， 换 言 之 ， 有 理 数 域 是 最 小 的 数 
域 。 存 在 无 穷 多 个 互 异 的 数 域 ， 

| 一 般 数 域 上 的 一 元 多 项 式 

- -一 般 理 论 

1 概念 

设 F 是 一 个 数 域 ，x 是 一 个 文字 ， ?是 一 个 非 负 整数 ,av ,ai， 
"，，Qn GCF。 形式 表达 式 QuX anix" la rx!l+a x' 
(或 gox? 十 qix! 十 ,十 Qs_1x"~! 十 qsx") 称 为 系数 在 数 域 F 中 
的 一 元 多 项 式 ， 或 者 简称 为 数 域 F 上 的 一 元 多 项 式 ， 记 为 /(x)， 
9(x)，…' 等 。 并 且 ， 常 用 连 加 号 缩写 。 例 如 


jx) 一 Gox2 十 Cix1 十 十 Ud, :XxX" :十 a, X ”一 > 0 x!, 
1 一 0 
形式 表达 式 的 意思 是 ， 仅 作为 一 个 字 字符 系统 . 即 “十 ”号 


并 不 意味 着 “加 ”，uix: 并 不 次 味 着 a; 乘 以 xz， 而 wx; 并 不 总 
味 着 x 的 i 次 竹 。 总 之 ， 就 是 一 个 如 此 写 出 的 东西 而 已 ， 

aix 称 为 1(X) 的 i 次 项 ，a; 称 为 i 次 项 的 系数 .满足 a, 六 0 的 
最 大 整数 n 称 为 1(x) 的 次 数 ， 记 为 deg(f(x))=n，a, 称 为 f(x) 
的 首 项 系数 ， 当 a, 二 1 时 ， 称 f(x) 为 首 1 多 项 式 . 系数 全 为 零 的 
多 项 式 称 为 零 多 项 式 ， 记 为 0 。 零 多 项 式 没有 “次 数 ” 的 概念 ， 
f(x) 是 零 次 多 项 式 当 且 仅 当 f(x) 是 F 中 的 一 一 非 零 常数 ， 因此 ， 
绝 不 能 把 零 次 多 项 式 与 零 多 项 式 混同 起 来 。 

约定 ，1 ) 系数 是 零 的 项 可 以 省 略 不 写 〈 从 而 ， 自然 也 可 以 
深 上 一 些 系数 是 零 的 项 ) ; 2 ) 系数 大 1 的 项 可 以 把 系数 1 省 略 不 
号 ; 3 ) % 号 为 x; 4) x" 写 为 1，aox' 简 写 为 a。 ， 从 而 ， 零 次 项 
称 为 常数 项 ， 

大 12) 与 9Cx) 都 是 数 域 E 上 的 多 项 式 ， 旦 辕 次 项 的 系数 均 相 


ee 3。 


和 尝 ， 则 称 /x) 与 go(x) 相 等 ， 记 为 FGx) 王 0Cx) 。 从 而 ， 相 等 的 多 
项 式 是 完全 一 - 样 的 ， 可 以 写 为 完 爹 相同 的 形式 。 这 就 是 运 常 比较 


系数 法 的 依据 。 
2 ”运算 
设 (x) 二 Se xi, g(x)= So, xi， 不 妨 设 mn ， 从 而 
1 一 一 0 
再 设 pw 一， 一 bb 一 0 ， 则 多 硕 式 立 (0 十 bi)xi 称 为 f(x) 


i 二 0 


与 9(x) 的 和 ， 记 为 /(x)+g(x). gm 3 ( 六 oa， pz 


S55=0 1 十 1 二 s 


称 为 (x) 与 9(x) 的 积 ， 记 为 /(x)9(x)， 多 项 式 卫 (一 0，) «i' 称 


为 Xx) 的 负 多 项 式 ， 记 为 一 1(x). 多 项 式 f(x) 十 (一 90(x)) 称 为 
f(x) 与 g(x) 的 差 ， 记 为 1 (x) 一 g(x). 

对 于 任意 的 f(x),g(x), 成 立 ;， 1) f(x) 十 0=0 二 / (x)= 
f(x);2 ) f(x)0= of x) =033 ) fC)1=1f0%) f(x);4 ) f(x) 
g(x)=06/(x)=g(x); 5) f(x)—0=f(x):; 6) REEF， 


pf (x) -Mex)- > (ka;)x’:=/(x)h. 


多 项 式 的 加 法 与 乘法 运算 ， 满 足下 列 规 律 ， 
1) 加 法 交换 律 f(x)- 十 g(x)= g(x) 十 f(x); 
2 ) 加 法 结合 律 
Cf (x)+ ox)) +h(x)=f(x)+ (g(x) + h(x)); 
3 ) 乘法 交换 律 f(x)g(x)==g(x)f(x); 
4) 滋 法 结合 律 (f(x)g(x)) h(x)= f(x)(o(x) n(x)); 
5 ) 乘法 对 加 法 的 分 配 律 
f(x)(g(x) +t h(x))=f (x) ox) + f(x) h(x); 


6 ) 条 法 消去 律 f(x)g(x)=f(x)h(x), f(x)0=>9(x) 
二 h(x)， 其 中 (x)，g(x)，h(x) 是 任意 的 多 项 式 ， 
3 次数 定理 
车 A(x)，g(%) 是 数 域 F 上 的 两 个 多 项 式 ， 有 /C00, g(x) 
<0， 则 ，1 ) 当 f(x) 十 g(x) 夺 0 时 ，deg(f(x) 二 g(x)). 
< max(deg(1 (x)),deg(g(x))); 2) deg (f(x)g(x)) 
=deg(f(x))+deg(g(x)). : 
1(x)g(x) 二 0 的 必要 充分 条 件 是 1 (x) 与 9(x) 之 中 至 少 有 一 
个 是 零 多 项 式 ， 
4 ”一 元 多 项 式 环 
数 域 FE 上 文字 x 的 一 元 多 项 式 的 全 体 ， 连 同 它们 的 加 法 与 乘 
法 运算 一 起 组 成 的 系统 ， 称 为 数 域 F 上 的 一 元 多 项 式 环 ， 记 为 
F(x), 
以 后 我 们 将 知道 ，“ 环 ”是 一 个 代数 系统 ， 并 且 FUx] 对 于 
多 项 式 的 加 法 与 弱 法 作成 一 个 环 。 
二 ”整除 理论 
1 带 余 除 法 
”和 划 余 除法 定理 ,对 于 F[x) 中 的 任意 两 个 多 项 式 1(x) 与 g(x)， 


其 中 g(x) 夺 0， 一 定 有 F(x) 中 的 多 项 式 gq(%) 与 r(x)， 使 得 f(x) 


一 g(x)g(*) 十 r(%)， 其 中 r(x)= “0ceg(r()) deg 9(*)), 
并 且 ， 这 样 的 q(x)，r(x) 是 唯一 确定 的 ， 

定理 中 的 qa(x)，r(x) 分 别称 为 gCx) 除 f(x) 的 商 式 与 余 式 ， 
关于 q(x),，r(x) 的 求法 ， 使 用 通常 的 除法 即 可 ， 一 般 称 之 为 长 

综合 除法 定理 。 设 1 (x)==a,x" 十 as-1x" 1 十 ,十 ax 十 Ga，， 
aa 0, n>1, f(x)= q(x)(x~e)tr, q(x)=b, ix"! 
+0,-2X” 2 十 ,十 DiX 十 D， 则 ,= 一 ap: 一 ga 十 cb ， 
D。 3 一 Gu 十 cp _，， ***, b=a,+cb,, bs,=al++cb,, r 二 GQ, 
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十 Cn， 从 而 确定 上 go(Cx] 与 7[r， 并 县 可 以 用 干 列 略 式 将 计算 程序 
表示 出 过 ， 称 为 综合 除法 ， 

Gs Ga-1l qu-2 “二 1 Qo oe 
+) eb-! cc co 


La 一 一 一 


和 b,., b,.a** bn 入 


设 f(x)=(ax+b)Q(xX)+R, a0, 
/Co =( (Sot, WO) 0, Rar. 


利用 综合 除法 可 以 把 (x) 表 示 成 x 一 c 的 方才 和 的 形式 ， 车 
f(x)=(x—c)f (x)+6s, fx)=(x—c)f (x)+6, f(x) 
=(x—c)f (0x) 十 bb，。、，/ 2(x) 一 (x—ce)f 1，(x) 十 D 
/CCX) 一 (xY 一 C)D 十 Di ， 则 f(x)=0, (x—ce)"+ 
br-1(X—c)" 十 "十 OICx 一 C) 十 Do。 

反 过 来 ， 由 f(x) 的 x 一 c 的 方 客 和 的 形式 ， 可 写成 x 的 多 项 式 
的 形式 : 设 f(x)==b,(x 一 Cc)" 十 0,_1(X 一 C) "1! 十 .…: 十 b1(x 一 c) 
二 5， 令 x=y 二 ec， 风 f(y4o)=boyr 寺 by tt tbiy 


+bo gC), 利用 综合 除法 可 以 把 g(y) 表 示 成 y 十 c 的 方 震 和 的 
形式 ， 即 g(y)= 了 (y+c)= a,(yTo) "Tio ic) it 
十 a1(y 十 0) 十 ao， 则 (x) 二 qsx "十 Qs-1X" 1 十 :十 a1Xx 十 qo，。 

共 j(x)，g(x)EF(x)，f(x) 二 0 ，deg(g(x)) 之 1 ， 则 在 
F(x} 中 有 了 瞧 一 的 多 项 式 组 r (x),， r(x),*…* ,ri 1(X),qn(x), 
使 得 1 (x) 二 q(x)g (Cx) trs i (x) 1Cx)+ .+ri(x)g(x) 
十 ro(x) ， 其 中 gi(x) 三 0, 上 且 deg(qis(x))<deg(g(x)), 
9 《x)= 二 1， 而 r(x) 二 0 或 deg(ri(x))<deg(g(x)), i=0, 1, 
RR 一 1，/(x) 的 上 述 表 达 式 ， 称 为 1 (x) 按 g(x) 的 展开 式 ， 
事实 上 ， 这 是 前 面 结果 的 推广 . 


. 0 。 


定义 , 设 (x)，g(x)EF(x) 。 若 有 h(x)EF(x) ， 使 得 
)/(x) 一 9(Cx)ACX) ， 则 称 多 项 式 9(x) 整除 多 项 式 f(x)， 记 为 
9(x) |f(x) 。 否则 ， 即 ， 对 于 任意 ACx)EFCx] ， 均 有 f(x) 
g(x)h(x)， 则 称 g(x) 不 整除 1(x)， 记 为 g(x) 十 f(x) 。 当 
g(x) |1(x) 时 ， 称 g(x) 是 1(x) 的 因 式 ，f (x) 是 g(x) 的 信 式 ， 而 
当 g(x) 寺 0 时，f(x)/g(x) 表 示 / (x) 除 以 g(x) 所 得 的 商 式 ， 

整除 具有 下 列 性 质 ，1 ) 对 任意 /(x)， 有 /(x) I0， 从 而 零 多 
项 式 有 任意 高 次 的 因 式 ，2 ) 0| / (x)6S/(x)= 二 0，3 ) 零 次 多 项 式 
整除 任意 多 项 式 ，4 ) 对 任意 1 (x) 及 任意 cEF，c*0 ， 成 立 
f(x)| cf (x), cf (x) lf (0); 5) 对 任意 (x) 及 任意 cE€ F, cE0, 
成 并 g(x) 中 f(x)SSg(x) Ic1(x)， 从 而 ，/ (x) 与 C(x) 有 相同 
的 因 式 ;， cg(x)l (x)6GSg(x) |f(x)， 从 而 ，g(x) 与 cg(x) 有 相 
闻 的 信 式 ;6 ) 任意 多 项 式 1(x) 都 有 c 与 c/ (x)(cEF，c 志 0) 这 
两 个 因 式 ， 称 为 1(x) 的 平 几 因 式 ; 7 ) 非 零 多 项 式 的 次 数 不 低 于 
其 因 式 的 次 数 , 凤 ,了 (x) 计 0，g(x)| ] (x) 过 g(x) 夺 0 且 deg(g(x)) 
<deg(f (x)); 8) f(x)|g(x), g(x)| h(x) 之 f(x) J ， 
即 , 传递 性 成 立 : 9 ) (x)| g(x) 不 能 推出 g(x) CD)7， 即 ， 对 称 
性 不 成 立 ; 10 ) (x) lg(x),， gC fx) (x ) 0 ， 
cEF,cF0; 11 ) /Go 整除 SG) 之 一 全 /1gCx)ACx); 
12 ) J(Cx)loiCx)， 任 意 h(x)EF(x) i=1，2,， +， ，1=> 
A(xz)1(95Cxz)PCx) 十 … 十 gx)ACx))， 称 为 ，F(x) 整 除 
91(X)，。，…*，91(X) 的 一 个 组 合 。 

整除 的 判定 ; g(x) 二 0 时 ，g(x)| f(x)Sf(x)= 0; 

而 g(x) 半 0 时 ，g(x) 1 (x)SSg(X) 除 1(x) 记 得 余 式 为 0， 

整除 关系 不 因数 域 的 扩大 而 改变 。 

3 最 大 公 因 式 z 

定义 。 设 1(x)，g(x)EF[x)。 若 有 :x)EFLx)， 使 得 ， 
1 ) d(x f(x)，ad(x)| g(x)， 即 d(x) 是 (3 ',，g(x) 的 公 因 式 ， 


Si。 


2 ) $Cx)EECxY, $Cx) If Cx), $x) lglx)> $x) 1 d(x) ,MW 
f(x)，g(x) 的 公 因 式 都 是 d(x) 的 因 式 ， 则 称 d(x) 是 f(x%)， 
9(《x) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 

简单 性 质 ，1) 任意 f(x) 与 非 零 常数 c 的 一 个 最 大 公 因 式 是 c; 
2 ) g(x) |f(x) 二 g(x) 是 f(x) 与 90(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 ，3 ) 
(x) 与 9(x) 的 最 大 公 因 式 是 06>f(x) 二 g(x)==0， 

了 瞧 一 性 。 若 d(x) 是 f(x) ，g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 则 
cd(x)(cE F，c 寺 0) 是 f(x)，g(x) 的 最 大 公 因 式 ， 并 且 ， 愉 有 
这 样 的 乘积 cd(x) 是 /xx)，9g(Cx) 的 最 大 公 因 式 。 换言之 ， 若 不 计 
非 零 常数 因 式 的 差别 ，f(x)，g(x) 的 最 大 公 因 式 是 唯一 的 。 称 
为 相对 崔 一 性 《或 基本 唯一 性 ) 。 

9(x) 的 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 ; 当 f(x) 二 g(x)=0 时 ， 
(f(x)，g9(x)) 表 示 0。 从 而 ， 特 殊 的 景 大 公 因 式 (f(x)，g(x)) 
是 唯一 的 。 称 为 绝对 唯一 性 ，。 

大 在 性 。F Lx) 中 的 任意 两 个 多 项 式 /(x)，g(x) 的 最 大 公 因 
式 d(x) 是 存在 的 。 并且， 当 f(x)==g(x)==0 时 ，d(x)==0; 当 
{xX) 二 0 ，g(x) 夺 0 时 ，、d(x) 二 g(x); 当 f(x) 直 0 ，g(x) 志 0 
时 ， 可 以 用 轧 转 相 除法 求 得 d(x)。 

”表示 为 组 合 。/(x) ，g(x) 的 最 天公 因 式 d(x) 可 以 崎 示 为 
”f(x)，g(x) 的 一 个 组 合 。 即 ， 存 在 4(x)， v(x)EF(x) ， 使 得 
d(x)=f(x)u(x)+ g(x) v(x), : 

上 面 的 等 式 为 理论 上 的 证 明 带 来 方便 。 等 式 中 的 w(x) .v(x) 
不 是 唯一 的 ， 而 且 有 无 限 多 对 。 

落 d(x)=1(xz)n(x) 十 g(x)o(x)， 则 d(x) 是 f(x)，g(x) 的 
最 大 公 央 式 低 Gd(Cx) 是 FGx)，9(xz) 的 公 因 式 ， 

”最 大 公 因 式 不 因数 域 的 扩大 而 改变 ， 

前 面 论述 的 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 的 理论 ， 对 于 多 个 多 项 

由 8 条 


式 的 最 大 公 因 式 ， 类 似 地 成 立 ， 

求 多 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 ， 转 化 为 求 两 个 多 项 式 的 最 大 公 
因 式 ， 基 于 下 面 的 公式 ( 5 之 3 ) : 

(Cf 1(%),f2(%), s(x), ,f(x)) 
= (Cfi(x), 2x)), f(x)),), f(x)), 

4 互 宁 

定义 . 车 f(x) ，g(x) 的 最 大 公 因 式 是 非 零 常数 ， 即 ， 
(f(x)，g9(x)) 二 1， 则 称 f(x),G(x) 互 素 , 常 记 为 

(f(x),g9(x)) =1. 

互 勾 的 判定 . F(x) 中 的 多 项 式 f(x)，g(x) 互 录 SF(x) 中 有 
多 项 式 4u(x)，v(x)， 使 得 J(x)u(x) 十 g(x)v(x)=1, 

1) f(x) lg(x)h(x), (f(x), g(x))=1>f1(x) lh(x); 

2 ) f 1(x) | g(x) ，f:(x) | g(x) 9 (/ 1(x) ? /:(x)) 一 1 
> /1 (x)f (x)| 9(x); 
3) (f(x), h(x))=1, (g(x), h(x))=1e> (f(x)g(x), 
h(x))=1, 

最 大 公 因 式 与 互 当 的 关系 。 着 /(x) ，g(x) 不 全 为 0 ， 则 
(/ (x), g(x))=d(x)(f (x), 91(%)) =1, f(x)= 
=f,(x)d(x), g(x)=g,(x)d(x). 

互 素 不 因数 域 的 扩大 而 改变 . 

上 面 讨 论 了 两 个 多 项 式 互 聚 ， 类 似 地 ， 可 以 讨论 多 个 多 项 式 
互 素 . 设 有 多 项 式 f (x)，,f,(x)， “"", f (x), 3 之 2 。 知 其 中 任意 
两 个 多 项 式 都 互 素 ， 则 称 六 (x)，1 (xx)，…， (x) 两 两 互 索 ， 
于 是 ， 称 f(x)，f (Xx),… ,f(x) 互 素 为 整体 互 素 ， 若 f(x)， 
f(xX)，…，j/ (x) 两 两 互 素 ， 则 f(x)， /2(xX)，…，/:(x) 必 
整体 芝 系 ! 及 之 不 然 ， 站 

三 因 式 分 解 理 论 


,0° 


Tp rE! 


1 不 可 约 多 项 式 

车 F Lx} 中 的 n(n>0) 次 多 项 式 f (x) 能 够 分 解 为 F(x) 中 的 两 
个 次 数 都 小 于 1 的 多 项 式 g(x) 与 C(x) 的 乘积 ， 则 称 / (x) 在 F(x) 
中 可 和 的， 或 称 f(x) 在 F 上 可 约 。 否 别 ， 好 /(x) 磊 F(x) 中 仅 有 平 
凡 因 式 ， 则 称 1(x) 在 F(x) 中 不 可 约 ， 称 f(xX) 是 不 可 约 多 项 
式 。 

对 十 正 次 数 的 多 项 式 ， 谈 论 可 约 与 不 可 约 的 问题 ， 对 于 零 多 
项 式 及 零 次 多 项 式 ， 不 谈论 可 约 与 不 可 约 的 问题 ， 

任意 一 次 多 项 式 在 任意 数 域 上 总 是 不 可 约 和 的 ， 

多 项 起 的 可 约 性 是 相对 于 给 定 的 数 域 而 育 的 ， 随 着 数 域 的 改 

不 可 约 多 项 式 的 性 质 ， 

1 ) p(x) 是 不 可 约 多 项 式 e>cp(x) 蚌 不 可 约 多 项 式 ，c 六 03 

2 ) 次 数 二 0 的 多 项 式 p(x) 是 不 可 约 多 项 式 @3 对 任意 /(x)， 
有 县 仅 有 p(x) |f (x) 与 (p(x)，f(x))==1 之 一 ， 

3 ) 次 数 0 的 多 项 式 p(x) 是 不 可 约 多 项 式 信 对 任意 1 (x)， 
9(x)， 由 p(x) [f(x)g(x) 得 出 p(x) |f (x) 或 p(x) |g(x)， 

4 ) p(x) 是 不 可 约 多 项 式 ， p(x) f(x)f CX) ff (x)=> 
P(x) 至 少 整除 f(x)，f (x)，…，f (x) 之 一 ， 

5 ) FLx) 中 一 正 次 数 多 项 式 /(x) 的 景 低 正 次 数 的 因 式 一 定 是 
个 可 约 的 ， 从 而 1(x) 一 定 被 F(x) 中 的 某 个 不 可 约 多 项 式 整除 。 

2 唯一 因 式 分 解 定理 

数 域 F 上 的 每 一 个 次 数 之 0 的 多 项 式 /(x) 都 可 以 上 唯一 地 分 解 
为 数 域 F 上 的 有 限 个 不 可 约 多 项 式 的 溢 积 .所 谓 瞧 一 性 是 说 , 若 有 
1(x) 的 两 个 分 解 式 /f(x)=pi(x) ps(x)… ps(x)=gi(x ) os(x] 
“g(x) ， 则 必 有 s 一 己 并 且 适 当 调 换 因 式 的 次 序 后 有 p(x) 
=Ciqi(X), ci EF, c,0, :一 1，2，，…，S， 

3 标准 分 解 式 
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数 成 F. 上 的 每 一 个 次 数 >0 的 多 项 式 /(x) 都 能 唯一 《 不 计 过 
于 这 人 机 本 为 人 《人 一 0 Cx) ps 2 直人 ， 其 中 
piCx)(i=1，2，…，s) 是 FUx] 中 互 异 的 首 1 不 可 约 多 项 式 ， 
ri(i 二 1，2，*…，s ) 是 正 整数 ， "是 /2) 的 首 项 系数 ， 称 为 1(x) 
的 标准 分 解 式 (或 典型 分 解 式 )。 ” 

对 任意 Fh(%), 7 为 正 整 数 ， hr (*) 表 示 r 个 h(x) 相 乘 对 于 
f(x) 0, 1 (x)= (A(x))' 一 1， 


著 /(x) 一 apbim(x)bsra(x) ps "s(x) 是 标准 分 解 式 ， 只 


g(x) f(x) €3 g(x) =bp,° 1 (x) pa° 2 (x).: ps (x); PCEF ， 
二 0,0 委 6 扫 7 |， i 一 1， 2 3 


车 (x) = op rs (x) pa (x) se pe s(x), g(x) =0p1r: Cx) 


»。 ps 2x) ps “s(x), a0,， bE0，pi(x)(i=1,2, 3 ) 
是 互 异 的 首 1 不 可 约 多 项 式 ， fi hs (i=1, 2， 5) 是 非 负 整 
数 ， 则 (f(x)， 9(CxX)) 一 力 Cp 2 (x): “ps s(x) , ai= 
min(r;, 4i1), 1 一 1，2，…，3S。 

应 用 标准 分 解 式 ， 从 理论 上 研究 整除 与 最 大 公 因 式 ， 证 明 某 
些 结 论 ; 是 十 分 方便 的 。 但 是 ， 在 实践 上 绝 不 能 代 赫 带 余 除 法 与 
银 转 相 除 法 | 

4 重 因 式 

F(x) 中 的 多 项 式 1(x)==aix" 十 gar_1x"! 十 … 十 qx 十 a。 的 
导数 (或 微 商 ) 是 指 F(x) 中 的 多 项 式 f(x)=na,x"! 十 
(n— Dan-ix" ?2a r+ a (f(x)=e,cEFNH, f(x)=0). 
{人 (x) 称 为 1(x) 的 一 阶 导数 ， 一 阶 导 数 /'(x) 的 导数 称 为 1(x) 的 
一 阶 导 数 ， 记 作 /”(x)，f”(x) 的 导数 称 为 1(x) 的 三 阶 导数 ， 记 
作 /5(x)。… .f(x) 的 k (>>3 ) 阶 导 数 记 作 f (*) (x)， 

用 定义 容易 验证 多 项 式 的 下 列 求 导 公式 ， (f(x) 十 g(x) ) 


人 ii. 


= (x)+ 9 (x), (f(x)g(x)) =f’ (x)g(x)+f (x)g' (x) ， 
Cef x))’ =0f’(x), (LL fi ) ) -Ed (CD 了 /ie))， 


(f "(x))’ =mf "(x)f (x). 

设 p(x) 是 不 可 约 多 项 式 ，h 是 非 负 整数 。 若 p*Cx) f(x)， 
庙 p**!1《(x) 十 (x)， 则 称 p(x) 是 1(x) 的 & 重 因 式 ，k 称 为 重 数 ， 
R= 1 时，p(x) 称 为 f(x) 的 单 因 式 ，k 二 1 时 ，p(x) 称 为 1(x) 的 
重 因 式 ， k= 二 0 时 ，p(x) 根本 不 是 1(x) 的 因 式 ， 为 方便 ， 称 为 
f(x) 的 零 重 因 式 ， 

不 可 约 多 项 式 p(x) 是 作 %) 的 8 重 因 式 牛 攻 (x)= p*(x)g(x), 
p(x%)+g(x), 

若 jx 一 ap 1(《x)p， 2《X)… 了 pp, (x) 是 标准 分 解 式 ， 则 
pi(x) 是 1(x) 的 7; 重 因 式 ，i==1， ,| 5， 

重 因 式 定 理 ， 知 p(%) 是 J(%) 的 h (21 重 因 式 ， 则 p(x) 
是 1 (x) 的 k& 一 1 重 因 式 . 特别 地 ，/(x) 的 单 因 式 不 是 f(x) 的 因 
式 。 

车 p(x) 是 1 (x) 的 & 一 1 重 因 式 ，k 之 1， 则 p(x) 是 f(x) 的 k 重 
因 式 Sp(x) |f(x)., : 

设 p(x) 是 不 可 约 多 项 式 ，k 之 1， 则 p(x) 是 /(x) 的 k 重 因 式 
Sp(x) 是 (Xx), 了 (Xx),…，f (D(x) 的 因 式 ， 但 不 是 1 (*) (x) 
的 因 式 ， 

p(x) 是 f(x) 的 重 因 式 G3p(x) 是 1(x) 与 1(x) 的 公 因 式 ， 

/(x) 没 有 重 因 式 SS(f(x)，f'(x))==1， 由 此 可 以 判定 (x) 
有 无 重 因 式 ， 并 且 ，f(x) 有 无 重 因 式 不 因数 域 的 改变 而 改变 ， 

(fx)， f(x))= 二 d(x)，k 之 1， 则 ，1 )p(x) 是 d(s) 的 有 
生 因 式 E>p(x) 是 (x) 的 & 十 1 重 因 式 ，2 ) p(x) 是 d(x) 的 不 可 约 
央 式 3p(x) 是 1(x) 的 重 因 式 ， 

分 离 重 因 式 。 
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车 degtf(x))21l， 册 FJGxz)/CFCx)，P(x39 没 有 章 因 式 ， 
且 与 f(x) 有 相同 的 不 可 约 因 式 ， 

求 1(x) 的 标准 分 解 式 ，1) 求 1(x) 的 所 有 不 可 约 因 式 p(x)， 
Pp:(X),…,p;《x) .由 上 ,转化 为 求 次 数 较 低 的 且 没 有 重 因 式 的 多 
项 式 几 x)7AC1Gx) jx)) 的 不 可 约 因 式 ! 2 ) 对 每 个 p;(x), 确 定 


ri 使 "i(x)| f(x), {Bpi :T(x) +f(x), 只 要 进行 一 系列 除 
法 即 可 以 ，f(x)= pi(x)f CCx) ， f1(%)=pi(x)f,(x), oy 
fo (=P, (x), Pils)+f, (x). 


设 1(x) 的 标准 分 解 式 是 f(x)=aps"!(x)ps "(x)，*， 
ps : (x), 1 1) 令 PF,(x) 是 一 切 ; 重 因 
式 之 各 ,i 二 1，2, ,7， 则 f(x)=aF (x)F,’(x)...F, "(x); 
2 ) tdi(X)= Cr ro) d,(%) 一 (di(x) , di’'(x)), 
,d(x)=(d,_1(x), d's_1(%)), »*, d r(X)= (d._1(x), 
dxz)) ， 间 d(x)=F,(x)Fs (Cx) FEICx)， ds (x) 
= Pox) (Cx) F(x), ds(x) = F(x)F (x) ». 
ECXx) ，，。 dx) 王 FF,(x) ;d(x)=1; 3 h(x) 
=f(x)/d (x)=aF (x)F x) F(x), h(x)=d1 (x)/d,(x) 
= x) Fx) BCX), hs(x)=d,(x) /d(x)= 
F(X) CCX) F(x), +», h(x)=d,_.(x)/d(x)=F,(x), 
则 有 F(x)= h(x)/ah,(x), F(x)=h,(x)/hs (x), »*， 
PX) XN/ (x) F(x)=h(x),. 

求人 x) 的 标准 分 解 式 ，1 ) 求 F(x)，F,(x) ,，，,，F,(x)， 
2 ) 分 解 F (x)，F,(x)，，。。， F(x), : 

四 根 的 理论 

1 多 项 式 的 值 

/A(X)=asx" Tanix" Tl 二 二 qx 二 +ao€EFLx], cEF,， 在 
作 x) 的 表示 式 中 把 x 用 c 代 替 , 从 而 ,得 到 F 中 的 数 ouc" 十 ao。 cr-a 
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二 se 十 ic 十 ao， 称 为 当 x 三 c 时 f(x) 芍 值 ， 记 为 1(c)。，， 

设 1(x)， g(x),， a(x), DCxJEFLx cEF, 则 

1) f(x)=g(x)>f(c)= 9(0) i 
2) u(x)=/(x)+ g(x)=>u( ce)= /Cz oC) 
3) (x)=f(x)g(x)=>u(c)=f(c)9(0),. 

余 式 定理 。 f(x)E FUx]，cEF， 一 次 多 项 式 * 一 c 去 除 /(>) 
所 得 余 式 是 常数 ， 等 于 /(c). | 

于 是 ， 可 以 用 综合 除法 求 1(x) 当 x=c 时 的 值 /(c)， 

2 多 项 式 的 根 

设 /(x)EF(x), cE F. 0 则 称 c 是 f(x) 在 F 中 
的 一 个 根 ， / / | 

因 式 定理 ,c 是 f(x) EF(x) 在 F 中 的 根 信 (x 一 c) |f(x)， 

”车 FLx) 中 的 多 项 式 凡 xz) 在 F 中 有 R 个 不 同 的 根 c:，cr，…，， 
Cey A “(XxX—c)p(x), $x) EECx). 

设 /(x)EF(x), cEF。 若 x 一 c 是 1(x) 在 F(x) 中 的 重 因 
式 ， 则 称 c 是 (x) 的 8 重 根 。 当 k= 二 1 时 称 为 单 根 ， 当 有 >>1 时 称 为 
重 根 ， 当 k= 二 0 时 c 不 是 (x) 的 根 ， 

f(x)EF(x) 在 F 中 有 重 根 (f(x)，f/(x)) 寺 1。 或 者 ， :等 
价 地 ，( 了 CX)，fA(x)) 二 1 二 1(x)EFLx) 在 F 中 无 重 根 ， 

设 1(x)EFCwx), ACX)E0, 则 f(x)=f(Cx)/CfFCX), f(x)) 
在 F 中 无 重 根 。 并 且 ， 车 不 考虑 根 的 重 数 ， 则 /(x) 与 11(x) 在 F 
中 根 相同 ， 

cEF 是 A(X)EFLx) 的 k 重 根 (Rk 之 1 ) 人 /(c)= 了 (0c)=，: 
二 f(s-1)(c)=0 而 1 (*)(c) 圭 0. | 

FC 中 的 nn 次 多 项 式 A(x) 在 F 中 的 根 的 个 数 不 超 过 n, 重 人 恨 按 
重 数 计算， 

3 多 项 式 洪 数 

设 jx)EFCx]。 作 ac， 对 任意 cEF， olc ) 二 f(c)， 风 go 起 

* tk， 


F 到 F 的 一 个 映射 。 称 为 由 多 项 式 1(x) 所 诀 定 的 定 文 在 F 上 的 多 
项 式 范 数 ， 并 且 ， 将 多 项 式 函 数 也 记 为 J(x)。 但 是 ,必须 强调 ， 
对 于 f(x) ， 一 般 仍 指 多 项 式 ， 而 在 表示 多 项 式 函数 时 ， 一 定 阶 
加 “函数 ”二 字 。 

设 1(x)，g(x) 是 F(x) 中 的 两 个 多 项 式 , 且 次 数 均 不 超过 # 或 
为 零 多 项 式 。 在 对 于 FF 中 2” 十 1 个 互 不 同 的 数 c，， C9 3 Cyrls 
均 有 f(c; ) =g(ci), “i=1，2，,， ,1 十 1， 则 f(x)==g(x)， 

在 数 域 F 上 ， 不 相等 的 多 项 式 定 义 不 相 等 的 多 项 式 函数 ， 

设 A(x)，g(x) 是 F(x) 中 的 两 个 多 项 式 ， 若 多 项 式 沙 数 J(x) 
号 多 项 式 通 数 g(x) 相 等 , 即 ,对 于 任 总 cEF， 均 有 fC(c)=g(c)， 
则 称 多 项 式 f(x) 与 g(x) 恒 等 ， 
多 项 式 恒 等 估 多 项 式 相等 。 

尽管 多 项 式 恒 等 与 相等 具有 完全 不 同 的 食 义 ， 是 两 个 完全 不 
同 的 概念 ， 但 是 ， 在 数 域 F 上 ， 二 者 却 是 一 致 的 ， 即 ， 将 多 项 式 
看 作 形 式 表达 式 与 看 作 函 数 ， 在 数 域 F 上 是 等 效 的 。 然而， 为 了 
便于 应 用 与 推广 ， 在 代数 学 中 ， 多 项 式 看 作 形 式 表 达 式 ， 

4 ”插值 多 项 式 

设 /(x) 是 F(x) 中 次 数 之 1 的 多 项 式 ，c1，c,，…:，c， 是 FF 
中 nn 个 不 同 的 数 ， 车 f (ci)=ai, ai:€EF, 1=1, 2, ， "，7， 刚 

$(%) = Te (e011) 0) ‘(x—cn) 


ee ee eam -一 一 一 一 -一 ， 一 


rm CA kL “(Coie -De —ci,1)- “(Ce 一 C ,) 


=f(x). 
下 特殊 数 域 C，R，Q 上 的 一 元 多 项 式 
一 ”特殊 性 与 一 般 性 


复数 域 C、 实 数 域 R、 为 特 球 数据 世 党 用 
域 ， 是 相对 于 一 般 数 域 F 而 言 的 ， 

一 般 性 富 于 特殊 性 之 中 ， 因 此 ， 前 面 对 于 FCx) 所 作 的 讨论 ， 
部 所 用 于 C(x)，R(x)，Q{x)。 鉴 于 C、R、Q 自 身 的 特殊 性 ， 
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在 C(x)、R{x)、Q[x) 中 将 出 现 一 些 新 的 更 深入 的 结果 . 

二 复数 域 C 上 的 一 元 多 项 式 

代数 基本 定理 ,任意 n(n>>0) 次 复 系数 多 项 式 在 复数 域 中 至 
少 有 一 个 根 ， / 

任意 "次 复 系数 多 项 式 在 复数 域 中 愉 有 # 个 根 ， 重 根 按 重 数 计 
算 。 
”C(x) 中 仅 有 一 次 多 项 式 是 不 可 约 的 ， 换 言 之 ， 次 数 之 2 的 多 
项 式 均 可 约 ， 

复 系数 多 项 式 因 式 分 解 定理 。C[x) 中 每 一 个 次 数 沁 0 的 多 项 
式 f(x) 都 可 以 在 C{x) 中 唯一 地 分 解 为 一 次 因 式 的 乘积 ， 从 而 ， 
f (x) 有 如 下 的 标准 分 解 式 f(x)=a(x 一 a1) ICx 一 xs) 2。 
( x—a.)':, 其 中 a |，a;， …，Q ;为 5 个 互 异 复数 ，I,，1,,*…， 
1 ;为 正 整数 ， 且 [十 1 十 … 十 1 二 deg(f(x)). 

韦 达 定理 。 设 n(n>>0) 次 多 项 式 1(x) 一 asx*a ix 和 十 和 … 
十 ax 十 oo 的 个 根 是 cj，cs，…，cas， 则 有 

ai/e 一 一 (ai 十 aa 十 … 十 an)， 


A 


ao/as=(—1) aa "a,. 
三 ”实数 域 R 上 的 一 元 多 项 式 
营 实 系数 多 项 式 /(x) 有 非 实 的 复 根 4， 则 a 的 共 示 复 数 a 也 是 


f(x) 的 根 ， 且 a 与 4q 有 相同 的 重 数 。 换言之 ， 实 系数 多 项 式 的 虚 
根 两 两 成 对 。 从 而 ， 奇 次 实 系数 多 项 式 至 少 有 一 个 实 根 . 

设 /(x) 是 n 次 实 系数 多 项 式 ， 则 ，1 ) 当 zP3 时 ，f (x ) 在 
RR(x) 中 可 约 ，2 ) 当 n 二 2 时 ，f(x) 二 ax?* 十 bx 十 c(a 二 0) 在 R(x) 
中 可 约 Gb: 一 4ac 之 0。 换 盲 之 ，R([x】 中 的 不 可 约 多 项 式 只 有 一 
次 多 项 式 及 满足 02 一 4ac<0 的 二 次 多 项 式 ax2z 十 px 十 cy 


se。 8。 


实 系 数 多 项 式 因 式 分 解 定 理 ， 每 一 个 次 数 >0 的 实 系数 多 项 
式 f(x)， 在 R(x) 中 都 唯一 地 分 解 为 一 次 因 式 与 二 次 不 可 约 因 式 
的 乘积 ， 从 而 ， 帮 x) 有 如 下 的 标准 分 解 式 


a(x 一 ci) 1…(x 一 cs) s(x +pixt q1) (xz 十 思 X 十 gr) 
其 中 c,， C: 为 互 异 实数 ， Pi qs 5 力 dr 为 互 异 实数 
组 ， pi:—4gq;<0, 2 一 1]，… 7 而 1， 1,， PR，…，R 
均 为 正 整 数 ， 且 1 十 … 十 1 十 208: 十 … 十 R) 一 deg(C8 帮 xD))。 

四 “有 理 数 域 Q 上 的 一 元 多 项 式 

0 X" 十 Di1X2 1 十 … 十 D， +b,. 
若 (2D.,，D,，…，p，pD ) = 二 1， 则 称 g(x) 是 一 个 本 原 多 项 
式 。 

任 一 个 非 零 的 有 理 系数 多 项 式 f(%x) 部 可 以 示 为 一 个 有 理 
数 * 与 一 个 本 原 多 项 式 9(x) 的 乘积 ， f(x)=rg(*), 并 且 ， 在 
不 计 正 负 号 的 情况 下 表 法 唯一 。 

高 斯 引 理 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 是 一 个 本 原 多 项 式 ， 

者 一 个 次 数 > 0 的 整 系数 多 项 式 能 够 分 解 为 两 个 次 数 较 低 
的 有 理 系数 多 项 式 的 滋 积 ， 则 它 一 定 能 分 解 为 两 个 次 数 较 低 的 
整 系数 多 项 式 的 乘积 。 

设 1(x)，g(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 且 g(x) 是 本 原 多 项 式 . 若 
f(x)= 一 g(x)h(x)，h(x) 为 有 理 系数 多 项 式 ， 则 h(x) 必 为 整 系数 
多 项 式 ， 

于 是 ， 有 理 系 数 多 项 式 fx) 在 Q 上 可 约 信 整 系 数 多 项 式 
f(x)(kEZ) 在 Q 上 可 约 台 整 系数 多 项 式 kf(x) 在 Z 上 可 的， 

设 (x)=asx" 十 a 1X* 1! 十 … 十 G1x 十 ao 是 一 个 整 系数 多 
项 式 ， ca=3/r 是 它 的 一 全 有 理 根 ， (r， s) 二 1， 则 ， 1)r|a, 
s jcoog 2) 1X) 二 (x 一 (s/r))aq(x), 其 中 q(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 
3 ) f(D/ (1 一 a ) ，f( 一 1)/(1+a) 是 整数 ， 
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设 f(x)EQIx)，4a， 5，cEQ， 而 Ve 是 无 理 数 。 


= 


车 a 二 a 十 Vc 是 1(x) 的 根 ， 则 c 一 c 一 ME 也 是 A(x) 的 根 ， 且 Q 与 
a 在 相间 的 重 数 。 换 言 之， 有理 系 数 多 项 式 的 这 种 类 型 的 无 理 相 
妆 琳 斯 坦 因 判别 法 ， 设 (x) 二 asX" 十 Qi1xX" 1! 十 … 十 Q@ 1% 
二 a 是 一 个 怠 系 数 多 项 式 。 车 有 一 个 素数 p， 使 得 ，1 ) pa， 
2 ) pl ai， CH-29 5 LI do 9 3) pao, 咱 /(*x) 在 Q 上 
不 可 约 ， 

该 判别 法 的 条 件 仅 是 充分 条 件 ， 所 以 ， 必 须 强 调 ， 个 满足 湾 
判别 法 条 件 的 多 项 式 未 必 可 约 ， 

Q[x) 中 存在 任意 次 数 的 不 可 约 多 项 式 ， 

设 1(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 令 x 二 ay 十 6，a,， 0 是 整数 ， 且 
a 夺 0， 并 令 g(y)= 1 二), 则 207) 57 在 有 再 数 域 上 的 可 
约 性 相同 。 

兄 期 奈 格 定理 ， 没 /(%) 是 n(n 之 0) 次 有 理 系数 多 项 式 ， 则 了 (x) 
可 以 经 有 限 次 有 理 运 算 在 Q 上 分解 为 不 可 约 多 项 式 的 乘积 、 

WV _ 一般 数 域 F 上 的 多 元 多 项 式 

一 ”多 元 多 项 式 的 概念 

1 定义 

说 上 是 数 域 ， XI X22 ***, Yan "EF Ri, Rk,, 
…，&, 是 非 负 整数 。 形 式 表达 式 ax ,人 tx 人 ze， *, 称 为 数 域 FE 上 
的 一 个 n 元 单项 式 ， 简 称 为 单项 式 . a 称 为 单项 式 的 系数 Ri 称 
为 % 的 次 数 。 当 六 0 时 ， 1 十 十 … 十, 称 为 单项 式 的 次 数 ， 
,二 0 的 xi*' 可 以 略 去 不 写 ,也 可 以 深 上 一 些 &, 一 0 的 xi 。 内 
hi 二 ks 二 二 有 ,二 0 时 ，axrhix2k2 …x,kr 写 为 a 

洁 两 个 单项 式 的 对 应 的 x ;的 次 数 相同 ， 则 称 这 两 个 单项 式 为 


一 六 Rk, . R_[ [ | 4 
同类 项 。 即 ，GxXi 1X8 2 i "bX 1X2 2 xa 4 是 同类 项 
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€>R,; =|;, ! 一 1，2，…， 时。 
有 限 个 单项 式 用 加 号 连 双 结 而 成 的 形式 表达 臣 


oa Mi qj ta EE, 
ki, ha, kn 加 
称 为 数 域 F 上 的 一 个 n 元 多 项 式 , 常 记 为 f(x Xrs Xs) 
有 时 简 记 为 1f。 其 中 的 单项 式 称 为 多 元 多 项 式 的 项 ， 各 项 的 系数 
称 为 多 元 多 项 式 的 系数 .约定 ， 多 元 多 项 式 中 不 含有 同类 项 ;系数 
1 答 略 ; 系数 为 0 的 项 可 以 省 略 不 写 ， 也 也 可 以 添上 一 些 系数 为 0 
的 项 ,系数 全 为 零 的 多 元 多 项 式 称 为 零 多 项 式 ， 记 为 0 。 可 写 为 
a€EF 的 项 称 为 常数 项 . 当 f(x1，Xs， XxX,) 二 0 时 ， 次 数 最 高 的 
项 的 次 数 称 为 了 的 次 数 ， 记 为 deg( 门 。 
阿 个 单 式 相等 它们 是 同 项 目 和 相等 两 个 多 元 多 项 
机 X22 “3 xn 一 0OCx1) Xs /与 59 有 有 基 和 和 网 
2 运算 
”下 上 的 两 个 n 元 多 项 式 的 和 是 指 把 由 现 于 jz， x ;Xn) 与 
g(xX1， Xs，"*，X;) 中 对 应 间 类 项 的 系数 相 加 ( 有 时 要 添上 一 些 
系数 为 0 的 项 ) 所 得 到 的 一 个 n 元 多 项 式 ， 记 为 f(x 1 ,Xs xn 
二 g(xX1, Xs Xu)。 
F 上 的 两 个 单项 式 的 积 如 下 规定 ， 
( axi 1x 2 1) (bx 1x (2... x ln) 

一 (ab )x eltily, R2 十 12 x kn+iln . | 
| 下 上 的 两 个 n 元 多 项 R/C, 3 Xa NX )S§S g(x , xs,: "yn ) 
的 积 是 指 f 的 每 一 项 分 别 与 g 的 每 一 项 相 续 ， 出 现 的 同类 项 系数 相 
加 成 为 一 项 ， 而 后 后 把 得 到 的 所 有 乘积 用 加 号 连结 起 来 ， 所 得 的 多 
元 多 项 式 。 积 记 为 1(x1， Xs Xn) g(x1, X22 “”“》 Xn). i 

现 定 ， 一 8 xx， …，Y%d) 即 /xi 2，…，xn) 的 各 
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寺 丸 数 变 号 之 后 所 得 到 的 元 多 项 式 ，f 一 9=f 十 (一 9)， 

对 于 任意 的 多 项 式 f(x1，X2 ,Xn)， g(xX1, Xr ,Xs), 
成 立 ，1) f+0=0 十 1 二 =f， 2)f0=0f 一 0;3)f1=1/1=j; 4) 
/1-9=08f=9; 5 ) f—0=], 

”元 多 项 式 的 加 法 与 乘法 运算 ， 满 足下 列 规律 ， 1 ) fj 十 g=g 
+f; 2) (f+9)+h=f+(gt+h); 3) fg=gf; 4) (fo)h 
=f(gh); 5) f(g+h)=fgtfh. 

加法 的 次 数 定理 。f，g 是 F 上 的 两 个 n 元 多 项 式 ，fj 六 0，g 环 
0, f+g0， 则 deg(f+9) 所 max(deg(f),， deg(g)), 

数 域 F 上 文字 xi:，xz2，…，xX 的 mn 元 多 项 式 的 全 体 ， 连 同 它 
们 的 加 法 与 溢 法 运算 一 起 组 成 的 系统 ,， 称 为 数 域 F 上 的 4 元 多 项 式 
环 ， 记 为 F(Cxi，Xs，…，X%n]。 

3 ”字典 排列 法 

一 元 多 项 式 按 其 项 的 次 数 给 出 一 个 自然 的 排列 顺 庄 ， 而 多 元 
多 项 式 就 不 能 如 此 。 模 仿 字 典 的 排列 原则 ， 得 到 字典 排列 法 ， 

设 有 非 负 整 数 有 序数 组 a 二 (hi,ks,…,kR,),P=([,，1;,， 
四 1, )。 车 有 i 二 1n, 使 得 Rj 一 二 Rs 一 习 一 "一 Ri!1 一 [1-1 二 0， 
而 R; 一 1;>0， 则 称 a 先 于 pb, 记 为 gb， 例 如 ， ( 1, 3， 2 ) 
>(1， 2，4) 若 p 先 于 a， 则 记 为 a 过 PB， 洛 Ri 一 [二 "二 R ,一 
二 0， 则 记 a = 二 bp。 于是， 三 种 关系 ，a>0，a=6，ac<H ， 有 且 
仅 有 一 个 成 立 。 而 且 ，“>>” 具 有 传递 性 ， 

车 让 axi ixaspa… xu 与 ao 一 (RbAs，…,8) 对 应 , 则 可 以 
按 “ 二 ”关系 来 排列 n 元 多 项 式 的 项 。 这 就 是 字典 排列 法 . 
f(x1，Xxs，…，X;,) 的 按 字典 排列 法 写 出 来 的 第 一 个 系数 不 为 零 
的 项 ， 称 为 了 的 首 项 。 应 该 指出 ， 首 项 不 一 定 具 有 最 大 次 数 ， 

当 f (xX1，Xs""， Xx,) 0, g(xX1, X2, xX,) 二 0 时 ， 乘积 
19 的 首 项 等 于 f 的 首 项 与 9 的 首 项 的 积 。 由 此 得 出 ， 1) 产 = 0， 
1 一 1， 2，…， 地- ff2 fn 的 首 项 等 于 每 个 六 首 项 之 积 ; 
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2 ) fx0, g*0>/fg0; 3 ) fo=fh, fF0=39=h. 
4 多 项 式 函数 
设 有 
R2 Rh 


- R 
f (x, 和 2 ， …X，) 一 > Gp kok, xX] i YX» "oN | 
kl,Rk, 面市 和 bh- : 


而 ci，cs，…， cvCF， 则 F 中 的 数 


Ri,R2, ,Ek, 1 2 n 


称 为 当 %| 一 cl，xa 二 Cc，，…， NnCn 时 f (xi, Xz XY 
值 ， 从 而 ， 就 由 f(x;，xs，…，x,) 定 义 了 一 个 F 上 的 n 元 遇 数 ， 
称 为 多 项 式 函 数 ， 仍 记 为 (x1，Xxs，…:， Xn) 。 

对 于 任意 Cc1，c:，…，c, EF， 成 立 ， 

CC 
则 flc1, cp) 一 gc Cs, ‘+, cn) 
2 ) 车 2&(CxX 1， Xp 一 XiXa yyX 十 gx ,XXXa 9 
则 uC(e1， C2 '**， cc,)=f (ec, C2 ,Cn)Tg(c! ,cs,,, cn) 
3 ) 若 v(X1 ,Xs ,XX,)=f(x1， Xa Xa) XL ,Xo Xun ) ， 
则 okci，cs，…， ci,)=f(c1, cs, Cn gc Ca， Cu ) 。 

设 /(x1，x2，…，x,) 是 数 域 F 上 的 4 元 多 项 式 。 若 对 于 任 
辣 C1， c»,'" ,Cn EF, 都 有 f(c1，cs，…， ca) 一 0, 则 /是 零 多 项 
式 ， 妈 f(xi1,x;,…，X,)=0. 

设 f(x1， Xs Xu) g(xXi1s Xs, 机 Xn) 是 数 域 F 上 的 
两 个 ?元 多 项 式 。 若 对 于 任意 cl，cy,…,c,CEF， 都 有 

f(c1,cs,'",cn,)=g(e, C29 “5 Cn ); 

则 f(xX1, Xz, Xn) = 9(X1, Xs, Xu 

一 “ 齐 次 多 项 式 

车 多 项 式 有 (x1，xs，,…,x,) 中 的 每 个 单项 式 全 是 m 次 的 ， 则 
称 f(xX1，xs,……,X;) 是 一 个 仙 次 齐 次 多 项 式 ， 例 如 ，f(x1 ,x，,， 
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3 二 271Yaxs 十 Ya2xa2 二 33 是 一 个 4 次 齐 次 多 项 式 ， 
任何 一 个 次 多 项 式 J(x1，x;，…，x。 ) 都 可 以 唯一 地 表示 


111 
为 / (xi， N29 "''， Xs)= 2 fi(x, yg ‘“''*, Ya) 的 形式 ， 其 中 


i 二 0 


fi(X1, Xz Xn) 征 ! 次 齐 次 多 项 式 ， 称 为 JCxix，v Xn ) 
的 i 次 齐 次 成 份 。 

两 个 并 次 多 项 式 的 乘积 仍然 是 齐 次 多 项 式 ， 积 的 次 数 就 等于 
这 两 个 多 项 式 的 次 数 之 和 。 


Hi 
议 有 w 次 多 项 式 f xi, ,x )= 了 f(x X29 "XX ,) 与 


1 二 0 
/次 和 多项式 g(Cx ，， Ya 5 KX,) ~ ,9;(x1, X29 Xi) 古诗 
z jo 
次 成 分 之 和 ， 则 乘积 1 二 fg 的 k 次 齐 次 成 份 h(x，， Nas 4 XxX,) 
一 fi(X1, Xa Xn gg, (Xi, xX,, "sy LE 


i 十 j= 二 衣 

入 别 地 ，ACx1，xz，…，x%n) 的 最 高 次 齐 次 成 份 是 

fn(X1, X22 »'*, Xs)I1(xX1, XN2s 0 Xi)。 

乘积 次 数 定理 ， 在 f (XL ,X20 gx, Xs ,ee Xa) 
0， 则 deg(fg)=deg(f)+deg(g). 

三 ”对称 多 项 式 

纲 f(xX1, Xo x) 征 数 域 F 上 的 ?元 多 项 式 。 若 对 于 任 
半 的 1，j，1<<i<<j 人 <n， 都 有 | : 

1 ) ， 
则 称 /7 是 对 称 多 项 式 .例如 ，jF(xi，x，，x) = 十 
TXsXi 一 X1 一 Xi 一 Xs 是 对 称 多 项 式 ， 

对 称 多 项 式 的 多 项 式 是 对 称 多 项 式 ， 即 ， 大 ff1，f，，.…， 
fm 部 是 元 对 称 多 项 式 . 而 g(y1，w，，.…， Ym) 是 任 一 个 m 元 多 
项 式 ， 则 gl(fi, jf 2，…， fm)=h(x1, X22; **:， Xn ) 尽 h 元 对 称 
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多 项 冻 ， 
下 面 fn 个 nn 元 对 称 多 项 式 
Oi 二 Xi 十 Xs 十 十 Xi， 
O02 二 X11X2 二 XIXs 十 十 Xn-1Xn， 
On=X1Xa Kn 
称 为 初等 对 称 多 项 式 (或 基本 对 称 多 项 式 ) ,其 中 0o ;家 示 x1 ,xX;， 
…，xs 中 每 次 取 k 个 所 做 的 一 切 可 能 的 乘积 之 和 . : 
引 理 ， 设 有 数 域 F 上 的 一 个 4 元 多 项 式 ， 


k Rk Rk 
XI, ‘+ 2, 0 Xx 1X 2 tN no 
f( lw 4) 一 pk kh kk 1 2 站 


以 or， 代 稚 gC 2, n ), 得 到 ai，as，…， 0 ,的 一 个 
多 项 式 : z 


f(01,02,., CQ n) 一 2 4 有 ,有 OI lok vsG Kn, 
hi,h,,: ,RR 1 2 村 . . 


大 f(01,02, 0,)=0, 则 一 切 系数 a ,kh 0, Il 
f(xX1,X2, £， X1)= 0 。 

对 称 多 项 页 式 基本 定理 。 数 域 F 上 必 针 一 个 4 元 对 多 多 项 式 邦 
可 以 砂 示 成 初 绊 对 称 多 项 式 al，az，…，av 的 系数 在 下 中 将 多 
项 式 ， 并 且 ， 这 种 表示 法 是 唯一 的 ， 和 
把 对 称 多 项 式 表示 为 初 等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 ， 称 为 对 称 
多 项 式 初等 化 。 这 一 工作 可 以 按 一 一 定 的 程序 来 实现 。 
”四 根 的 判别 式 

定义 D(xi， N22 et, Xi) 二 11 (xi—x;)’. 


ISi<IEn z 
着 Qa1， aa pv， Cr 在 /(X)=X" Tax 十 二 gw-iX-Hen 
的 x 个 复 根 ( 重 根 氨 数 计算 ) , 则 (x) 有 有 重 根 GSD(ay，as，…， 
0 ) 二 0。 D(a1，Qs，…，04) 称 为 1(x) 的 根 的 判别 式 。 
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对 于 f(x)=x: 二 aix+as，D 二 a 一 4d,， / 
对 于 jx 一 X3 十 aix2 十 asx 十 as ， 了 D = di2022 一 4021 
一 403 一 27a3 十 18ala2as。 
设 (x) 二 x" 十 gaix" 1 十 … 十 ax 十 oa 是 数 域 F 上 的 多 项 
式 ,Q1,02,… ,Qn 是 1x) 的 n 个 复 根 ( 重 根 按 重 数 计算 )， 则 ai， 
xz，…，wn 的 每 一 个 系数 取 自 F 的 对 称 多 项 式 都 是 1(x) 的 系数 的 
多 项 式 ( 该 多 项 式 的 系数 取 自 F ) ， 从 而 是 F 中 的 一 个 数 ， 
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本 章 的 主题 词 是 ， 数 环 ， 数 域 ， 有 理 数 域 ， 一 元 多 项 大 式 ， 多 
项 式 的 次 数 ， 零 多 项 式 ， 零 次 多 项 式 ， 首 1 多 项 式 ， 一 元 多 项 式 
环 ; 带 余 除 法 ， 绿 合 除 法 ， 整 除 ， 因 式 ， 信 式 ， 平 凡 因 式 ， 最 大 
公 因 和 式 ， 思 转 相 除 法 ， 互 素 ， 两 两 互 素 ;不 可 约 多 项 式 ， 唯 一 因 
式 分 解 定理 ， 标 准 分 解 式 (典型 分 解 式 )， 导 数 ( 微 商 )， A 重 
因 式 ， 重 因 式 ， 单 因 式 ; 多 项 式 的 值 ， 余 式 定 理 ， 多 项 式 的 根 ， 
重 根 ， 多 项 式 函 数 ， 多 项 式 恒 等 ， 代 数 基 本 定理 ， 韦 达 定 理 ， 复 
根 ， 实 根 ， 本 原 多 项 式 ， 高 斯 引 理 ， 素 数 ( 质数 ) ， 艾 森 斯 坦 因 
淹 别 法 ， 有 理 根 ， 克 朗 奈 格 定理 ， 单 项 式 ， 多 元 多 项 式 ， 字 典 排 
列 法 ， 章 次 多 项 式 ， 对 称 多 项 式 ， 初 等 对 称 多 项 式 ( 基本 对 称 多 
项 式 ) ， 对 称 多 项 式 初 等 化 ， 根 的 判别 式 。 
本 音 的 基本 方法 是 ， 人 带 余 除 法 ， 综 合 除法 ， 整 除 判 别 法 ， 思 
转 相 除 法 ， 最 大 公 因 式 组 合 表示 法 ， 互 素 判 别 法 ， 重 因 式 判 别 
法 ， 分 离 重 因 式 法 ， 因 式 分 解 方法 ， 艾 森 斯 坦 因 判别 法 ， 有 理 根 
求法 ， 殉 朗 奈 格 方法 ， 多 元 多 项 式 字典 排列 法 ， 对 称 多 项 式 初 等 
本 章 的 重点 是 ， 多 项 式 的 概念 ， 整 除 理论 与 因 式 分 解 理论 ， 
对 称 多 项 式 ， 
“本章 的 研究 对 象 主要 是 一 元 多 项 式 。 只 有 首先 明确 一 元 多 项 
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式 的 实质 是 什么 ,才能 为 掌握 全 午 内 容 打 好 基础 .多 项 式 被 定义 为 
形式 表达 式 ,是 本 章 的 第 一 个 重点 概念 ,要 特别 强调 形式 表达 式 ， 
通过 加 法 与 乘法 运算 进一步 加 深 理解 ， 并 贯彻 到 所 有 内 容 中 去 . 

带 余 除法 定理 /(x) 二 g(x)g(x) 十 r(x) 是 讨论 问题 的 基础 
因为 ， 有 时 余 式 r(x) 志 0， 所 以 ,多 项 式 的 除法 不 是 总 可 以 做 的 ， 
从 而 ， 整 除 就 成 了 两 个 多 项 式 之 间 的 一 种 特殊 且 重 要 的 关系 。 因 
此 ， 整 除 就 成 为 一 个 重点 概念 。 最 大 公 因 式 ， 互 素 是 在 整除 的 基 
础 上 建立 起 来 的 概念 ， 在 整个 多 项 式 的 理论 中 占 重要 地 位 ， 是 必 
须 深 入 理解 的 基本 概念 ， 特 别 是 互 素 ， 在 代数 学 的 其 它 部 分 常常 
用 到 ， 因 此 ， 成 为 两 个 重点 概念 。 整 除 、 最 大 公 因 式 、 互 未 构成 
整除 理论 ， 

因 式 分 解 是 本 章 的 中 心 ， 唯 一 因 式 分 解 定理 是 一 个 十 分 完美 
的 结果 ， 在 代数 学 中 很 重要 ， 以 后 还 会 有 类 似 的 结果 。 唯 一 因 式 
分 解 定理 是 说 ,次 数 >>0 的 多 项 式 可 以 唯一 地 分 解 为 不 可 约 多 项 式 
的 乘积 ， 而 不 可 约 多 项 式 是 在 整除 意义 上 最 简单 的 多 项 式 ， 因 
此 ， 定 理 揭 实 质 是 把 复杂 的 多 项 式 转化 为 简单 的 多 项 式 。 整 除 理 
论 和 不 可 约 多 项 式 的 概念 是 研究 唯一 因 式 分 解 定理 的 基础 ， 而 重 
因 式 概念 、 特 殊 数 域 上 的 因 式 分 解 又 是 唯一 因 式 分 解 定理 的 其 体 
化 ， 由 唯一 因 式 分 解 定 理 建立 了 多 项 式 的 标准 分 解 式 ， 以 标准 分 
解 式 为 工具 ， 又 可 以 从 理论 上 进一步 研究 整除 与 最 大 公 因 式 、 国 
此 ， 唯 一 因 式 分 解 定理 确实 是 中 心 。 此 外 ， 因 式 分 解 理论 还 彻底 
解决 了 中 学 数学 里 因 式 分 解 中 的 若干 遗留 问题 ， 

对 称 多 项 式 是 多 元 多 项 式 理论 的 重点 。 对 称 多 项 式 自身 形成 
一 套 完 整 的 理论 与 方法 ， 而 且 有 着 广泛 的 应 用 ， 例 如 ， 一 元 多 项 
式 根 的 判别 式 ， 因 此 ， 成 为 本 章 的 一 个 重点 ， 
本 章 的 难点 是 ， 形 式 表达 式 的 概念 ， 不 可 约 多 项 式 的 概念 及 
唯一 因 式 分 解 定理 的 证 明 ， 本 原 多 项 式 的 概念 及 高 斯 引 理 的 证 
明 。 
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形式 表达 式 的 概 您 ， 既 是 本 章 的 一 个 重点 ， 又 是 本 间 的 一 个 
难点 。 多 项 式 被 定义 为 形式 者 达 式 ， 这 与 中 学 数学 里 的 定义 棚 具 
较 远 ， 从 而 ， 初 学 者 不 易 理 解 . 当然 ， 也 正 是 这 一 点 ， 体 现 了 代 
数学 的 特色 ,成 为 代数 学 与 其 它 数学 学 科 的 一 个 区 别 . 多 项 式 的 运 
算是 形式 地 定义 的 。 多 项 式 的 导数 及 求 导 法 则 都 是 形式 地 进行 讨 
论 ， 并 不 依赖 于 数学 分 析 中 的 同类 概念 。 多 项 式 的 形式 表达 式 定 
义 以 及 由 些 引 起 的 各 种 问题 ， 很 可 能 长 时 间 地 使 初学 者 感到 困 
惑 。 因此， 成 为 本 章 的 一 个 难点 。 解 决 困难 的 方法 是 ， 1 ) 说 明 
形式 表达 式 定 义 的 优越 性 ， 文 字 x 不 仅 可 以 代表 数 ， 而 且 可 以 是 
其 它 的 事物 ,如 以 后 某 些 章 中 将 要 谈 到 的 矩阵 、 线 性 变换 等 ,x 的 
意义 十 分 广泛 ，2 ) 确信 这 是 代数 学 的 一 个 特色 ， 便 于 以 后 作 各 
种 推广 ， 要 学 好 代数 学 ， 就 必须 尽快 理解 形式 表达 式 的 意义 ，3) 
在 讨论 加 法 与 乘法 的 定义 、 导 数 的 定义 时 ， 反 过 来 突出 形式 表达 
式 ; 4 ) 与 中 学 数学 的 结果 加 以 对 照 ， 认 识 二 者 的 一 致 性 ， 例 
如 ， 乘 法 的 (形式 的 ) 定义 ， 就 是 中 学 里 多 项 式 乘 法 中 边 乘 边 合 
并 同类 项 ， 5 ) 在 讨论 多 项 式 函 数 之 后 ， 进 行 总 结 ， 进 一 步 深入 
且 全 面 地 理解 形式 表达 式 的 意义 。 

不 可 约 多 项 式 是 多 项 式 理论 发 展 中 的 一 个 重要 概念 ， 是 在 整 
除 理论 的 基础 上 建立 的 较 高 级 的 概念 ， 从 而 是 较 难 理解 的 一 个 概 
念 。 因 式 分 解 定理 的 证 明 不 是 构造 性 的 ， 其 证 明 方法 是 数学 归 
纳 法 而且， 证 明 存在 性 用 第 二 数学 归纳 法 ， 证 明 唯 一 性 用 第 一 
数学 归纳 法 ， 证 明 篇 幅 也 较 长 ， 从 而 ， 具 有 一 定 的 难度 。 因 此 ， 
成 为 本 音 的 一 个 难 反 。 解 决 困难 的 方法 是 ，1 ) 将 不 可 约 多 项 式 
学 素数 作 类 比 ， 本 质 是 “不 能 再 分 解 ”， 2 ) 分 析 不 可 约 多 项 式 
与 互 素 的 联系 与 区 别 ; 3 .) 作 几 个 不 可 约 多 项 式 的 实际 例子 ， 而 
且 ， 在 讨论 R(x)、C[x) 中 的 不 可 约 多 项 式 之 后 ， 回 过 来 再 认识 
不 可 约 多 项 式 的 本 质 ; 4 ) 证 明 因 式 分 解 式 的 存在 性 时 ,可 先 从 直 
现 入 手 ， 将 一 个 较 高 次 的 多 项 式 分 解 为 两 个 较 低 次 的 多 项 式 之 
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积 ， 继 续 这 一 步骤， 得 到 分 解 式 ， 从 而 ， 形 成 一 个 直观 的 证 明 ，- 
而 后 ， 再 上 天 到 用 数学 归纳 法 去 证 明 ; 5 ) 证 明 因 式 分 解 式 的 唯 
一 性 时 ， 亚 先 熟 悉 关 于 整除 与 不 可 约 多 项 式 等 的 有 关 性 质 ， 作 好 
准备 ， 而 后 ， 在 证 明 过 程 中 ， 注 意 非 堆 常 数 因 式 的 选取 ， 江 注意 
下 和 脚 的 标号 ， 

本 原 多 项 式 的 引入 有 一 定 的 困难 ; 高 斯 引 理 的 证 明 使 用 及 证 
法 ， 还 使 用 了 找 一 个 固定 系数 的 技巧 ， 也 有 一 定 的 困难 。 因 此 ， 
成 为 本 章 的 一 个 难点 。 解 决 困难 的 方法 是 ， 1 ) 从 实际 例子 入 手 
认识 本 原 多 项 式 ，2 ) 通过 化 有 理 系 数 多 项 式 为 一 有 理 数 与 一 本 
原 乡 项 式 的 滋 积 ， 进 一 步 熟 悉 本 原 多 项 式 的 意义 : 3) 在 证 明 高 短 
引 理 时 ， 关 键 在 于 ， 搞 清楚 由 找 一 个 固定 系数 而 引出 矛盾 的 思想 
方法 ; 4 ) 通过 一 个 实例 熟悉 高 斯 引 理 及 其 证 明 过 程 。 


$4 “习题 类 解 


J] 计算 题 

-+ 带 余 队 法 四 

关于 带 余 除法 的 习题 ， 有 如 下 几 类 ， 1 给 定 /(x),g(x)， 
求 g(x) 除 1(x) 记 得 的 高 式 q(x) 与 余 式 r(x) ; 2 ) 漳 定 是 否 有 
g(x) |f《x); 3 ) 所 给 的 多 项 式 /(x)，g(x) 中 有 未 知 的 系数 > 
并 给 定 一 - 定 的 条 作 ( 如 丈 除 ， 余 式 为 某 种 多 项 式 ， 等 ) ， 确 定 来 

解 题 时 溉 紧 扣 带 余 除 法 公式 fx) 一 gC rs) . 
一 般 采 用 两 种 方法 ，1 ) 长 除法 ， 即 中 学 数学 里 多 项 式 的 除法 ， 
直接 相 除 ， 得 到 商 式 与 余 式 ， 再 按 题目 的 条 件 作 出 解答 ;. 2 ) 
待定 系数 法 ， 即 根据 题目 的 条 件 设 出 丙 式 与 余 式 ， 将 问题 转化 为 


e 人 1。 


来 法 ， 再 由 /(x) =g(x)9g(x) 十 r(x)， 计 算 之 后 比较 两 边 的 系 
数 ， 作 出 解答 ， 

例 1 设 f(x)=x* 一 2x? 十 ax 二 b，g(x) 二 x 一 x 一 2， 站 
求 g4x) 除 六 xx) 所 得 的 商 式 与 余 式 ， 当 余 式 r(x) 一 27 十 1 时 ， 求 
系数 Ga， 

解 1 1 ) 直接 作 除 法 ， 坚 式 省 咯 , 得 到 商 式 q(x) 二 x 一 1， 
余 式 r(x) 一 (a 二 1)x 十 (pb 一 2)。 

2 ) 已 知 7r(x) 二 2x 十 1。 由 于 带 余 除法 所 得 的 商 式 与 余 式 是 
唯一 的 ， 所 以 有 (a 十 1)x 十 (5b 一 2) 二 2x 十 1 ， 由 多 项 式 相 等 的 定 
义 得 a 十 1 二 2，65 一 2 二 1， 邑 a 二 1]，b =3， 

解 2 ”1 ) 因为 ， 带 余 除 法 所 得 的 商 式 与 余 式 是 唯一 的 ， 
所 以 , 必 有 x 一 2x? 十 ax 十 b= 二 x? 一 x 一 2)(cx 十 d) 十 (mx 十 nn)， 
其 中 g(x) 二 cx 十 d 为 商 式 ，r(x) 二 mx 十 nn 为 余 式 ，c,d,m,n 为 
待定 的 系数 。 进 行 计算 ， 由 多 项 式 相 等 的 定义 ， 比 较 系数 ， 得 
Cc 二 1，d 一 c= 二 一 2， 一 2c 一 d 十 m= 二 a，n 一 2d=0, 从 而 有 c=1， 
d= 二 一 1]，m 一 a 十 1]，n 二 0b 一 2 。 因此 ,gqg (x)= 二 x 一 1l,， r(x) 
=(g 十 1)x 十 (0 一 2)，2 ) 同 解 1 ， 省 路 ， 

二 综合 除法 

关于 综合 除法 的 习题 ， 有 如 下 几 类 ，1 ) 求 多 项 式 /(x) 当 
x 二 C 时 的 值 f(c) 2 ) 判断 x 一 c 是 否 整 除 /(x); 3 ) 判断 c 是 否 
为 (x) 的 根 ， 4 ) 由 f(x%) 二 qnx" 十 as_1x" 十 … 十 G1x 十 qo ， 
求 bo,b1，…,b,.1,b,, 使 得 f(x)==b,(x 一 c)" 十 bs_1(x—c)"! 
十 … 二 bi(x—c)+bos 5 ) 解 4 ) 的 反问 题 ， 

解 题 的 一 般 方法 是 ,用 综合 除法 求 得 x 一 c 除 /(x) 所 得 余 式 +， 
+ 二 J(c). 从 而 ， 对 于 1 ) 一 3 ) , 即 直 接 得 到 解答 ， 对 于 4) 一 5)， 
连续 作 综 合 除 法 ， 根 据 § 2， 二， 二 ， 所 述 方法 得 到 解答 ， 

例 2 把 f(x)=x“ 一 2x? 十 3 天 成 x 十 2 的 多 项 式 ， 

解 作 


» dA. 


” - . - ) 一 
1 2 3 2 
. 0 0 E 
一 人 一 -一 一 一 | 


1 一 2 2 一 4 1l=r 
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/ 
1 4 10 |-24= ~ 了 ， | 
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所以 f(x)=(x 十 2) 一 8《x 十 2)? 十 22(x 十 2)? 一 24(x 十 2) 十 11， 
三 ”最 大 公 因 式 
关于 最 大 公 因 式 的 习题 ， 有 如 下 儿 类 ，1 ) 求 /(x)，g(x) 

的 一 个 最 大 公 因 式 ，2 ) 求 a(x),vC(x)， 使 1(x)u(x) 十 g(x)v(x) 

一 (f(x),g(x));- 3 ) 判断 A(x),g(x%x) 是 否 互 索 ，4 ) 求 1(x)， 

g(x) 的 公 根 即 求 多 项 式 (f(x)，g(x)) 的 根 ，5) 所 给 的 f(x)， 

g(x) 中 有 未 知 的 系数 ， 并 给 定 一 些 条 件 ( 如 f(x)，g(x) 的 最 大 

公 因 式 为 某 种 多 项 式 ) ， 确 定 未 知 系数 ， 

解 题 的 一 般 方 法 是 ， 用 辊 转 相 除法 求 得 f(x)，g(x) 的 最 大 

公 因 式 ， 从 而 得 出 解答 。 除 2 ) 之 外 ,在 运算 过 程 中 ， 可 以 乘 以 数 

域 F 中 的 一 个 适当 的 非 零 的 数 ， 使 系数 变 得 易于 计算 ， 

例 3 设 f(x)= 二 =x‘ 十 3x? 一 x? 一 4x 一 3,g(x)==3x? 十 10x? 十 
2X—3, 试 求 (f (x),， g(x)), 并 求 u(x)， "0 使 得 f(x)u(x) 
+g(x)v(x)=(f(x),， g(x)). | 
“' 解 ” 作 思 转 相 除法 ， 得 到 


f(x ) =(1x -1 )gCx) "(3 可 -下 0) 


g(x ) = 人 (一 3 x+9)(—3 bo 一 可 -区 Herren 


5 25. _ 10_(_5， 10 
末 X ”一 可 x 一 可 一 人 一 洒 9) C9 27). 


所 以 (f(x), g(x))=x+3. 
* F290 ， 


I +. 人 5 。_ 25 .10 
因 六 9xX 十 27= 王 9I(X) 一 - 已 9 o™ 本 


=-gCoD 一 (一 扣 x+ 9)| /Cx) 一 (x 一 去 )g(x) | 


-(s x— 0 es [i —(*—9 儿 斑 x 一 可 )] sc) 
= 9) + (3 X “十 Bx jg(。 7， 


所 以 x+3= f(x)(S*—1)+ g(x) (一 和 2 +2x). 


汰 此，4(x) = Sx—1 ， IX) =— 十 < 使 得 


f(x) u(x) Fox)v(x)=(f(x), g(x)). 
例 4 设 f(x)=x 十 (1 二)x? 十 4x% 十 24， g(x) 二 Xx? 十 x? 
十 24 的 最 大 公 因 式 是 一 个 二 次 多 项 式 ， 求 与 4 的 值 。 
解 ” 对 f(x)，g(x) 利 用 思 转 和 除 法 ， 得 
f(x)=g(x)+x’+4%, 
g(x)=(x+it—4)(x:+4x)—4(t—4)x+24, 
因为 ， f(x)，g(x) 的 最 大 公 因 式 是 二 次 的 ， 所 以 ， 一 4(1 一 4)x 
十 24 二 0， 由 多 项 式 相 等 的 定义 得 ， 一 4(1 一 4) 二 0,24 二 0, 因 此 ; 
{==4,， d= 二 0。 
四 ”和 章 因 式 、 重 根 
大 于 重 因 式 、 重 根 的 习题 ， 大 致 分 为 三 类 ， 二 ) 判 基 纵 会 定 的 多 
项 式 /(x) 是 否 有 重 因 式 、 是 否 有 恒 根 ， 通 过 计算 (f(x)，f’'(x)) 
米 解决 ， 当 (C(x)， 全 1 于 天 可 因 式 ， 无 重 根 ， 当 (xy)， 
f(x)) 志 1 时 有 重 因 式 ; 2 ) 求 给 定 多 项 式 1(x%x) 的 重 因 式 、 重 根 ， 
并 确定 重 数 ， 张 从 d(x)= (f(x), A'(x)) 出 发 来 解决 ， 将 d(x ) 
分 解 因 式 、 求 根 ，3 ) 所 给 多 项 式 里 有 未 知 的 系数 ， 由 重 因 式 ， 
重 根 条 件 ， 求 出 未 知 系数 。 

例 5 试 判断 多 项 式 帮 x) = 一 2x 十 5x? 十 4x 十 1 是 省 有 重 因 
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式 ， 如 果 有 ， 试 求 出 重 因 式 并 确定 重 数 ， / 

解 f'(x)==6x? 十 10x 一 4。 作 驾 转 相 除 法 ， 求 得 (GD 
/'(x))=x 十 1， 因 此 ，f(x) 有 重 因 式 ， 

根据 重 因 式 定理 ，x 十 1 是 f(x) 的 二 重 因 式 ， 

例 6 试 确定 和信,B ,使 得 x 一 1 是 多 项 式 f(x)==Ax"'! 填 Bx" 
十 1《( 9 之 1 ) 的 二 重 因 式 ， | 

解 (x) 一 (n 十 1)Ax" 十 nBx"-!。 车 x 一 1 是 /(x) 的 二 重 
因 式 ， 则 (1)= 了 (1)= 0 。 从 而 ，A 十 B 十 1 =0 ， (nn 十 1)A 
十 7PB 一 0. 解 得 =n， B—=—n--1 .所 以 (x)= Nx" (n+1)x" 
十 1.， : / 

义 ，f"(x)=(n 十 1)n?x" 1 一 n(n? 一 1)x"*+? ， 而 f*(1) 
—(n+1)n?*— n(n? 一 0 所 以 ， 1 的 二 
重 因 式 。 

例 7 了 试 确定 ; 的 值 ， 使 /Cs 一 2x? 十 x 十 1 有 重 根 ， 进 
而 确定 重 根 及 重 数 ， 
. 解 ff/(x)==3x’ 一 4x 十 1, 若 f(x) 有 重 根 a， 则 f(a)=0,， 
即 3a? 一 4a 十 1 一 0， 解 得 a 二 1/3 或 a 二 1， 

当 a 二 1/3 时 ， 由 /(1/3) 二 0 求 得 + 二 一 4/27。 此 时 ， CD 
(x) 二 6x 一 4, 1"(1/3) 丰 0 ， 从 而 ，17/3 是 Kx) 的 二 重 根 . 

当 4 王 1 时 ,由 f(1)=0 求 得 1=0， 此 时 ，f(1/3) 寺 0, 了 7(1) 太 
0， 人 从而， 1 是 故 x) 的 二 重 根 。 

因此 ， 当 ! 一 一 4/27 时 ，JCx) 有 二 重 根 x=1/3; 当 !i= 0 时 ， 
f(x) 有 二 重 根 x==1. 

五 ”区 森 斯 坦 因 判别 法 

用 交 森 斯 坦 因 判别 法 判定 整 系数 多 项 式 不 可 约 ， 一 般 有 两 种 
情况 ，1 ) 直接 使 用 ，2 ) 作 一 变量 替换 x=ay 十 5， 一 般 ，a=1 
"一 土 1 等 之 后 ， 再 使 用 ， 

例 8 设 p 是 素数 ， 试 判定 多 项 式 f(x)== xe-1 十 Xe- 十 … 


* 31» 


+<* 十 1 在 有 理 数 域 上 是 否 可 约 。 
解 由 于 (De te tt tt 1 ， 所 以 


YX 一 工 |X2 一 1， 有 f(x)= 一 一 ~ 


” 设 x 二 y 十 1 g)= f(y+1) = a 


3 十 cp 3 了 十 Co 2 一 “1 十 c' yp 2 十 十 cp 1 


(2 首 顶 为 1 由 委 大 1 其 中 
_ p(p— -ee pit1) i 二]，2，…，p 一 1。 此 时 ， 由 于 


11 
p 是 素数 ，i 之 p， 所 以 《it，p) 二 1， 因 此 站 整除 (p 一 1)…(p 一 i 
十 1)， 从 而 ，p 整 除 c, i，i 二 1，2，…，p 一 1 。 但 常数 项 cp? 
二 p， 所 以 p* 才 cs? 1。 根据 芯 森 斯 坦 因 河 别 浴 9(7y) 在 有 理 数 
域 上 是 不 可 约 的 。 

我 们 证 明 , f(x) 在 有 理 数 城 上 不 可 约 ， 用 反 证 法 .实际 上 , 芳 
f(x) 在 有 理 数 域 上 可 约 ， 则 了 (x) 二 u(x)v(x)， 其 中 有 理 系 数 多 
项 式 4(x) 与 v(x) 的 次 数 都 小 于 f(x) 的 次 数 ， 则 
g(y) 二 4(y 十 1)v(y 十 1) ， 即 g(y) 可 以 分 解 为 两 个 次 数 都 比 它 
低 的 有 理 系数 多 项 式 的 积 ， 所 以 9(y) 在 有 理 数 域 上 可 约 ， 引出 
矛盾 。 因 此 ，f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . | 

说 明 ” 当 不 能 直接 应 用 艾 森 斯 坦 因 判别 法 时 ， 作 变量 替换 ， 
使 系数 变化 ， 就 有 可 能 应 用 判别 法 。 因 为 是 研究 可 约 性 ， 所 以 次 
数 不 能 改变 ， 因 此 ， 恋 量 替 换 *=y 十 1，y 一 1 就 是 首先 要 考虑 的 
了 

求 有 理 系数 多 项 式 的 有 理 根 

求 有 理 系数 多 项 式 的 有 理 禄 可 以 转化 为 求 整 系 邹 多 项 式 的 有 
理 根 、 根 据 关 于 整 系 数 多 项 式 的 有 理 根 的 定理 ， 先 写 出 所 有 可 能 
的 有 理 根 ， 而 后 用 综合 除法 验证 ， 就 可 以 求 得 全 部 有 理 根 、 应 该 
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注意 两 点 ，1 ) 每 求 出 一 个 有 理 根 ， 就 将 原 多 项 式 降 低 一 次 ， 再 
对 得 到 的 高 式 验 根 即 可; 2 ) 当 f/(1 了 1) 二 0，f( 一 1) 丰 0 时 ， 可 用 
1(1)/(1—.a), 1 一 1)/(1+a) 不 是 整数 来 排除 一 些 可 能 的 根 a， 
以 减少 验 根 次 数 ， 

例 9 求 /(x)==x5 十 了 +3 ?一 里 x+ 一 8x 一 6 的 全 部 
有 理 根 ， 

解 g(x)= 二 2f(x)=2x 十 7X4 +3x:— 1lx:—16x —12, 
g(x) 的 所 有 可 能 的 有 理 根 是 土 1， 土 2， 土 3， 土 4， 土 6， 土 12， 
年 1/2, 土 3/2。 091) 一 一 27,9( 一 1 一 一 5, 由 (1 十 2) 十 9( 一 1)， 
得 出 2 不 是 根 ， 同 理 得 出 + 3， 一 4 ， 土 6 土 12，1/2，3/2 都 不 
是 根 。 从 而 只 要 验证 一 2，4， 一 1/2， 一 3/2， 

2 十 7 十 3 一 11 -16 一 12 1 
一 4 一 6 二 6 十 10 十 12 
2 十 3 一 3 --5 一 6|+0 


TT 


Fe 


2 一 1 一 1~—3+0 
所 以 g(x)=(x+2)?h(x), h(x)=2x?—x?— Xx—3. 由 h(4) 让 0， 
h《 一 1/2) 三 0 知 4， 一 1/2 不 是 根 。 但 是 
Q -1 一 1 一 313 
3 十 3 十 3 
2 十 2 十 2 十 0 
所 以 有 2) 一 (x 一 (3/2))(2x’ 十 2x 十 2). 易 知 2(x’*: 十 x 1) 没 用 
理 根 。 因 此 ，f(x) 的 全 部 有 理 根 是 一 2，-- 2，3/2， 
说 明 ” 求 出 f(x) 的 全 部 有 理 根 后 ， 有 了 时 可 以 进一步 求 得 全 


部 根 .在 本 例 中 ，x? 十 x 十 1 的 复 根 是 二 上 十 31 一 1 一 3 


从 而 求 得 /2 的 全 部 根 一 2, 一 2， 续 13 一 1 3， 


“3。， 


一 一 一 一 ss 


七 求 标准 分 解 式 z 

求 标 准 分 解 式 的 问题 ， 就 是 因 式 分 解 的 问题 。 这 在 理论 上 已 
经 解决 ， 但 实践 上 并 未 实现 ， 因 式 分 解 的 《实用 ) 一 般 方法 尚未 
解决 ,但 古 ,我 们 可 以 通过 降低 次 数 的 方法 ， 将 多 项 式 的 分 解 归 结 
为 较 低 次 多 项 式 的 分 解 。 降 次 的 途径 是 ， 1) 分 离 重 因 式 ,2 ) 求 有 
理 根 。 对 于 具体 的 系数 域 而 谊 ， 还 可 以 考虑 用 -- 些 具体 的 性 质 。 

例 10” 求 多 再 式 A 作 x) 二 x 一 10x 一 20%x? 一 15x 一 4 的 标准 分 
解 式 ， 

解 由 f(x%)= 5 一 30x 一 40X 一 15 , (f(x), f‘(x)) 
一 十 3%x? 十 3x 十 1 得 ，g(x)= f(x)/(f x), f(x))= x? 
3x 一 4, 所 以 (x) 的 不 可 约 因 式 为 x 一 4，x 十 1。 但 是 ， (f(x)， 
(x)) 二 (x 十 1)?， 所 以 ， 由 重 因 式 定 理 ，x 十 1 是 f(x) 的 4 乔 
因 式 ， 因 此 ， 1%) 的 标准 分 解 式 为 1(x)= (x 一 4) (x+1)., 

例 11 设 f(x) 二 xs 一 Tx 十 13x4 一 4x 十 7 一 13YX 十 3 坛 
求 1(x) 在 Q、R.、 C 上 的 标准 分 解 式 ， 


解 求 得 (x) 的 有 理 根 为 1,3, 并 且 得 到 f(x)= (x 一 1)(x 一 3) 
(x 一 3X? 一 9x? 一 3x 十 1)， 设 g(x) 一 x 一 9x? 一 9x? 一 3x 十 1， 

则 用 中 学 数学 里 的 分 组 分 解法 或 前 面 已 经 用 到 过 的 待定 系数 法 ， 
得 到 g(x) 的 分 解 式 g(x) 二 (x’: 十 x 十 1)(x? 一 4x 十 1)， 

因此 ， 得 到 f(x) 在 Q、R、C 上 的 标准 分 解 式 分 别 为 
(x)=(x—1)(x—3)(x:—4xT1)(x:+x+1), 
f(x) 一 (xX 一 1)(x 一 3)(x 一 2 一 WwW 了 )(x 一 2 十 WwW 本 (xz 十 xX 十 人， 

jx) 一 (YX 一 1)(X 一 3)(0x 一 2 一 W 了 3)(x 一 2 十 ww 了 ) 

(x+(1— V3i)/2)(x+(1+tvV3i)/2) 

例 12 试 求 十 1 在 下 列 数 域 上 的 标准 分 解 式 ，1 ) F ,= 
2)F,={atoila, 6€Q}, 3 )F:={ae+bpw7IIa，pDEOY， 
4)F ,=—={a+t+ov 271 Ua, bEQ}, D ) F :一 R. 


a 4。 


航 1 a (V7 x)’ 
ye -[( x 十 “2) (之 1) | 


[es 
DA | 


2 ) x4 十 1 二 x4 一 i2 二 (x? 十 让 (x? 一 i。 下 面 证 明 x2 十 让 
在 F。 上 不 可 约 。 车 不 然 ， 设 x?: 十 i 二 (x 十 a)(x+6),，oa,p EF，,， 
则 a 十 8=0，ap 二 i， 从 而 一 a: 二 i。 再 设 a=a 二 bi,，a，0b EQ， 
则 一 a?== 一 a? 一 2abi 十 6b 一 i， 从 而 ，a? 二 b7, 9ab = 1。 当 
a 二 一 b 时 ，26? 二 1，b 二 /173 ， 引 出 矛盾 ， wa by —2b?= 
1， 引 出 耶 盾 ， 同样 可 以 证 明 x? 一 i 不 可 约 ， 从 略 。 

3 ) x+ 十 1 一 (x2 十 WwW “TD -VT *+1). 关于 因 式 不 
可 约 的 证 明 ， 从 略 ， 

4 ) x 十 1 二 (x? 十 VDFix 一 1)(x? 一 VTFix--1). 关于 因 式 
不 可 约 的 证 明 ， 从 赂 ， 

5 ) x*+1i=(x*+vV2xt1l)(x— VDIx+1), 由 (v2) 
一 4X1 二 一 2 之 0，( 一 V7 了 ): 一 4x1== 一 2 之 0. 知 ， 因 式 在 R 上 不 
可 约 ， 
”说 明 ”1 ) 此 例 充分 说 明 ， 因 式 分 解 随 数 域 的 改 恋 面 改变 ; 
2 ) 必须 证 明 分 解 得 到 的 因 式 是 不 可 约 的 。 

八 ”对 称 多 项 式 初等 化 

对 称 多 项 式 初 等 化 的 一 般 步 骤 是 ，1 ) 写 出 首 项 的 指数 组 
(1 1 2 ) 作 $1 二 ao li 一 人 alii od rr nl 。 


3 ) 若 玫 1 二 一 上 :已 初等 化 ， 则 工作 结束 ， 若 还 未 初等 化 ， 则 对 
f 1 重复 上 述 过程 ， 直 到 f= fi_ 1 一 上 ,二 $1 初等 化 时 ， 工 作 结 
束 ，4 ) 写 出 /== 十 Vy 十 … 十 $i 十 $i;1， 即 为 所 求 ， 


+ 35 。 


: 例 15 把 三 元 对 称 多 项 式 f(x1，xX2，Xs) 王 XxX1 十 Xx, 十 Xs 
一 X1 一 Xs 一 Xs 亡 笑 化 ， 

解 因 首 项 为 xi*， 其 指数 组 是 (3，0，0)， 得 #1 = 
01” "02 0 二 01 ,所 以 1 二 1f 一 1 二 (x1 ?十 XxX2? 十 Xs 一 %! 
一 Xs—Xs ) 一 (xi 十 xz 十 Xs)3 一 一 3(xi2xa 十 Xi2YXs 十 …) 一 
6Xix%aXs 一 %1 一 X%a 一 X%s。 六 的 首 顶 为 一 3x12xay* 其 指数 组 是 (2， 
1,0), 得 加 一 一 3ci21os10os0 一 一 3olas 一 一 3(x 十 ya 十 xs) 
(xx 十 X2Xs 十 XsXi) 一 一 3(X12X2 十 Xi12Xs 十 …) 一 9X1X2Xs ， 
所 以 f=f1 一 $= 3X1XsxXs 一 XI 一 %2 一 Xs 一 30s—01=$,, 
因此 ， f=$1 + ths=o01s—3010s +30s—01. 

对 于 齐 次 对 称 多 项 式 f ， 可 以 采用 较 简 单 的 方法 一 一 待定 系 
数 法 ， 进 行 初等 化 。 其 步骤 是 ， 1 ) 写 出 满足 1 之 1 之 … 之 1 且 
三 十 i; 十 … 十 1 二 deg(f) 的 所 有 的 有 序数 组 (1 ，12，…，1,). 
2 ) 写 出 指数 组 (，12，…:，1,) 对 应 的 o ;的 方 蛤 乘积 
oil oo "oo,"。3) 以 2) 中 所 得 的 一 切 
项 为 项 把 f 写 为 系数 待定 的 式 子 。4 ) 给 Xi1，x:，…，Xx, 以 适当 
的 值 ， 确 定 待定 的 系数 ， 

例 14 ”把 4 元 对 称 多 项 式 f=。 2 x,*x;* 初 等 化 . 


1? 1 


解 ” 指 数组 及 对 应 的 0 ; 方 竹 的 乘积 列 如 下 ， 
(2,2,0,0,.%), o12 2002 G08 .0 =—=0,?, 
(2,1,1,0,...) O12 lo losl oo —010: ， 
(1 ,1 1 ,1 …)， oiliogslTiost lo ge 0...0, 0 一 On 
从 而 ，f 可 写 为 /=a 十 4g10s 十 004。 取 Xi 二 Xs 二 Xs 二 1]，X。 
一 ,一 X, 一 0 ， 得 f/f 二 3，0o1 二 0 二 3，0s 二 1，04 二 0， 从 而 3= 
3 十 Ga.3.1 十 0D.0， 4 二 一 2 。 再 取 Xi 一 Xa 一 %s 一 2%4 一 ]， Xe 
一 … 一 Xu 一 0， 得 1=6，al=4，aoy =6，a3=4，ay 一 1， 从 而 
6 二 6: 十 (一 2)4.4 十 pp 一 2， 关 此 ，j=c32 一 20ias 二 20 
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例 15 把 3 苑 对 称 多 项 式 f =x Ce 
十 xs2) 初 等 化 ， 

解 ” 因 为 ，f 的 首 项 是 x1 和 x。?， 所 以 ， 数组 及 对 应 的 01 广 
各 的 滋 积 如 下 ， 

(4,2,0), Oli 20,.2 os =—=0120s 

(4,1,1), ol!0s lo0s!=—01"0gs 

(3,3,0), oI S02 0s ==02", 

(3,2,1), 01 202* "ios!=0102038; 

(2,2,2), oi-20s2 ?0s?—=08?, 
从 而 ，f 可 写 为 f=o1*o0,* 二 ao1:os 十 bos*- 十 co1020s 十 dos*。 
取 X1，X2， “和 二 一 些 特殊 值 ， 得 下 及 


-2 一 2 一 3 0 | 4 | 200 
1 11 1 : 8 


从 而 ”得 到 4 十 b=2， 一 276 十 4d 二 50 ， 一 108a 填 16d =200 ， 
一 4 一 0D 十 cd 二 7， 由 此 人 和解 得 4 二 一 2，48 二 一 2，cC 二 4，d 二 一 
因此 f=o12?0,: 一 201303 一 200” 十 401020s 一 0 32， 

例 16 ”把 3 元 对 称 多 项 式 f= (x 十 y 十 z )3 一 ( yz 一 x)* 
一 (z 十 xX 一 妇 : 一 (x 十 y 一 2 初等 化 ， 

解 1 f 是 齐 次 对 称 多 项 式 ， 首 项 为 x* 。 仿 例 14 可 解 ， 从 


解 2 因为 oo 二 x 十 y 填 z， 所 以 f=o01 一 (cl 一 2x 六 一 (cl 
一 23y) 一 (oa 一 22)3 一 5 一 (30 一 602(x 十 十 2 十 120)(xX3 
十 y2 十 22) 一 8GCxX 十 和 十 2*)), 

因为 ，x ?十 y ?十 2? 二 (XxX 十 yy 十 2)* 一 2(xy 二 yz 十 2X) 二 Ga 
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一 20s; 又 可 求 得 (参考 例 13)x* 十 y* 十 2 一 OU 一 30102 30，， 
所 以 ， = 一 0 一 [3c， 一 601° 十 1201( O12—20,) 一 8 (Ci 


OIC 十 30 )] 二 240， . 


解 3 当 x=0 时 ，f= (二 >) 一 (y+2)  — (2z—y)° 
一 《y 一 2 一 0， 从 而 ，f 食 因 式 XxX。 因为 /是 x，》，z 的 对 称 多 项 
式 ， 所 以 f 必 含有 因 式 y 与 z:， 从 而 可 设 f=xXyz*q(Xx，》，2)(*)， 
但 起 3 次 齐 次 和 多项式， 所 以 Ga(xs，y 二 糙 瑟 非 零 负数 ， 取 < 一 y 
一 2 二 1] 代入 (#) 式 ， 得 aq 一 24， 因 此 /一 24ca。 

说 明 17) 解 2 说 明 可 以 采用 灵活 的 步 又 初等 化 ， 特 别 是 
在 一 些 结果 已 知 或 容易 求 得 时 ， 较 为 方便 。2 ) 有 时 ， 解 3 最 简 
便 ， 但 必须 有 理论 上 的 保证 ,这 就 是 下 面 的 定理 ，x, 一 g(x1,*…， 
Xs-!1) 整 除 JCxit，…，Xx;,) 的 必要 充分 条 件 是 ， 
f(xXiy Xn 9(x 1 X11))=0, 

i 证 明 题 

一 ”多 项 式 相等 

证 明 多 项 式 相 等 的 基本 出 发 点 及 一 般 方 法 是 ， 比 较 对 应 项 
的 系数 ,证 明 系 数 相 等 .在 证 明 过 程 中 注 合 多项式 的 其 它 性 质 ， 如 
次 数 ， 根 的 个 数 ， 等 等 。 证 明 多 项 式 是 零 多 项 式 时 ， 往 往 采 用 反 
证 法 ， 利 用 根 的 个 数 定 理 引 出 矛盾 ， 

例 1 设 作 x)EF(x) 。 铬 对 于 任意 的 a， 5E€FE ， 都 有 
fj(aTb)== 有 (0) 十 A(5)， 则 所 x)= 二 Rx，hkhEF。 试 证 之 ， 

证 明 设 1(x)==a,x’" 十 gas-1X" ! 十 … 十 Qix 十 ao， 则 只 需 证 
明 a, 二 494-_1 二 … 二 Qs 二 ao 二 0， 

取 a 一 6 二 0， 由 条 件 得 1(0)= 二 了 (0 十 0)= 二 1(0) 十 1(0)， 从 而 
f(0)=0。 但 (0) 二 ao。， 所 以 ao 一 0， 

由 条 件 可 推 得 ， 对 于 任意 正 整数 Yr， 成立 

jr7)=fQ 二 1 … 二 1) 二 1(1)+f(1D)+… tf(1)=rf(1), 


`、 其 Qnr" arn.ir"r 1 十 十 qf? 十 gr 
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一 r(o 十 ai 十 … 十 as 十 oh)， 
从 而 asr" :十 aiyra 2 十 … 十 asr 十 [ci 一 (ac 十 … 十 cai) 一 0， 
因为 7 可 取 1，2，…，7， 导 无 穷 多 个 数 ， 所 以 由 根 的 个 数 定 理科 
0 _ 1 一 一 0 一 0 

说明。 1 ) 本 例 从 比较 系 狼 出 发 ， 利 用 根 的 个 狼 定 理 ，2 ) 
类 似 的 方法 可 证 明 ， 设 f(x)EF(lx), 车 有 cEF，csf0， 满 足 
f(xt+c)=f(x)， 则 f(x)=k,， EkEF. : 

例 2 证明， 设 f(x) ，g(x)，h(x)ER(x) 。 车 fa (x%*) 
xg*(x) 二 xh?*(x)， 则 f(x)==g(x)=h(x)=0, 

分 析 因为，f(x)，g(x)，h(x) 都 是 实 系数 多 项 式 ,所 以 ， 
当 f*(%x) 二 xg*(x) 十 xh?(x) 夸 0 时 ， 右 端的 首 项 必 为 订 次 的 ， 将 
导致 予 盾 . .于 是 ， 很 容易 想到 ， 从 次 数 出 发 讨论 问题 ， 

和 证明 要 证 作 X)==g(%x) 二 h(x)=0， 具 要 证 明 g(x)= h(x) 
三 0。 采用 反 证 法 。 若 不 然 ， 则 g(x)， h(x) 中 至 少 有 一 个 不 为 
零 ， 不 妨 设 9(x) 二 0， 

” 当 h(x)=0 时 ，deg(xg? GO) degC) 42degcocw)), 由 
而 1(x) 计 0。 但 deg(f2(x))=2deg(f(x))， 引 出 矛盾 ， 

妆 h(X)0 时 ，xg?(x) 与 xh?(x) 都 是 首 项 系数 为 正 实数 的 
疝 次 多 项 式 ， 所 以 ， 不 论 它们 次 数 是 否 相 等 ，xg?(x) 十 xh2(x) 
都 证 奇 次 多 项 式 。 态 ， 此 且 1(x) 志 0, 且 f?(x) 是 偶 次 多 项 式 ; 
引出 矛盾 . | | 

因此 ， 该 命题 得 证 ， 
:说明 1 ) 在 复数 域 C 中 ， 此 命题 不 成 立 ,例如 ， f(x) = 0， 
g(X) 二 ix，h(x)=x; 2 ) 在 一 般 数 域 F 中 ， 下 列 命题 成 立 ， 车 
f(x), g(x)EF(x), Hf?(x)=xg:(x), 则 f(x)=g(x)=0; 
3 ) 此 命题 可 推广 为 ， 若 f(x)，g(xx)， | 是 f° (x) 
一 %21+1 92m(X) 十 X2n+182s(x)， 其 中 AR， 1， m,n s 均 为 非 负 
整数 ， 则 jx) 一 9(x) 一 A(Cx)= 0; 4 ) 此 命题 还 可 以 推广 为 ， 若 


39 es 


f(x), giCx)i=1, 2, '%, t)ERECx), Hf:(x)=x91:(x)+ 
“二 xg1:(x), 则 f(x)=g1(x)=…=g1(x)=0, 

二 ”最 大 公 因 式 、 互 素 

在 证 月 中 ， 除 灵活 使 用 定义 及 有 关 性 质 外 ， 还 要 注意 使 用 组 
合 的 式 子 f(x)u(x) 十 g(x)v(x) 二 (f(x)，g(x)) ， 特 别 是 关于 
互 素 的 式 子 f(x)u(x) 十 g(x)v(x) 二 1， 

例 3 证 明 , (f(x)h(x),g(x)h(x))= (f(x), 9(x)) h(x), 
其 中 有 h(x) 为 首 1 多项式， 

证 明 设 (f(x)，g(x))=d(x) ， 则 有 u(x)，v(x) ， 使 
f(x)u(x)+g(x)v(x)=d(x)， 两 边 间 乘 以 h(x)， 得 

(f(xXIRCX)) a x) gx)R CX) I x) = A(x) h(x) (*) 

因为 ，1 ) 由 d(x)】f(x)，ad(x)| g(x) 得 d(x)h(x) 
| (x)A(xX),， d(x)h(x)l g(x)h(x); 2 ) 对 于 任意 $C(x) ， 营 
POX) IFOXIRCX), $x) g (x) hx) ,， MH (#) Mm，$ (x) 
| d(x)h(x)， 所 以 ，d(x)h(x) 是 (x) 有 h(x) 与 9(x)hCx) 的 一 个 
最 大 公 因 式 ， 

最 后 ,因为 ARGx) 是 首 工 多 项 式 , 所 以 ,(JCxJACx)，gCx7RCXD) 
=(f(x), g(x))h(x)., z 

说 明 此 例 爱 扣 最 大 公 因 式 的 定义 ， 和 用 组 合 的 式 子 ， 得 以 
证 有 明 。 : : 

例 4 证 明 ， 若 (f(x)， g(x))=1, 出 (f°(x)—4g(x), 
g(x))=1, / 

分 析 由 f*(x) 一 4g?*(x)=(f(x)+2g(x))(f(x)—2g(x)) 
知 ， 完 证 (f (x) 十 2g(x)， 9(*)) =1, (f(x)—2g(x), g(x%))= 
1， 和 再 由 互 素 性 质 得 出 。 

证 明 由 (f(x)，g(《x))=1 得 ，f(x)a(x) 十 g(x)v(x)=1， 
从 而 变形 得 ，(f(x) 十 2g(x))u(x)+g(x) (oC) —24(x))=1, 
(f(x)—2g9(x))4(x) Tg) (x) t+)) =1,， 以 ，(f(x) 
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+2g(x); g(x))=1, (f(x)— 2g(x), g(x))=1. 因此 ， 由 互 
素 的 性 质 得 到 ，(f?*(x) 一 4g?(x)，g(x))=1, 

例 5 证 肖 , 和 若 a, b, c, dEF, 日 cdq 一 bcs0， ro， 
g(x) EF(x), 则 (f(x), g(x))= Caf (x)+bg(), cf (*) 
+dg(x)). 

证 明 设 f1(x)= of lx) +og (*), g1 (x) = cf (x) 
dg(x),. (*) / 

因为 ，(f(x)，g(x)) 是 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 ， 所 以 ， 
由 最 大 公 困 式 的 定义 与 整除 的 性 质 ， 根 据 (* ) 得 , (f(x), g(x)) 
是 f(x) 与 g1《x) 的 公 因 式 ， 再 由 最 大 公 因 式 的 定义 得 ， 0), : 
g(x)) |(f1(x), gi1(%))., 

由 《人 * ) 变形 得 ,f(x)=(ad—bc) (dfi(%)—bg1(x)), 
g(x) = (ab 一 bc)-! (agi(x) 一 cf1(x))， 从 而 ， 同 上 可 得 ， 
(f1(x), g(x fx), g(x)), | 

因此 ， 由 (f(x)，g(%x))，(f1(x)，g1(x)) 的 约定 ， 及 整除 
的 性 质 得 (f(x)， g(x))=(f1(x), gi(*)), 

说 明 1) 证 明 本 例 必须 熟知 最 大 公 因 式 的 概念 及 整除 的 性 质 
2) 通 过 证 明 互相 整除 来 证 明 两 多 项 式 相等 ,是 一 个 重要 的 方法 ， 这 
也 是 对 第 一 部 分 证 明 题 的 一 个 补充 ; 3) 当 a 二 1,b=0,c= 二 1，d = 
+1 时 ，ad 一 bc 二 土 1 夺 0， 本 例 变 为 熟知 的 (f(x)， g(x))= 
(f(x)，f(x)+g(x)); 4 ) 注意 ， 当 ad 一 pc=0 时 ， 命 题 不 成 
立 ， 例 如 f(x)==x， g(x%)=—%, 4 一 一 1，cC 一 4 一 0 时 ， 即 为 一 
反例 。 : 

三 :整除 

关于 整除 的 题目 较 多 ， 纤 合 性 较 强 ， 方 法 也 较为 灵活 ， 现 概 
括 为 四 个 方面 ，1 ) 利用 多 项 式 整 除 的 定义 及 判定 定理 ，2 ) 利 
用 多 项 式 的 最 大 公 因 式 及 多 项 式 互 素 的 性 质 ， 3 ) 利用 不 可 约 多 
项 式 的 性 质 ，4 ) 利用 多 项 式 的 根 及 单位 根 的 性 质 ， 
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例 6 ”证明 , 若 f1(x)，f2(x),，g91(x)，g2(x) EF[x)， 
fi1(x) 0, gi(x)ga Cx f(x)f(x) ， fi1(x) | g(x) ， 则 
91(%)| f(x). 

证 明 因为 ，g1(x)gs(x)| f1(%)f (xX)， f 1(x)| g2(%), 
所 以 ， 和 根据 整除 的 定义 ， 可 设 f 1(x)f (x)== g1(x)g:(X)h(X), 
gz(%)==J1(CX)ICX), 从 而 f(x)f (x)==g1(x)f1(x)I( XI)N(Y), 
叉 因 为 ，f1(%) 诗 0， 所以， 二 式 两 端 消去 f1(x)， 得 到 f,(x) 
二 gi(x)1(x)h(x)， 再 由 整除 定义 ，g1Cx)| fa(x)， 

说 明 ”本 例 并 不 困难 ， 容 易 直观 地 被 接受 ， 但 是 ， 头 纱 丈 
多 ， 匡 严格 证 明 ， 就 必 熟 严整 除 的 定义 及 多 项 式 柔 法 消去 律 ， 并 
且 细 心 推导 ， 

例 7 g?(x)| f(x) 当 且 仪 当 g(x)| f(x)， 

证 明 1 充分 性 容易 证 明 ， 从 略 。 下 面 证 明 必 要 性 。 

若 f(x)= 二 0， 则 显然 就 有 g(x)|f(x)， 

阁 作 xX) 二 0， 则 g(x) 二 0， 从 而 (f(x) g(x))=d(x) #0 ， 
设 1(x)==d(x)f 1(x), g(xX)=d(x)gi(x)， 则 (fi1(%)， 和 
一 1， 江 县 f*(x)= d?(x)f1’(xX), 9°(x)=d’(x)g1’(x) 。 
9:(%)| f(x)，d(x) 诗 0 得 ， g1° (xX) f1° (x)., 因为 Cy 
f1(x))==1， 所 以 gi (x)| f1(x)， 从 而 g1(*)=cs c 为 非 零 常数 ， 
因此 g(x) 二 cd(x)，g(x) jf (x)， 

证 明 2 充分 性 容 甸 证 明 ， 从 格 ， 下 曾 证 明 必 站 性 ， 

车 /1(x) 二 0， 则 显然 有 g(x)| f(x)， 

f(x) 夺 0， 则 g(x) 二 0， 从 而 可 设 /(x)=ap， 1 (x) Da Kx) 


per (x), gx)= bpill (x) p22(x) (x), 其 中 pi(x)， 
p2(《X) …，p:(x) 是 撕 异 的 首 1 不 条 多 多 项 站 is Li(i=1, 2, 


Wh 站 为 非 负 整数 ， 则 有， f?(x ;)= a? ps” OP ) ， 
Prer (x), gx)=02pri (x ) p22 (x) pb2 (x) | 出 
ss 42. 


05(z)| fa(x》 及 不 可 幼 多 项 式 的 性 质 得 ，21; 过 2k,，1 过 hh 
i 二 1]，2，…，f。 因 此，g(x)| f(x)。 

. 说明 1 ) 本 例 容易 推广 为 ，g”"(x)| f"(x) 当 且 仅 当 g(x ) 
HKz)， 其 中 m 是 正 整数 ， 2 ) 利用 此 例 可 以 证 明 ， 若 d(x) 
| f*(x), d(x)| g(x), 则 ad (x) f(x%)g(x). 进一步 还 可 证 明 ， 
(f(x),， g(x))=(f*(x)，f(x)g(x)，g*(《x)); 3 ) 证 明 2 的 
实质 是 应 用 多 项 式 的 标准 分 解 式 来 讨论 整除 的 问题 

例 8 设 1(x)，g(x)，h(x)，I(x*) 满足 (x: 十 1)h(x) 
+(x+1)f(x)+(x+2)g(x)=0, (x*+1)1(x)+(x—1) f(x) 
十 (x 一 2)g(x) 二 0， 证 明 x? 十 1 整除 1(x) 与 g(x)， 

证 明 对 所 给 的 两 式 相 加 得 (x? 十 1) (h(x) 十 1(x)) 十 
2x(f(x)+g(x))==0， 从 而 (x? 十 1)| 2x(f 了 (x) 二 g(x))， 

但 (x?* 十 1，2x) 二 1， 所 以 C(x? 十 1)| (f(x) 十 g(x)). 

”两 式 相 减 ， 同 理 证 得 (x? 十 1)| (2f(x) 十 4g(x))， | 
综合 以 上 两 条 ， 易 证 得 (x* 十 D| FCx)，(x2 十 1)| g(x)， 
例 9 证 明 (x?* 十 x 十 1 (x*" 十 x3"+1- 二 x3:+2 )， 其 中 mr， 

n，35 是 任意 非 负 整数 。 

证 明 1 因为 ，xan 一 1= (xs 一 1)(Cza)n-1 十 …… 十 xs 十 1 
mm 之 2， 所 以 (x 一 1 (xz "一 ]), 而 当 m 二 0，m 二 1 时 ， 显 然 有 (x 
一 | (x "一 1), 同 理 ,(x3 一 1)| (x "一 1),，(x?—1)| (x»:—1). 
又 因为 ，(x "一 1)| (x "1 一 x)，(x5: 一 1)| (x，:+2 一 x?)， 并 且 
(x* 十 x 十 1)| (x* 一 1)， 所 以 ， 由 整除 的 传递 性 ,得 ，(x? 十 x 十 1) 
| (x3"—1) ，(x2 十 YX 十 1) | (x3"t1—x), (x2+x+1) | (xss+s 
一 X%2 )。 但 是 X ?十 X8n 1 十 X3s+2 一 (Xm—1)+ (x "ti—x) 
二 (Xx 2 一 x?) 十 (x?: 十 x 十 1), 因 此 ， (x? 十 x 十 1)| (x3"|+x3nt+! 
十 za。 

证 明 2 记 /(z) 一 xs 十 xsnr5 十 xsst2， 

在 复数 域 C 中 考虑 ， 设 si ex 十 % “十 x 十 1 的 二 根 ， 则 er: 


3 


一 cs3 一 1 日 xz 十 X 十 1 一 (x 一 el)(x 一 et)。jF(e) 一 etsm 十 esats 

二 ee = 0 。 

(es) 王 0 。 所 以 (x 一 sl f(x)，(x 一 2)| (x)。 因 为 ， 

Co E21; X 一 6Ez) 一 1 所 以 ，(x 一 sx 一 一 让 了 2， 好 (xX2: 十 x 
+1)| (xsm 十 X%an+1l 十 Xss+2)。 

因为 ， 两 个 多 项 式 的 整除 性 不 因数 域 的 扩大 而 收 变 ， 所 以， 
在 原来 的 数 域 中 结论 成 立 。 

说 明 1 ) 证 明 .1 仅 用 到 整除 的 性 质 ， 但 需要 适当 变形 , 并 
深 加 适 当 的 项 ， 技 蕊 性 较 强 ;2 ) 证 明 2 证 把 问 肌 用 在 复数 域 中 
来 考虑 ， 这 是 一 种 思想 方法 ， 

四 ”不 可 约 多 项 式 

证 明 一 个 多 项 式 是 不 可 约 多 项 式 ， 往 往 用 反 证 法 . 对 于 有 理 
数 域 上 的 多 项 式 ， 还 可 以 考虑 用 艾 森 斯 坦 因 判别 法 ， 

例 10 证 明 ， 设 六 xz) 是 F(x] 中 次 数 盖 0 的 多 项 式 , 且 对 于 任 
意 j(x)EFLx]， 都 有 PCx 川 (x) 或 (p(x)， 1(*))=1, 则 p(x ) 
是 FF 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 

证 明 用 反 证 法 。 设 p(x) 可 约 ， 则 有 pi(x), pa(x) EF CY), 
便 p(x)=pi(x)pa(x), 有 0<deg(pi(x)) < deg(CpCx) ) ， 
0<adeg(p.(x))<deg(p(x)). 取 f(x)=pi(x), 则 p(x)+f(x), 
县 (p(x)，f(x))==cp1《x) 志 1， 引 出 了 矛盾。 因此, p(x) 是 FE 上 的 
不 可 约 多 项 式 ， 

” 例 11 证 明 ， 车 f(x)=(x 一 a1)(x 一 a2)…(x 一 a,) 一 1， 其 
中 a1，a:，…，Ga; 是 两 两 不 等 的 整数 ， 则 f(x) 在 Q 上 不 可 约 ， 

证 明 用 反 证 法 ， 大 f1(x) 在 Q 上 可 约 ， 则 f(x) 在 Z 上 可 约 ， 
从 而 f(x)= 二 g(x)h(x)， 其 中 g(x)，h(x) 都 是 整 系数 多 项 式 ， 
县 次 数 去 二 0 而 二 n， : 

由 条 件 得 g(ai)h(ai)== 一 1]， 从 而 g(ai;)=1、h(a;)= 一 1 或 
9(Coi) 一 一 1、A(Cai) 一 1 一 1 2 01。 所 以 g(ai1)+h(ai)=0 


e 括 谢 


(;i=1，2，…，1) ， 因 此 ，g(x) 十 h(x) 有 n 个 两 两 不 等 的 根 
ai，4az，…,Gsa。 但 是 , 当 g(x) 十 h(x) 记 0 时 ,deg(g(x)+ (x)) 
<m， 所 以 ， 由 根 的 个 数 定理 ， 必 有 g(x) 二 h(x)=0 ,，g (x) 
一 一 h(x)，f(x)= 一 g*(x)，/(x) 首 项 系数 为 1， 而 一 g*(%) 
的 首 项 系数 为 负数 ， 引 出 矛盾 。 因 此 ， CORO LR 

例 12 证 明 x* 十 1 在 QQ 上 不 可 约 ， 

证 明 1 用 反 证 法 ， 设 x 十 1 在 Q 上 可 约 ， 则 其 分 解 式 可 能 
有 如 下 两 种 情况 ， 

1 ) 含有 一 次 因 式 .不 妨 设 x+ 十 1 一 (x+a)(x*+bx?*tcx 
十 dq) 一 x+ 十 (ac 十 D)xs 二 (cp 十 c)x2 十 (ec 十 qJx 十 ad， 而 c，D。c 
qEQ. 由 多 项 式 相等 的 定义 得 ，a 十 gp 一 0,apg 十 c=0，ac 十 dg 一 0， 
ad 二 1 ， 从 而 ,a 二 一 b, c 一 一 0 一 02，d 一 一 ac 一 5 ,ad 一 一 吕 
二 1， 但 5‘ 宕 0， 引 出 矛盾 (或 ， 此 时 有 有 理 根 一 a,( 一 a)‘== 一 1 
引出 巴 慎 )。 | 

2) 仅 有 二 次 因 式 ， 不 妨 设 x 十 1 二 (x’-tax+b)(x:+cx+d) 
=Xx*+(atc)x (act+bitd)x:+(ad+bc)x+bd， 而 ga,8,c, 
d EQ。 由 多 项 式 相 锋 的 定义 得 ，a 十 c= 二 0,ac 十 5 十 d=0, ad 十 bc 
二 0，bd=1]， 从 而 a= 一 c,，56= 二 一 4d 十 c*,， bc 二 dc。 当 c= 二 0 时 ， 
0 一 一 d ,一 d? 二 1, 引 出 矛盾 ; 当 c 夺 0O 时 ,b=d，d?=1, d 一 土 1， 
c?: 二 26== 芋 2， 天 出 矛盾 . / 

因此 ，x* 十 1 在 上 不 可 约 。 

证 明 2 设 x==y 十 l， 则 g(y)=f(x)=f(y 十 1)==(y 十 1)* 
十 1 一 y 十 4y3 十 6y? 十 4y 十 2。 取 素数 p= 二 2， 由 芯 森 斯 坦 因 判别 
法 知 ，g(y) 于 Q 上 不 可 约 ， 从 而 f(x) 于 Q 上 不 可 约 ， 了 

说 明 ”1 ) 证明 1 仅 用 了 基本 概念 ， 但 较 复 杂 ; 2 ) 证 明 2 
较 简单 ， 较 好 ， 但 用 了 特殊 的 判别 法 。 


- 例 15 设 p 是 素数 ,证 明 f(x)= 1 守 十 ” [十 二 在 Q 上 


的。 


不 可 约 。 加 
证明 OPO tpt te 
x? px? 十 … 十 (3040…。p)x? 十 (p1)x 十 p! , 取 尝 数 p, 由 艾 
森 斯 坦 因 判别 法 知 ， oa 于 Q 上 不 可 约 。 再 由 不 可 约 多 项 式 的 
性 质 知 ，f(x) 于 Q 上 不 可 约 ， 

五 重 因 式 、 重 根 

证 明 f(x) 有 无 重 因 式 的 问题 ， 要 从 (f(x)， (CD) 出 发 ， 里 
根 的 问题 归结 为 重 因 式 问 题 ， 但 要 注意 应 用 根 的 性 质 。 


例 14 放 明 人 (1 二条 十 二 9 没有 时 网 式 

证 明 ff/ (x) =1+YX 十 5 十: tr 1 ,fxX) 一 了 (人 x) 一 
xX"/n!1， 从 而 ， 易 证 得 Cf(%)， f(x)) =(f(x ), x"/n!). 
XxX"/n! 上 只 有 ax' (aE€F，a 夺 0，0 志 i 二 n ) 型 的 因 式 ， 但 其 中 只 
有 ax" 二 a 整除 f(x)， 所 以 (f(x)》,，x"/n!t)=1,，(f(x),，f’(x)) 
二 1， 因 此 ，f(x) 没 有 重 因 式 ， 

例 15 证 明 f(x)=x" 十 ax* "十 b(n 汪 m>0 ) 的 非 零 根 的 
重 数 委 2. 

证 明 f(x)=nx" i 二 a(n—m) x "mis x "lg(x), 
而 g(x) 二 nx" 十 a(n 一 m)， 则 f(x) 的 非 零 根 必 为 g(x) 的 根 ， 
但 g'(x)=nmx”"!， 所 以 g(x) 没 有 非 零 重 根 ， 即 f(x) 的 非 零 
根 均 为 单 根 。 因 此 ，f(x) 的 非 零 根 的 重 数 志 2， 

例 16 证 明 多 项 式 f(x)=x: bx 十 g 有 重 因 式 的 必要 充分 条 
件 是 4 久 十 279g2 一 0。 

证 明 1 f(x) 二 x’* 十 px 十 q 有 重 因 式 的 必 驶 充分 条 件 是 
(f(x)，f (x)) 玛 1。f'(x)=3x? 十 p， 分 两 种 情况 讨论 ， 


4) 着 (J(%)，f1(%))= 村 /1(*)=x? 十 与， 则 有 x? 十 如 


48、 


17(x)， 用 x? 十 三 除 /(x) 得 余 式 < Pg ， 所 以 和 xtq=0, 


从 而 p==g==0， 
2 ) 阁 (f(x)，f/(x)) 二 x 十 a,a 是 某 一 常数 , 则 由 轧 转 相 涂 


法 得 (= 入 f(x) 十 (各 +) CD = (名 -2 


4 六 
2 

(2 2 x 十 9 ) a -), 从 而 ， XY = ， 且 访 十 本 

一 0， 即 42 十 2792 一 0。 


因此 ， fC) 有 重 因 式 的 必要 充分 条 伯 是 4ps 二 21020 

证 明 2 显然 ， 三 次 多 项 式 的 重 因 式 必 是 一 次 式 ， 所 以 ， 
1 一 # 十 px 十 g 有 重 因 式 的 必要 充分 条 件 是 1(*) 有 重 根 ， 

a 是 1 作 X) 二 Xx" 十 px 十 9 的 重 根 f(a)=0,，f’'(a)=0 ， 
X 十 bx 十 qg 一 0， 3Qa°* 十 p= 二 0， 从 而 a “+pa+g= a0 pt 
=a(—p/3+p)+g=(2p/3)atge2pat+3g=0,，a:= —(p/3) 


ep 0 一 0 或 0#0 时 (一 32) 一 一 如 ， 阳 4 十 2792 一 0。 
央 此 ，/x) 有 重 因 式 会 45 十 2792 一 0， 
证 明 3 设 xi xz，xs 是 1(X)= 二 x 十 px 十 g 在 复数 域 C 中 

的 三 个 粮 ， 则 由 韦 达 定理 得 ， OXITX%2TXs=0 ， 0s=X1%. 

二 XaXs 十 XaX1 二 p ，0as 一 %1X32Xs 一 一 g4。 再 研究 x， %X2，X8 的 

对 称 多 项 式 (x1 一 x2)*( xs 一 xs)?*《xs 一 x1)* ， 初 等 化 得 ， 

(Xi1~xX2) (Xs —xs) xs — XxX) = O170,?~— 401°0s—40,3 

十 18closas 一 270s2 一 一 453 一 2702 
jxJ 有 重 根 会 《〈X1 一 X2)2(xs 一 Ye)2(xs 一 Xi )2 一 0 4ps 

十 270:2 一 
了 为 多 顶 式 是 否 有 重 因 式 不 轩 数 大 的 扩大 而 改 变 ， 所 以 

hy x 十 px 十 gq 在 原来 所 给 的 数 域 EF 有 重 因 式 4p +2709? 
。 命 左 得 证 ， 


' 入 。 


PR rel pipe gd 


六 多 项 式 的 根 

有 关 根 的 证 明 题 ， 主 要 是 利用 根 的 各 种 性 质 ， 尤 其 是 根 的 个 
数 和 过 多 项 式 次 数 这 条 人 性质 还 要 注意 与 整除 、 最 大 公 因 式 等 的 联 

例 17 证 明 sinx 在 实数 域 上 不 能 表 成 x 的 多 项 式 ， 

证 明 1 用 反 证 法 。 设 sinx 能 表 成 x 的 多 项 式 1(x) ， 则 出 
sinx 不 是 常数 函数 知 ，f(x) 二 0， 从 而 f(x) 至 多 有 有 限 个 根 ， 
但 是 ，sin 有 无 穷 多 个 根 Ar(R 一 0， 土 1 ， 土 2，… ) ， 引出 矛 
盾 。 因 此 ，sinx 不 能 表 成 x 的 多 项 式 ， 

证 明 2 用 反 证 法 . 设 sinx 能 表 成 x 的 多 项 式 1(x)==ao, -aix 十 
“十 gnx", 则 由 sin x 不 是 常数 函数 知 , f(x) 大 0， 从 而 可 设 a 尖 0. 
(sinx ) "一 cosxy 一 2 10iXi 1。 因 为 ，sin2x 十 cos2X=1， 所 


一 | 


以 (了 qr) +( Dia ) =1, 从 而 ， 根据 多 项 式 相等 的 
i=0 : 


:=1 
定义 得 ，n 必 须 等 于 零 ， 并 且 ao? 二 1， 即 oo 一 荆 1 ， 就 得 到 sinwx 
二 1 或 一 1， 引 出 矛盾。 因此 ，sinx 不 能 表 成 x 的 多 项 式 ， 

说 明 1 ) 众所周知 ，sinx 是 一 个 三 角 函 数 ， 从 而 ， 有 人 会 
入 为 本 例 不 证 自明 。 实际 上 ， 这 样 就 没有 理解 本 例 的 实质 合 义 。 
所 谓 sinx 不 能 表 成 x 的 多 项 式 ， 就 是 说 ， 三 角 函 数 sinx 不 能 与 任 
何 一 个 实 多 项 式 函 数 相等 ， 从 而 ， 这 结论 并 不 是 显然 的 ，2) 同 样 
地 ， 其 它 的 三 角 函 数 也 均 不 能 表 成 x 的 多 项 式 ， 

例 18 ” 若 实 系数 多 项 式 1(x) 无 实 根 ， 且 f(x) 的 首 项 系数 为 
1， 则 有 实 系 数 多 项 式 g(x)，h(x)， 使 得 f(x)=g*(x) 十 h2(x). 

分 析 由 条 件 知 ，f(x) 的 根 共 斩 成 对 出 现 ， 由 结论 知 , 需要 
有 g(x) 十 ih(x)，g9(x)，h(x) 是 实 系数 多 项 式 , 从而， 就 得 出 证 
明 . 

证 明 由 于 ，f(%x) 的 首 项 系数 为 1 ， 无 实 根 ， 所 以 ，f(x) 
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一 (x 一 ci)(x 一 ci)(x 一 az)(x 一 ay )…(x 一 as) (x—a:) 。 记 
g(x) 一 (xz 一 ai)(x 一 ai)…(x 一 cs) 一 g(x) 十 ix) ,其 中 9(x)， 
h(x) 均 为 实 系 数 多 项 式 , 则 (x 一 a1)(x 一 22)…(x 一 a:)==$ (x%) 
二 g(x) 一 ih(x)。 所 以 ，f(x)=$(x)$(x)=(g(x)+ ih(x)) 
(g (x)—ih(x))=g(x)+h’(x). 

说 明 利用 本 例 ， 可 以 证 明 下 面 较 复 杂 的 命题 ， 若 f 1(x ) ，- 
x),…,f1(xX) 是 实 系数 多 项 式 ， 则 有 实 系 数 多 项 式 g (x )， 
h(x), 使 得 f1?(x) 十 f 2*(X) 十 … 二 f1:(x)=g’(x)+h2(x). 

七 多 元 多 项 式 

关于 多 元 多 项 式 的 习题 ， 证 明 时 主要 考虑 使 用 多 元 多 项 式 的 
基本 概念 及 基本 性 质 ， : | 

例 19 ”证 明 ， 设 f(x1，xs，…， Xs), .G(X1, X2, Xn) 
EF(xI, Xs2, +, Xn) f(x, Xs，…，X;,) 关 0 。 若 对 于 任 
意 R1，R，，…，R,EF， 均 有 ， 当 f(kR1，k。，…，k,) 大 0 时 ， 
g(Ri, Re, 7, Ri)=0, 则 g(x1，%2s，…， XxX,)=0, 

证 明 因为 ， 对 于 任意 ci EF(i=1，2，… ,，n) ， 总 有 
f(a1，as，…，as) 一 0 或 /f(a1，as，…，as) 源 0， 所以， 根据 
题 设 ， 总 有 f(a1，as，…，an)g(a1，as，…，an) 二 0， 从 而， 
f(x1, Xz 1 Xi) G(X1, Xs, Xx,) 二 0。 又 因为 9 f(x1, 
X2，…， Xn) 关 0， 所 以 ， 由 消去 律 就 得 到 g(x1， Xs, '', Xn ) 


~0， 
说 明 本 例 是 一 个 很 有 用 的 命题 ， 应 注意 在 以 后 的 某 些 章 中 
的 应 用 . 
八 对 称 多 项 式 
关于 对 称 多 项 式 的 习题， 证 明 时 主要 考虑 使 用 对 称 多 项 式 的 
基本 概念 及 对 称 多 项 式 基本 定理 ， 


“ 例 20 设 g(x) EQ(x), g(x) #0, Q 为 1(x)=x" ax ! 


. A9 人 


十 … 十 (一 1)"a, 的 根 ，/(x)EQ(x)，a 儿 QQ。 若 信 x) 的 nm 个 各 都 
不 是 g(x) 的 根 ， 则 可 以 将 分 数 1/g(a) 写 为 分 母 为 有 理 数 的 分 
数 ， 
证 明 设 f(x) 的 ?个 根 为 KC=a， ar，…，canw， 风 由 条 件 
知 ，0(Cci) 关 0， 1 一 1，2，…，,0 从而， 
1 gcs)…vgGao) 
g(a) 9(cali)9(as) gon) " 
”因为 ，h= 二 g(x1)g(x,)…g(x，) 显然 是 Q 上 的 一 个 n 元 对 称 多 项 
式 ， 所 以 ， 由 对 称 多 项 式 基 本 定理 ，h 可 以 写 为 初等 对 称 多 项 式 
的 有 理 系 数 多 项 式 . 又 ，g(a1)g(as)…g(as) 是 XxX; 二 ai(i 二 1， 
2，…,n) 时 h 的 值 ,县 由 韦 达 定理 ,a1 十 3 十 … 十 as 二 a1，，*， 
xiass an 一 au， 所 以 g(cl)9(cs)， 9Ccs) 是 有 理 数 ， 
说 明 由 本 例 可 以 设计 一 种 分 母 有 理化 的 方法 . 


$5 补充 资料 


I 最 小 公 倍 式 

设 /(x)，g(x)EF(x)。 车 存在 m(x)EF(x)， 使 得 ，1 ) 
f(x) Im(x)，g(《x)| m(x); 2 ) 对 于 任意 n(x)EF(x) ， f(x) 
| nCx)，g(《x)| ax) 过 mx) n(x)， 则 称 m(x) 是 f(x)，g(x) 的 
一 个 最 小 公 倍 式 . 
[f(x)，9(x%)) 表 示 f(x)，g(x) 的 首 项 系数 为 1 的 最 小 公 


倍 式 ， 
f(x)，g(x) 的 最 小 公信 式 在 不 计 非 零 常数 因 式 差别 的 情况 
下 是 唯一 的 . 

设 d(x)，m(x) 分 别 是 1 作 x)，g(x) 的 最 大 公 因 式 与 最 小 公 售 
式 ， 则 有 非 零 常数 c， 使 d(x)m(x)==cf(x)g(x) 。 特别 地 ， 当 
”f(x)， g(x) 均 为 首 1 多 项 式 时 ,有 (f(x)，g(x)) (f(x), g(x)) 
=f(x)g(x)., 


和 8Q 


若 J(X) 关 0，g(x) 冯 0， 则 m(x) 是 J/(x)，g(x) 的 最 小 公信 
式 @(m(x)/ F(x), m(x)/g(x))=1,. 

对 于 f(x)，f.《x),，。，:，f (x) 的 最 小 公 倍 式 ， 可 以 类 似 
地 进行 讨论 ， 

了 整数 的 整除 理论 与 因数 分 解 理论 

一 ”整除 : z 

设 a ,5 是 两 个 整数 若 有 d GZ， 使 5==ad, 则 称 a 整 除 5， 记 为 
ej 56。 否则 ， 期 对 任意 dq EZ， 均 有 badq， 则 称 a 不 整除 5， 记 为 
a 和 4b。 当 al 5 时 ， 称 a 是 5 的 一 个 因数 ，b 是 a 的 一 个 倍数 。 

整除 有 下 列 性 质 ，1 ) al5， blc>alc; 2 ) ob alc 
>al (b+c); 3)alb, cEZ=>al bc; 4 ) alb;, c; EZ, 1 一 1， 
2, “+*。, tal(cib, d+cesb, + +crb); 5 ) 对 任意 a €2， 1 
la, (—1)la; 6 ) 对 和 任意 a EZ， ala, (—oa)| a, al (—a); 
7 )alb 且 bl a@a=b 或 二 一 6，8 ) 对 任意 a E2, al0; 9) 
0| ae36=0; 10)albes(—a)| ba (—b)e(—a)l (6b). 

带 余 除法 。 设 ca，DEZ，ax0， 则 有 了 唯一 的 g， rEZ ， 使 
b 二 gq 十 r，0 志 + 之 | a |。 称 g 为 商 ，r 为 余数 。 从 而 ， 0, bEZ, 
a 关 0 时 ，al b636 除 8 所 得 余数 + 二 0， z 

一 “最 大 公 因 数 、 互 素 、 最 小 公 倍 数 

设 a，bEZ。 车 有 dE€Z， 使 得 ，1 ) dia, dlb; 2)cEZ， 
c| o，ocj .6 之 c| dq， 则 称 d 是 a，b 的 一 个 最 大 公 因 数 。 / 
”简单 性 质 ，1 ) a，5 的 最 大 公 因 数 是 0 a=b=0，2 ) 1 
6 的 最 大 公 因 数 是 土 1; 3 ) ol be*a，20 的 最 大 公 因 数 是 二 ac。 

任意 整数 ag，b 均 有 最 大 公 因 数 ， 且 a， ?的 最 大 公 因数 在 不 计 
符号 的 情况 下 是 唯一 的 。 

用 (a, 5 ) 表示 a，p 的 非 负 的 最 大 公 因 数 。 

对 任意 ag，0E€Z， 有 s，t EZ， 使 得 as 十 bt 二 ( a,b )， 

车 (a,b) 一 1 则 称 a， D 互 素 ， 也 记 为 (a， b)=1, 


9。 Al。 


a, 5 亡 素 名 有 ss，t 6€Z， 使 得 as bt 二 1. 

设 c，pPEZ。 若 有 mEZ， 使 得 ，1 ) al m,b| m; 2)h€z, 
al h，b| > 加， 则 称 m 是 c，28 的 一 个 最 小 公 倍 数 ， 

用 (a 25) 表示 a，5 的 非 负 的 最 小 公 售 数 ， 

| cpl =(a, b)(a, 6b),. : 

关于 多 个 整数 的 情况 ， 可 以 类 似 地 进行 讨论 、 

三 素数 

设 p 是 大 于 1 的 玫 数 。 蕊 p 的 正 因 数 仅 有 1 与 9 ， 则 称 p 是 素 
数 ( 质数 ) 。 否 则 ， 称 p 为 合 数 、 

设 a>1， 则 存在 c 的 大 于 1! 的 最 小 因数 ， 日 该 因数 是 素数 ， 
从 而 ， 当 >1 时 ，a 必 有 素 因 数 。 

素数 有 无 穷 多 个 。 

素数 的 性 质 ，1 ) 大 于 1 的 整数 bp 是 素数 6 对 任意 noE€Z， 
旦 仅 有 (a，P)==1 与 p| a 之 一 ;2 ) 大 于 1 的 整数 Dp 是 素数 S 对 任 
关 4，4bEZ， 由 pI ob 得 pl a 或 p18; 3 ) bp 是 素数 ，p| 9102，**a， 
-> 力 人 至少 整除 ao，ay*，:…*，a: 之 一 。 

四 ”唯一 因子 分 解 

设 a 是 大 于 1 的 整数 ， 则 a 可 以 赂 示 为 素数 的 积 ， 县 在 不 计 因 
子 次 序 时 表示 方法 唯一 . 

当 a>1 时 ，c= 一 5， 1 2。 力 ，: 称 为 的 标准 分 解 式 (上 典 
型 分 解 式 ) ， 其 中 站 ，b，，pb :是 互 异 素数 ,ai,as，…，a， 
均 为 正 整数 ， 

页 ” 实 根 的 界 与 个 数 

设 f(x)=aox" 二 aix" :十 "上 an_iX+an€E R(x),A= 
max( lo ， jc ，…，] as| )， 则 N= 二 1 十 AJiao| 是 (x) 的 正 实 
根 的 上 界 ， : 

/AY) oo 二 ax 十 十 ao 1x+as EE REX), au >0, 
5 :ai0,as<0,B 是 负 系 数 的 绝对 值 中 最 大 的 数 ， 则 

52 。 


1 十 "ww 有 /ac， 是 正 实 根 的 上 界 ， 
利用 根 的 变换 ， 可 以 由 正 实 根 的 上 界 求 得 正 实 根 的 下 界 及 负 

实 根 的 上 下 界 . 

fo(%)= f(x), f(x)= jx 

fo(x)= fi1(x)qi(x)— f(x), 

人 0 /0), 


fo (4) = fo ,Ca ,C4) fs 人 
f:-1(x)=f, Cas) 

多 项 式 组 fo(x)，f1(x)，，，*，f (x) 称 为 多 项 式 /(x) 的 
斯 图 姆 组 ， 

”对 于 有 限 个 实数 组 成 的 有 序 组， 车 其 中 有 两 个 相 邻 的 实数 符 
号 相反 ， 则 称 该 组 中 出 现 了 一 个 变 号 。 该 组 中 变 号 的 总 数 ， 称 为 
该 组 的 变 号 数 。 

”多 项 式 /(x) 的 斯 图 姆 组 中 的 全 体 多 项 式 在 x 二 c 时 的 值 组 成 
的 实数 组 fo(c)，f1(《c)，。，*，f,(c) 的 变 号 数 ， 称 为 1(x) 在 c 虑 
的 变 号 数 ， 记 为 VCc)。 

-斯 图 姆 定理 。 设 f(x)E R(x) 没有 重 根 ，a，bE R，a<b， 
且 a，5 都 不 是 它 的 根 ， 则 (x) 在 (a,，5) 内 实 根 的 个 数 等 于 V(a) 
— V(b)., 

包 卡 尔 符号 法 则 。 实 系数 多 项 式 1(x) 的 正 根 个 数 《 重 根 按 重 
数 计 算 ) 或 者 等 于 f(x) 的 系数 组 的 变 号 数 , 或 者 比 变 号 数 少 一 个 
正 偶数 。 

W 多 元 多 项 式 的 整除 与 因 式 分 解 

仅 在 F(x，y) 中 讨论 ， | 

FCx,y) 中 非 零 多 项 式 f(x， y) 按 x 的 降 竺 排列 写成 f(x%,y) 
一 Go(y)X "十 ai(C70)X 十 ,十 gas(y) 。 其 中 tn 是非 负 整数 ， 则 
黎 n 是 f(x，y) 关 于 x 的 次 数 ， 记 为 deg:(f(x，y))， : 

Dae. 


设 1(x，yw)，gCx，5)CFC(x，y】}，g(x，y) 生 0 ， 则 存在 
q(x, y), r(x，y)EF(x,，y),$(y)EF(CYy), 使 得 ,p(y)f(x， 
y) 二 g(x，y)q(x,y) 十 r(x,y), 其 中 r(x,y)=0 或 deg:(r(x， 
y))<deg:(g(x, »y))., 

设 1(x，y)==aoCy)x" 二 a(y)x" 1 十 eo。 十 a,《y)。 落 F(y) 
中 多 项 式 ao(»y), ai.(y) » “ an(y) 互 素 ， 则 称 f(x, y) 
是 一 个 关于 x 的 本 原 多 项 式 ， 简 称 本 原 多 项 式 ， 

本 原 多 项 式 d(x，y) 称 为 f(x，y),， f(x，y)，，*.， 
fj,《x，») 的 本 原 最 大 公 因 式 ， 若 d(x，y) 是 f1(x，y)，f (x%， 
y),，，…。，f《x，y) 的 公 因 式 ， 并且 f(x，y), f(x，Y),，…….，， 
f(x，») 的 任 一 本 原 公 因 式 整除 d(x，y)。 

设 1(x, y)=aoCy)x" 二 ai(y)xo lt ta(y), GCy) 
(f(x, ey) Nai(y), i=0, 1, oo, #1, 

设 p(y) 是 FLy)】 中 一 个 不 可 约 多 项 式 ,。 车 p(y) 

f(x,»y) glx,， y),， 则 p(y)〗 f(x，y) 或 p(y) lg(x，y)， 

设 /(x，y) 是 一 个 本 原 多 项 式 , 车 f(x，y) Py) g(x, y), 
其 中 g(y) 三 0， 则 f(x，y) g(x，y). 

Ftx，y】 中 任意 s 个 多 项 式 f(x，y)，f(x，y)，。。。， 
f(x%, y) 一 定 有 最 大 公 因 式 ， z 

车 .Cx,y),f《x，y)，…*，f,《(x，y) 互 素 ， 则 有 9$(y) 
天 0， 及 人 (XxX，y)，4s《x，y),，，…，4.《(x，y) 使 得 p(y)= 
iA,(x, y)f (x, y)+ 4,(x 9 2 了 (2x， y) 十 "二 4,(%， y») 
。 f(x, y) 。 四 

不 可 约 多 项 式 的 基本 性 质 ， 

1 ) 若 p(x，y) 是 不 可 约 多 项 式 ， 则 对 于 F 中 任意 c*0 ， 
Ph, y ) 也 是 不 可 约 多 项 式 ， 

“2 ) 若 p(x，y) 是 不 可 约 多 项 式 ， 则 对 于 任意 f ( x，y】 
EF(x，y), 或 者 p(x，y) 与 1(x,y) 互 案 ， 或 者 p(x， 7) 整除 
。 SA 


fx, 2)3 四 
”3.) 车 p(x，y) 是 不 可 约 多 项 式 ，p(x，y)| f(x，»y)， 
gCx，y)， 则 或 者 p《x,y 用 f(x，y)， 或 者 p(x，y) gCx，y)3- 

4 ) 若 p(x，») 是 不 可 约 多 项 式 ，p(x，y)| f(x，y)*…。 
f(xXx，y)， 则 p(x，y) 至 少 整 除 f(x，y)，…*，f;(x，y) 之 
“Flx，y) 中 每 一 个 次 数 汪 0 的 多 项 式 f(x，y) 都 可 以 唯一 地 
分 解 为 F(x，y)】 中 有 限 个 不 可 约 多 项 式 的 乘积 。 所 谓 唯一 性 是 
说 ， 车 有 f(x，y) 的 两 个 分 解 式 f(x，y)=pi(x，y)ps(x，y) 
“psi(xX, y)=qi(x,，y)q2i(x,， ygqi(x,y), 其 中 pi;(x,y)， 
qi(X, yi=1，2，**，S，j 二 1，2,，。，**，4#) 均 为 F(x，yy ] 
中 的 不 可 约 多 项 式 ， 则 必 有 5 二 1 ， 并 且 ， 思 当 调换 因 式 的 次 序 
局 ， 有 pi(x, y)= cigi(x, y), ci#¥0 ,ci€EF, 一 1。，2， 

e 5 S$, 

多 项 式 互 素 的 性 质 ， 

1 ) 车 1x，y),g(x，y) 都 与 h(x，y) 互 案 ， 则 
f(x，y)g(x，y) 也 与 h(x，y) 互 素 ，; 

2 ) 车 及 x，5) 整 除 f(x，y)g(x，y), 而 h(x，y) 与 
f(x, 》) 互 素 ， 则 有 h(x，y) 一 定 整除 g(x，yy); | 

3 ) 若 g(x，y)，h(x，y) 都 整除 f(x，y) ,而 g(x，y) 与 
h(x，y) 互 索 ， 则 g(x，y)h(x，y) 也 整除 f(x，y)， 

对 于 n(n 之 2) 元 多 项 式 ， 可 以 类 似 地 讨论 。 

了 历史 资料 点 滴 

一 ” 求 根 公式 的 历史 

根据 二 换 及 的 文字 记载 ， 早 在 公元 前 1700 年 左右 ， 人 们 就 
现 ， 当 4 天 0 时 ，ax==b 有 根 x==b/a。 到 公元 前 几 世 纪 ， 巴 比 伦 
(现在 伐 拉 殉 的 一 部 分 ) 人 实际 上 已 经 使 用 配方 法 得 到 ax? 十 0x 
+c 二 0(aw*0) 的 根 x==( 一 0tV 下 二 4ac)/2a。 当时， 人 们 只 承 
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认 正 根 . L  : 

公元 九 世 纪 的 阿拉 伯 代 数学 家 花 拉 子 模 著 有 《 还 原 与 对 消 的 
科学 》 一 书 ， 论 述 了 用 还 原 与 对 消 ( 相当 于 移 项 、 合 并 同类 项 ) 
的 方法 解 方程 ， 该 书 的 拉丁 文 译名 “a1 一 jabr” 演 变 为 现在 的 英 
文 的 “代数 学 ”一 词 。 可 见方 程 是 代数 学 的 中 心 议题 ， 

关于 三 、 四 次 方程 的 求 根 公 式 ， 直 到 十 五 世纪 还 有 不 少 人 认 
为 ,高 于 二 次 的 方程 是 不 可 解 的 。 正 是 由 于 这 种 原因 ,十 六 世纪 中 
最 有 才能 的 数学 家 都 着 力 寻 找 三 、 四 次 方程 的 解法 ， 包 括 求 近 似 
根 的 方法 。 直 到 欧洲 文艺 复兴 时 期 ， 才 由 意大利 数学 家 费 尔 洛 、 
塔 尔 塔 里 亚 、 卡 丹 、 费 拉 里 解决 ， 

”三 次 方程 的 求 根 公 式 称 为 卡 丹 公式 ， 这 是 因为 该 公式 首次 出 
现 于 卡 丹 于 1545 年 出 版 的 书 《 大 术 》 里 。 寻 找 该 公式 有 相当 的 难 
度 ， 经 历时 间 长 ， 再 由 于 当时 数学 界 互 相 保 密 及 公开 挑战 ， 从 而 
围绕 该 公式 有 许多 美妙 动听 的 故事 ， 为 不 少数 学 史 著 作 增 加 了 篇 
幅 。 

三 次 方程 十 px 十 g=0 的 三 个 根 是 ， ,= 一 了 十 V 


Rr er 
xs =/ 一 2 ~ATo -9 A 直下 0 三 一 广 3 


为 三 次 单位 根 ， A 一 4 


在 三 次 方程 的 求解 问题 解决 后 不 久 ， 卡 丹 的 仆人 (后 后 成 为 其 
学 生 、 朋 友 ) 费 拉 里 就 得 到 了 四 次 方程 的 解法 ， 

四 次 方程 x* 十 bx* 十 cx? 个 根 与 下 列 两 个 广 
程 的 根 相同 ， 


Me Eh dh y—d 
XxX b 2 一 一 
上 (8 十 V87 干 55 一 40)3 +( y+ = 


. 56 * 


” 根 ， 


6y—d d _)=0, : 
8y 十 5 一 4c 


其 中 y 直 8y? 一 4cy2 十 (20d 一 8e)y 十 e(4c 一 b2) 一 d2 二 0 的 任 一 个 


tb VayTo 0) +( y—— 


”“ 费 拉 里 的 成 功 ， 使 得 数学 家 们 以 极 大 的 兴趣 和 自信 致力 于 导 
找 五 次 方程 的 求 根 公式 ， 从 而 ， 使 得 第 一 流 的 数学 家 们 为 之 付出 
了 近 三 个 世纪 之 久 的 心血 ， 终 未 成 功 。 最 后 由 阿 贝 尔 给 出 了 否定 
的 解答 。 

我 国 秦 、 汉 期 间 成 书 的 《 九 章 算术 》 已 能 解 一 般 的 一 、 二 次 
方程 。 公 元 五 世纪 时 ， 祖冲之 就 会 解 某 些 三 次 方程 宋朝 的 贾 
宪 、 杨 辉 已 会 用 增 乘 开 方 法 来 求 一 般 三 次 方程 甚至 四 次 方程 的 近 
似 术 ， 之 后 , 秦 九 韶 用 正 负 开 方术 求 高 次 方程 的 近似 根 。 所 有 这 

， 在 世界 数学 史上 都 占有 重要 地 位 。 

二 阿 员 尔 与 傣 罗 华 

1824 年 ，22 岁 的 挪威 数学 家 阿 贝 尔 证 明了 高 于 四 次 的 一 般 方 
程式 没有 求 根 公式 ， 后 来 ， 他 着 手 考 虑 一 些 特 殊 方 程 ， 称 为 阿 员 
水 方程 ， 可 以 用 求 根 公式 求解 ,为 此 他 最 先 引 进 了 两 个 概念 ( 虽 
然 当时 没有 玉 中 ), . 即 域 和 在 给 定 域 中 不 可 约 的 多 项 式 , 阿 员 杀 然 
后 着 手 探 讨 能 用 求 根 公式 求解 的 全 部 方程 的 特 狂 ， 可 异 仅 得 出 一 
些 结果 ， 于 27 岁 逝世 

法 国 数学 家 伽 罗 华 于 19 岁 时 彻底 解决 了 阿 贝尔 未 党 的 问题 
给 出 了 方程 可 以 用 求 根 公式 求解 的 必要 充分 条 件 。 伽 罗 华 引进 了 
群 的 概念 〈 虽然 当时 没有 术语 ) ， 建 立 了 合 罗 华 理论 ， 开 创 了 代 
数学 的 新 时 代 。 佑 罗 华 于 21 岁 逝世 。 由 于 伽 罗 华 的 思想 深刻 ， 使 
得 尖 时 的 数学 大 辆 也 无 法 理解 ， 所 以 在 他 死 后 38 年 ， 其 理论 才 在 
《 置换 和 代数 方程 专 论 》 一 书 中 得 以 全 面 阐述 ， 此 书 为 约 当 所 
著 。 加 
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历史 证 明 ， 人 类 要 接受 一 种 新 数 ， 往 往 是 非常 困难 的 。 第 一 
个 发 现 无 理 数 的 古 希 腊 人 希 四 斯 就 被 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 忠实 信徒 
们 抛 进 大 海 咀 了 获 鱼 。 直 到 十 九 世 纪 ， 欧 洲 有 些 数学 家 还 说 负数 
“十 分 荒唐 ”， 主张 把 它 “ 从 代数 里 驱逐 出 去 ”! 

正当 欧洲 的 数学 家 们 被 无 理 数 和 负数 弄 得 学 头 转 向 还 没有 完 
全 清醒 过 来 的 时 修 ， 他 们 又 过 到 了 一 -种 更 为 奇怪 的 数 二 ] 。 最 
早 遇 到 这 种 数 的 人 ， 是 法 国 的 每 开 。 第 一 个 认真 讨论 这 种 这 种 数 
的 人 ， 是 意大利 的 卡 丹 ， 他 早 在 1545 年 研究 三 次 方程 的 解法 时 ， 
就 把 40 作 为 5 十 二 15 与 5 一 二 15 的 乘积 。 然 而 这 只 不 过 是 -- 
种 纯粹 形式 的 表示 而 已 。 所 以 ， 那 时 许多 人 根本 不 承认 负数 开平 
方 后 还 是 “ 数 ”. 十 七 世纪 的 法 国 大 数学 家 笛 卡 尔 也 说 ,负数 开平 
方 是 “不 可 思议 的 ”， 因 而 把 这 样 的 “ 数 ” 称 为 “虚数 ”这 个 
名 词 就 一 直 沿 用 到 现在 。 直 到 十 八 世 纪 中 叶 以 前 ， 除 了 牛顿 等 个 
别 数学 家 有 时 提 到 虚数 之 外 ， 关于 虚数 的 理论 很 少 发 展 ， 人 们 一 
直 把 它 看 成 是 无 实际 意义 的 东西 而 加 以 抵制 。 

1747 年 法 国 著名 数学 家 达 半 贝尔 对 复数 的 研究 推进 了 一 大 
步 。 他 指出 ， 车 按照 多 项 式 的 四 则 运算 规则 对 虚数 进行 计算 ， 则 
结果 总 是 a 十 bY 一 1 的 形式 ( a，5b 都 是 实数 ) ， 这 实际 上 提出 了 
复数 的 概念 。 但 是 ，“ 复 数 ” 这 个 名 词 是 在 十 九 世 纪 由 德国 数学 
家 高 斯 给 出 的 ， 

关于 复数 理论 最 系统 的 叙述 , 是 由 瑞士 数学 家 胸 粒 给 出 的 
他 在 1777 年 系统 地 建立 了 复数 的 理论 ， 发 现 了 复 指数 函数 和 三 角 
涪 数 间 的 关系 ， 创 立 了 复 变 函数 论 的 一 些 基 本 定理 ， 并 且 开 始 把 
它们 用 到 水 力学 和 地 图 学 上 。 用 符号 “1 ”作为 嘎 数 的 单位 ， 也 
是 他 首创 的 。 此 后 ， 复 数 放 流 人 们 广泛 条 认 和 使 用 ， 从 直到 中 
现 到 正式 被 人 们 承认 ， 中 间 经 历 了 两 个 多 让 纪 。 

在 欧 拉 之 后 ， 挪 威 的 一 位 测量 学 家 外 塞 尔 在 前 人 工作 的 基础 
上 ， 正 式 提 出 复数 a 十 bi 用 平面 上 的 点 ( a，b ) 来 表示 ， 从 而 形 
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成 了 复 平面 的 概念 

十 九 世 纪 ， 经 柯 西 黎 曼 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 努力 ， 复 变 函 数 
形成 了 系统 的 理论 ， 并 且 渗 入 到 代数 学 、 数 论 、 微分 方程 等 数学 
分 支 ， 同 时 在 流体 力学 、 热 力学 等 方面 也 有 了 很 多 应 用 。 

二 十 世纪 以 来 ， 复 变 函 数论 进一步 深入 到 工程 部 门 中 去 ， 例 
如 ， 儒 可 夫 斯 基 以 复 变 函 数 作 为 基本 工具 ， 创 造 了 机 翼 理 论 ， 
同时 ， 复 变 函 数论 也 越 来 越 多 地 应 用 到 理论 物理 、 弹 性 理论 、 天 
体力 学 等 方面 。 现在， 复数 和 复 变 函数 的 理论 ， 已 成 为 科学 家 和 
技术 人 员 普 遍 热 悉 的 数学 工具 ， 虚数 之 “ 虚 ” 只 剩 下 历史 .上 的 合 
义 了 ， / 

四 ”代数 基本 定理 的 历史 

车 谈 到 方程 的 实际 解法 ， 则 大 量 事实 证 明 ， 用 求 根 公式 解 方 
程 的 方法 对 一 切 代数 方程 而 吝 ， 是 远 远 不 够 的 ， 除 了 二 次 方程 之 
外 ， 即 使 有 求 根 公式 ， 但 由 于 公式 的 复杂 性 也 难于 奏效 。 

因此 ， 数 学 家 们 对 代数 方程 理论 的 研究 ， 很 早 就 着 手 在 其 它 
三 个 方面 进行 工作 。 即 ，1 ) 关于 根 的 存在 问题 ，2 ) 在 解 不 出 方 
程 的 情况 下 ， 按 照 它 的 系数 去 探索 它 的 根 的 一 些 福 质 ， 例 如 ， 是 
否 有 实 根 的 问题 及 根 的 个 数 的 问题 ，3 ) 关 于 根 的 近似 计算 问题 
显然， 首先 要 证 明 的 是 ， 每 一 个 实 系 数 或 复 系数 n(n 汪 0 ) 
次 代数 力 各 是 至 少 有 一 个 实 根 或 复 根 ， 这 就 是 所 谓 代 数 基本 定 

它 是 数学 中 最 重要 的 定理 之 一 。 数 学 家 认识 到 这 个 定理 是 很 
昌 届 于 汪 了 时 间 可 以 上 流 到 1608 年 的 罗 特 ， 以 后 是 1692 年 的 基 
拉 德 ，1742 年 12 月 15 日 欧 拉 在 一 封 信 中 明确 地 陈述 了 这 个 定理 ， 

但 是 ， 很 久 没有 人 给 出 该 定理 的 严格 证 明 。 正 是 由 于 它 的 证 
明 的 困难 以 及 具有 基本 性 质 , 所 以 才 被 称 之 为 “代数 基本 定理 ”. 
就 实质 而 言 ， 证 明 该 定理 的 大 部 分 方法 ， 与 其 说 是 代数 的 ， 不 如 
说 丰盛 穷 小 分 析 的 。 该 定理 的 第 一 个 证 明 是 达 朗 贝尔 在 1746 年 给 
出 的 ， 但 他 的 证 明 在 后 来 发 现 有 一 点 是 不 充分 的 。 后 来 ， 欧 拉 于 
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1749 年 ， 拉 格 朗 日 于 1772 年 ， 都 试 证 过 该 定理 。 历 史上 ， 该 定理 
的 第 一 个 严格 证 明 通 常 认 为 是 高 斯 给 出 的 ， 然 而 ， 实 际 上 ， 竟 斯 
的 证 明 也 需要 作 补 充 ， 而 且 并 不 少 于 达 朗 贝尔 。 

高 斯 非常 重视 该 定理 ， 曾 经 给 出 四 个 严格 证 明 ， 第 一 个 是 在 
1797 年 《 时 年 仅 20 岁 ) ， 这 是 他 的 博士 论文 (1799 年 发 表 ) 。 第 
四 个 发 表 于 1850 年 ， 和 第 一 个 相隔 整整 半 个 世纪 。“ 代 数 基本 定 
理 ” 这 一 名 称 看 来 也 是 他 提出 来 的 ， 


36 ”基本 习题 


1。 试 确定 c，2， 使 Xx? 一 2x 十 4 能 整除 x 和 十 3x? 十 qx 十， 

2。 设 1(x) 二 x 和 十 3x3 —X*—4x—3, g(x)=3x +10x?-2x 
一 3， 试 求 u(x)， v(x), 使 1 Cx) ux) TF g(x) (x) = (f(x ) ， 
g(x) ) 。 / 

3。 判断 多 项 式 (x) 一 二 x 一 2x* 一 4x 一 3x 一 和 4 有 先 重 轩 
式 ， 才 有 ， 试 求 出 重 因 式 及 其 重 数 ， : 

4 。 设 1(x) 二 3x4 一 5x* 十 3x? 十 4x 一 2 有 一 个 根 是 1 十 i， 试 
求 1(x) 在 Q(x) 中 的 标准 分 解 式 ， 

5 。 斌 把 n 元 对 称 多 项 式 f=x1 二 … 十 x，! 初 等 化 。 

6 。 证 明 ，x| f(x)e3x| A(x)， 其 中 是正 整 数 ， 

1。 证 明 ;， (f(x),，g(x))=1=> (f(x), g(x) ) =1, 

8 。 证明 ,车 f(x)= x* 十 bx* 十 cx 十 d 是 整 系数 多 项 式 且 
bd 十 cd 是 奇数 ， 则 f(x ) 在 Q 上 不 可 约 ， 

9 。 证 朋 , 设 f(x) EF(x)， deg (f(x))=n 之 1， 则 
1 《<) (x) f(x) =a(x—60)', a, bEeF. 

10。 设 c，5D，c 是 实数 ， 证 明 e，2， 部 丰 正 数 的 必要 到 分 条 
件 古 ce 十 十 c>>0，ab 十 bc 十 ca>>0，apc>0， 
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第 二 章 行 列 式 
31 概括 说 明 

行列 式 的 理论 起 源 于 解 二 元 线性 (一 次 ) 方程 组 及 更 多 元 的 
线性 方程 组 。 行 列 式 是 代数 学 中 的 一 个 基本 概念 ， 它 不 仅 是 求解 
线性 方程 组 的 有 力 工具 ， 而 且 在 代数 学 的 其 它 部 分 也 常用 到 。 辣 
时 ， 也 常用 于 数学 的 其 它 学 科 以 及 其 它 的 科学 技术 领域 ， 

本 童 的 内 容 分 为 六 个 部 分 ， 行 列 式 的 定义 ; 行列 式 的 性 质 ， 
行列 式 按 行 ( 列 ) 展开 ， 行列 式 的 乘法 ， 行 列 式 的 计算 ， 克 兰 姆 
规则 | | | 

定义 行列 式 可 以 采用 儿 种 不 同 的 方法 ， 我 们 采用 以 排列 为 工 
其 作 定义 的 方法 。 先 由 解 线性 方程 组 引入 二 阶 、 三 阶 行列 式 ， 而 
后 研究 排列 的 有 关 问 题 ， 最 后 给 出 行列 式 的 定义 ， 四 

行列 式 的 性 质 首先 是 行 与 列 的 对 称 性 ， 从 而 ， 对 行 成 立 的 性 
质 对 列 均 成 立 。 另 外 的 性 质 分 为 两 类 ， 基 本 的 性 质 和 派生 的 性 
质 。 前 者 是 由 定义 直接 推出 的 ， 后 者 则 是 由 已 证 明 的 性 质 而 推出 
的 ， 

行列 式 按 行 ( 列 ) 展开 ， 是 行列 式 的 更 为 深刻 的 性 质 ， 共 
中 ， 按 一 行 ( 列 ) 展开 的 结论 将 用 于 建立 克 兰 姆 规则 ， 而 按 车 干 
行 ( 列 ) 展开 的 结论 将 用 于 建立 行列 式 的 乘法 规则 。 

行列 式 的 乘法 规则 具有 重要 的 理论 意义 ， 在 以 后 研究 矩阵 乘 
积 的 秩 时 将 用 到 ， 

”行列 式 的 计算 是 本 章 的 主 颁 内 容 ， 基 至 可 以 说 是 本 章 的 棕 
心 。 我 们 要 综述 各 种 常见 的 计算 方法 与 技巧 ， 同 时 ， 还 要 讲述 机 
械 计算 法 。 行列 式 的 计算 是 十 分 困难 且 十 分 复杂 的 ， 但 是 基本 思 
想 是 清楚 的 ， 方 向 也 是 明确 的 。 计算 行 询 式 的 基本 思想 就 是 
“61 we 


等 ， 即 ， 运 用 行列 式 的 性 质 ， 特 别 是 运用 倍加 不 变性 ， 把 行列 式 
的 元 素 化 成 更 多 的 零 。 当 然 不 是 乱 化 零 ， 而 是 按 一 定 的 方 沿 去 
做 ， 化 成 三 角形 或 者 化 成 某 一 行 ( 列 ) 中 除 一 个 元 素 外 其 余 元 素 
均 为 零 ， 即 所 谓 的 化 三 角形 法 和 降 阶 法 ， 

克 兰 姆 规则 是 行列 式 理论 的 一 个 直接 应 用 ， 
和 本 章 的 补充 资料 是 ， 行 列 式 的 其 它 定 义 方法 ， 历 史 资料 点 


$2 内容 提 慨 


I 行列 式 的 定义 
一 ”二 阶 与 三 阶 行列 式 
研究 二 元 线性 方程 组 


ai1X1 十 qiz%a 一 0 
{0 os 0, 
用 加 减 消 元 法 ， 得 
(Gillas: 一 G12G21)x1 一 bias :一 Gilzb，， 
(G14022—012001)X, =—=a110, ~b14,1, 


当 aq119s2 一 G1s021 关 0 时， 就 得 到 


Xx, 二 Bigss—a120, x ,二 Gilipa 一 pidal 
和 3 RING 
G11422 一 412CG21 4i1022 一 0G12021 
为 了 书写 方便 ， 引 进 记号 

a Ud 

D=| *! 2 一 LiIC22 一 4120219 
- Us! 422 

从 而 ， 类 似 地 就 有 . 

ba 1G 
太一 一 Da 一 GD ， D,= 本 Qa 6 一 Da 


bs G22 IC21 
于 古 ， 就 简单 地 记 为 xi = D,/D，x,==D,/D.， 
上 上面 的 这 种 通过 一 定 的 规则 计算 出 来 的 并 且 用 特定 的 符号 
* 2 。 


《记号 ) 表示 的 数 D、D,、D,， 称 为 二 阶 行列 式 。 
同样 地 ， 研 究 三 元 线性 方程 组 
了 了 Q11X1 十 41s%a 十 013Xs 一 1 
2191 十 a,,Xs 十 4,3Xs 二 0， 
4 Qs1X1 十 GasaXy 十 asaxvs 一 0 ， 
就 引入 三 阶 行列 式 


CLII Gls G13 


| G21 地? 9 ds,» =0110.24ss TA120,34s1 十 4d1 404,143， z 


| 

| Qs! G3, G33 
“分 析 二 有 阶 行列 式 与 三 阶 行列 式 ， 得 到 下 列 三 条 规律 ， 

1 ) 项 数 ， 二 阶 行列 式 有 24 项 ， 三 阶 行列 式 有 31 项 
2 ) 项 的 结构 ,由 行列 式 中 不 同行 不 同 列 的 元 素 的 乘积 而 成 ; 
3 ) 项 的 符号 ， 在 总 项 数 中 有 一 半 项 取 正 号 ， 另 一 半 项 取 负 
正 负 号 由 元 素 所 在 的 行 数 与 列 数 决 定 ，. / 
我 们 将 由 此 进行 推广 ， 引 进 n 阶 行列 式 ， 
二 排列 : 
n 个 数码 1 ，2 ，…，% 组 成 的 一 个 有 序 组 称 为 一 个 n 级 排 
列 ， 记 为 jj 0…j,，i11.…1 ,等 。n 级 排列 的 总 数 是 ni， 

在 一 个 级 排列 jj,…ji ,中 ， 若 一 对 数码 的 前 后 位 置 与 其 大 
小 顺序 相反 ， 即 前 面 的 数 大 于 后 面 的 数 ， 则 称 它们 构成 排列 的 一 
个 道 序 ( 反 序 ) 。 一 个 排列 中 逆序 的 总 数 称 为 这 个 排 列 的 逆序 
数 。 排列 7 了,…j ,的 逆序 数 , 记 为 t(j 1j,…j,)， 

排列 12…?# 中 没有 逆序 ， 称 12…%* 为 自然 顺序 排列 ， 

求 排列 站 7,…j ,的 逆 序数 的 方 法 如 下 ， 从 1 开 始 ， 求 出 
1)，z(1 ) 是 1 的 前 面 的 数码 的 个 数 ， 不 挤 1， 求 出 r( 2 )， 
"(2 ) 是 2 的 前 面 的 数码 的 个 数 ， 去 掉 2 ，.…， 直 至 4， 从 而， 
riff2ja)=r 1 ) tr 2) +t +r(n). 或 者 ， 类 似 地 ， 从 ) 
开始 ， 求 出 r'《n)，r'(n) 表 示 n 的 后 面 的 数 码 的 个 数 ， 去 搞 n， 


“063。 


一 41302203s31 一 GI1C2 432— 012021033 . 


号 


* 井 


从 而 ,r(77z 7) 一 rz (CO 十 r7C2 一 1 十 … 十 rz (2 ) 十 rz (1)， 

在 一 个 排列 中 ， 交 换 两 个 数码 i 与 1 的 位 置 ， 而 其 余 的 数码 不 
动 ， 就 得 到 另 一 个 排列 ， 这 种 对 排列 所 作 的 变换 手续 称 为 对 换 ， 
记 作 (i，7)， 任 党 排 列 i7…i; 都 可 以 经 过 一 系列 对 换 而 变 为 另 
一 个 排列 jj ，…j。。 任 一 个 对 换 把 全 部 n(n 之 2) 级 排列 两 两 配对 ， 
使 得 两 个 配 成 对 的 排列 在 该 对 换 下 互 变 。 逆 序数 为 偶数 的 排列 称 
为 偶 排 列 ， 逆 序数 为 奇数 的 排列 称 为 奇 排列 。 对 换 改 变 排 列 的 奇 
介 性 。 当 之 2 时 ，mm 个 "级 排列 中 奇 、 倘 排列 各 占 一 半 ， 即 各 
有 nt /9 个， 

任意 一 个 4 级 排列 与 排列 12…n 都 可 以 经 过 一 系列 对 换 互 变 ， 
并 及， 所 作对 换 的 个 数 的 奇偶 性 与 该 排列 的 奇偶 性 机 癌 ， 

三 1 阶 行列 式 的 定义 

数 域 F 上 的 2 个 数 写 为 如 下 的 形式 


GL Gig “'* Ql, 


dl Qn2 Con 9 
表示 F 中 的 一 个 数 ， 称 为 数 域 F 上 的 一 个 n 阶 行列 起 它 是 mi 顶 
的 代数 和 ， 每 一 项 都 是 取 自 不 同行 不 同 列 的 x 个 元 党 的 续 积 


T(f1j2 fn) 
ai 02j，…0uj。， 该 项 的 符号 是 (一 1) 。 即 


QI 42 Cn 


(2 1 (os 曲 自 二 (on 


= 之 (C1) i) Qo "ln; 
| , , | 41j) 27 ， Ry 
了 1 2 。 


(dnt Gn2 **” Gnn 


其 中 S 表示 对 一 一 切 n 级 排列 7 了 了，… 了: 求 和 ， 


Je 


符号 定理 ， 落 1i 与 的 是 两 个 ?级 排列 ， 出 


4 64 ， 


0 9072 dinjs 已? 阶 行列 式 的 一 项 ， 且 该 项 的 符号 是 
fr) 二 Tray | 罗 
(一 D ， 
4 阶 行列 式 也 可 以 定义 如 下 ， 
[Gl Gil oo Gn 


| fe ) : 
一 之 (—1) ' ;1 Qj,9 "Udi Ne 


:G21 022 °° Qn 
”0 | tifoin 


J an ao gaa) 
”4 阶 行列 式 的 两 种 定义 彼此 等 价 . 

fi 行列 式 的 性 质 

一 ” 行 与 列 的 对 称 性 

车 把 行列 式 DD 的 行 相应 地 写 为 列 ， 得 到 一 个 新 的 行列 式 D"， 
则 称 D' 起 DD 的 转 暑 行列 式 . 行列 式 D 与 其 转 置 行列 式 D/ 相等 ， 
DD’', 换 言 之 ,行列 互 变 ， 行 列 式 不 变 。 于是， 行列 式 的 行 
与 列 处 于 完全 平等 的 她 位 ， 对 行 成 立 的 性 质 ， 对 列 同 池 成 立 
下 而 ， 为 了 儿 述 的 方便 ， 我 们 仅 对 行进 行 讨论 ， 


二 基本 的 性 质 
行列 式 D 的 某 一 行 的 公 因 子 可 以 提 到 行列 式 D 的 外 边 ( 单 
行 因子 可 提 性 ) ， 


二 必 


若 行列 式 D 的 第 ; 行 各 元 素 都 是 两 项 之 和 ， 则 行 列 式 D 可 以 
拆 成 两 个 行列 式 D ,与 刀 ; 之 和 ， 其 中 D, 除 第 ; 行 是 万 的 第 ; 行 的 第 
1 项 外 ， 其 余 诸 行 与 D 相 同 ，D，, 除 第 ; 行 是 D 的 第 ; 行 的 第 2 项 
外 ， 甚 余 诸 行 与 D 相 同 。 对 于 第 ; 行 的 各 元 素 都 是 s 项 之 和 的 情 
况 ， 则 等 于 s 个 行列 式 之 和 ( 单行 可 加 性 ) . 

若 行列 式 有 两 行 元 素 相 同 ， 则 该 行列 式 为 零 . 

三 ”派生 的 性 质 

车 行列 式 有 两 行 成 比例 ， 则 该 行列 式 为 零 ， 

一 行 的 倍数 加 到 另 一 行 ， 行 列 式 不 变 ( 倍加 不 变 忻 ) ， 


‘05. 


对 换行 列 式 两 行 的 位 置 ， 行 列 式 反 号 ， 

页 ”行列 式 震 开 定理 

一 ”总 论 / z 

行列 式 的 展开 定理 揭示 了 行列 式 的 更 深刻 的 性 质 ， 给 出 了 计 
算 行列 式 过 程 中 高 阶 向 低 阶 转化 的 可 能 性 及 其 依据 ， 

二 子 式 、 余子 式 、 代 数 余子 式 : 

在 一 个 n 阶 行列 式 D 中 ， 任 意 选 定 & 行 、R 列 (1 kn)， 
设 为 第 并 ，i，…，i 行 ， 第 jj2， ji 列 ( 1 二 i 过 i 过 
之 和 R14 有 过 … 之 ji 志 n) ， 位 于 这 些 行 和 列 的 交 
点 处 的 &? 个 元 素 按照 原来 的 位 置 组 成 一 个 A 阶 行 列 式 ， 称 为 行列 
式 D 的 k 阶 子 式 ， 记 为 Mf 人 小 或 简 记 为 M。 而 D 中 划 

11 7 
去 这 hk 行 、& 列 ( 1 过 hk<n 一 1 ) 后 余下 的 (n 一 )? 个 元 素 按照 原 
来 的 位 置 组 成 一 个 4 一 k 阶 行列 式 ， 称 为 k 阶 子 式 M 的 余 于 式 ， 记 


A *)， 或 简 记 为 WM. 


n 阶 行列 式 D 的 R 阶 子 式 共 有 (c:) ?个 ， : 
没 M(-: …* ““*) 是 行列 式 D 的 k 阶 子 式 ， 末 是 它 的 余子 
Jj1 J2 "Ji 、 
式 ， 则 称 CD 
为 M( ? 2 “. 代数 全 于 式 . 记 为 A( 1 » so. 人 四 
Jj1 32 '* 3 1 7 


A( ? ， pe 人 = (一 1 十 78) 十 (71 十 7 十 … 十 了 月 )》 一 
11 12 "7h 


送别 地 ， 当 R= 1 时， 行列 式 D 的 一 阶 子 式 就 是 由 一 个 元 素 
组 成 的 一 阶 行列 式 |a;i| 一 ai 而 ai 的 余子 式 为 8 一 1 阶 行列 式 ， 
记 为 M;;， 它 的 代数 余子 式 记 为 人 5 即 人 一 (一 1 六 Mii， 
三 行列 式 按 一 行 ( 列 ) 展开 
。66»。 


M, 


行列 式 任意 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 它们 的 代数 余子 式 东 积 拘 和 
”等 于 行列 式 的 值 ， 而 任意 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 另 一 行列) 的 元 
, 案 的 代数 余子 式 乘积 的 和 等 于 零 ， 寻 i 


n [DGi=)); | 
OA + (n>2) 
7 【0 Ciz). 
; fD (i= ) 
或 DaiAi-1 (n>2) 
| k=1 (0(Ci#7) 。. 


四 行列 式 按 若干 行 ( 列 ) 展开 

拉 普 拉 斯 展开 定理 。 设 在 n(n 之 2) 阶 行列 式 D 中 任 次 取 定 了 
行 ( 列 )，1 二 kn 一 1。 由 这 k 行 ( 列 ) 元素 组 成 的 所 有 Ek 阶 子 
式 汝 它们 对 应 的 代数 余子 式 乘积 的 和 等 于 行列 式 D。 即 


1) 一 > ho ? 1 1 > | ‘AC 1 » “ ) 
IJ < Sh J1 7 11 7 和 


i 
或 ”D= > M( 
1 1 ] : ] ， 机 jk ) ) 。 四 j 4 
W 行列 式 的 乘法 
设 有 两 个 n 阶 行列 式 


Gr CI Gn 


| 
Udy!1 G22 C2n | b,1 b 
P n D, = 2 2 4 | 
[时 省 ， 
: | 
(ri Cai2 Gin | 多 | 已 1 D Ds ] 本 
Ci CI2 Cln 
z C C C， ， - 
— 2 1 22 *"" 2 | ~ 
出 Dj: 一 其 中 ci 一 > aisbsi， 


k=1 
[Cai Cn2 *'" Cnn | y 

1，7 一 1，2…，2?。 即 所 谓 “ 行 乘 列 ”法 则 .类 似 地 ， 还 有 

行 乘 行 ”、“ 列 乘 行 ”、“ 列 乘 列 ” 法 则 ， 共 四 种 乘法 规则 ， 


"6f， 


V 行列 式 的 计算 
一 ”总 论 
行列 式 的 计算 ， 其 基本 思想 与 步 怠 是 ， 

1 ) 报 据 所 给 行列 式 的 将 点 ， 用 行列 式 的 性 质 抬 行列 式 化 
一 些 特 定型 式 (特殊 行列 式 、 已 知行 列 式 ) 或 较 简 单 的 型 式 ( 如 
一 些 行 或 列 中 出 现 较 多 的 零 ) ; 

2 ) 按 特定 型 式 的 行列 式 计算 出 值 来 ， 特 别 地 ， 常 常 考虑 化 
为 三 角形 行列 式 ， 即 所 谓 化 三 角形 法 ， 或者， 选择 含 零 最 多 的 行 
( 列 ) 进行 展开 ， 化 为 较 低 阶 的 行列 式 ， 特 别 地 ， 常 常 考虑 把 某 
一 行 (《 列 ) 化 为 除 一 个 元 素 外 其 余 全 是 零 ， 即 所 谓 降 阶 法 ， 

大 多 数 情况 下 ， 要 交替 使 用 1 ) 与 2 ) ， 从 而 使 行列 式 逐次 
简化 逐次 降 阶 ， 最 后 求 出 行列 式 的 值 来 ， 

一 ”特殊 行列 式 


| Pr 
:O11 4G12 (人 1 7 


没有 行列 式 Do 
Gn Cn2 Gay 9 
(人 1119 (229 ”9 45 组 成 了 的 主 对 角 线 ， dns dryn-iys '*" 
a,-1,2， Qn1 组 成 D 的 副 对 角 线 ， : 

上 (下 ) 三 角形 行列 式 ， 主 对 角 线 以 下 (上 元素 全 为 0 对 角形 
行列 式 ， 主 对 角 线 之 外 的 元 素 全 为 0 .它们 的 值 都 等 于 其 主 对 角 
线 元 素 之 积 ， 


2 


范 德 蔡 行列 式 

1 | ase. 1 : . 

a a 0 : 
| 1 2 一 (ac 一 Ga 一 01)… ‘(a:—a1) 
qi as Qn 
| (Gs ~—a,). ‘(a, 一 
| 本 名 出 wi 

Ge (qn ~ ai 


(ai 一 0 )。 


ijn 
三 ”机械 计算 法 
” 设 有 +# 阶 行列 式 


Tar Qo *** 人 1 


站 一 | 1 O22 *” Ozn 

ca， al， 

不 妨 设 a11 关 0， 否则 ， 人 可 通过 交换 行 或 列 ， 而 使 a1 1 位 置 的 

元 素 不 为 零 ， 且 采用 在 一 行 ( 列 ) 的 元 素 前 面 添 负 号 的 办 法 ， 使 

行列 式 的 值 不 变 。 分别 将 第 1 行 的 一 ai iyai 1 倍加 于 第 i 行 (i 二 2， 
…，1)， 则 使 第 1 列 的 a1 1 之 外 的 元 素 全 为 零 ， 从 而 有 


Gl di ‘“* Qin 


D = 0 a’,, ‘02 
0 ao aon 。 

对 于 ay， ， 用 网 样 的 方法 ， 使 第 2 列 的 a 和 ,之 下 的 元 深 全 变 
为 零 ， 即 ， 假 定 a' ;< 0， 第 2 行 的 一 eis/a i: 倍加 于 第 ; 行 
(一 3，…，1)。 

如 此 下 去 ， 至 第 n 一 1 行 ， 得 到 


Qi O12 Ca 


站 一 0 QG 29 机 G on 
0 0 (一 1) 


定理 。 任 一 个 n 阶 行列 式 都 可 以 化 为 一 个 等 值 的 三 角形 行列 
列 式 ， 且 所 进行 的 乘法 ( 除法 ) 的 次 数 不 超 过 (xn 十 2 一 3 )/3 就 
计算 出 该 行列 式 ， 
* 00， 


这 种 计算 方法 程序 国定 ， 较 为 机 械 ， 从 而 被 称 为 机 械 计算 
法 。 特 别 地 ， 对 于 数字 元 素 的 行列 式 ， 已 能 够 用 计算 机 计算 ， 

四 ”常用 计算 方法 

全 1 行 ( 列 ) 法 ，; 根据 行列 式 的 特点 ， 将 各 行 ( 列 ) 的 元 率 
全 加 到 第 一 行 ( 列 ) ， 得 到 相间 的 元 素 ， 再 将 该 机 问 元 素 提出 行 
列 式 之 外 ， 使 得 第 一 行 ( 列 ) 全 是 1 ， 

递 推 法 ， 先 求 出 行列 式 与 其 类 型 相同 的 低 阶 行列 式 之 间 的 递 
推 关 系 ， 然 后 ， 利 用 该 递 推 关系 来 计算 行列 式 ， 

加 边 法 ， 将 所 给 的 行列 式 添加 一 行 一 列 ， 但 保持 行列 式 的 值 
不 变 。， : | 

拆 项 法 ， 将 一 行列 式 拆 成 若干 个 行列 式 的 和 . 

提 因 子 法 ， 提 出 行列 式 的 全 部 因子 ， 

归纳 法 ， 通 过 计算 2 阶 、3 阶 ， 找 到 规律 ， 再 用 数学 归纳 法 
进行 证 明 . | 

各 种 具体 的 例子 将 在 8$ 4 中 给 出 ， 

页 ” 克 兰 姆 规则 

将 行列 式 的 理论 用 于 求解 % 个 未 知 量 # 个 方程 的 线性 方程 组 ， 


得 到 下 面 的 
克 兰 姆 规则 对 于 线性 方程 组 


(G11X1 十 G12%, 十 … ‘二 alnXn = 
0 “十 gsnX ,二 0b， 


1 
| 


La Cnliwi 十 a,2Xs 十 … 十 G， nn ,一 ? 
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当 系 数 行列 式 站 022 ”aan | 


a (1 机 a 
时 ， 有 唯一 解 x; =D; /DD， 7 一 |， Q '"", Hh, 其 中 
?10。 


QI Ql jl b， Cj ”Gin | 


Dy 六 Gs,1 和 0G2 ) -1 b, Qy j++ a Gon 

i 二 . 

Qi nse Qn jl D Qn ) 十 1 We Grn 
对 于 齐 次 线性 方程 组 


raiixi 十 oliaxz 十 … 十 alsoxu 一 0 
1 G21X1 十 qz2Xz 十 十 Qs X ,一 0 
z | 生生 而 兴 间 各 
a,xitans Xt 二 a X= 0 ， 
若 有 非 零 解 ， 则 其 系数 行列 式 必 为 零 


$3” 重点 难点 


本 章 的 主题 词 是 ， 二 阶 行列 式 ， 三 阶 行列 式 ，n 级 排列 ， 北 
序数 ， 奇 排列 ， 偶 排列 ， 对 换 ，* 阶 行列 式 ， 符 号 定 理 ， 行 与 列 
”的 对 称 性 ， 转 置 行列 式 ， 单 行 因子 可 提 性 ;单行 可 加 性 ， 倍 加 不 
变性 ， 子 式 ， 余 子 式 ， 代 数 余 子 式 ， 按 一 行 ( 列 ) 展开 ， 拉 普 拉 
”斯 定理 ， 行列 式 乘 法 ， 降 阶 法 ， 三 角形 行列 式 ， 主 对 角 线 ， 范 德 
荣 行 列 式 ， 机 械 计 算法 ， 线 性 方程 组 ， 系 数 行 列 式 ， 克 兰 姆 规 
则 ， 齐 次 线性 方程 组 ， 非 零 解 。 

本 章 的 基本 方法 是 ， 排 列 逆序 计算 法 ,n 阶 行列 式 定义 计算 法 ， 
行列 式 降 阶 计算 法 ， 行 列 式 化 三 角形 计算 法 ， 行 列 式 常用 计算 方 
法 (全 1 行 ( 列 ) 法 、 递 推 法 、 加 边 法 、 拆 项 法 、 提 因 子 法 、 归 
纳 法 ) ,线性 方程 组 克 兰 姆 规则 解法 . 

本 守 的 重点 是 ， 行列 式 的 性 质 ， 行 列 式 的 计算 ， 克 兰 夫 
则 。 

行 刻 式 的 性 质 古 行列 式 理论 的 基础 和 主 鉴 部 分 ， 丰 计算 行列 
式 的 依据 ， 也 是 应 用 行列 式 解决 其 它 问题 的 依据 ， 从 而 ， 成 为 本 
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章 的 一 个 重点 。 行 列 式 的 性 质 包括 ， 行 与 列 的 对 称 性 ， 基 本 的 性 
质 ， 派 生 的 性 质 ， 展 开 定理 , 其中， 行列 式 的 展开 定 理 是 更 深 
刻 、 更 重要 的 性 质 ， 

行列 式 作为 一 种 工具 应 用 于 数学 某 些 分 支 及 其 它 科学 技术 部 
门 ， 相 当 多 的 情况 下 是 计算 行列 式 ， 所 以 ， 行 列 式 的 计算 是 本 章 
的 核心 问题 。 同 时 ， 通 过 行列 式 的 计算 ， 反 过 来 进一步 认识 行列 
式 性 质 的 重要 性 ， 并 且 ， 进 一 步 深刻 理解 行列 式 性 质 的 实质 。 因 
此 ， 行 列 式 的 计算 成 为 本 章 的 一 个 重点 。 行 列 式 的 计算 是 一 项 技 
巧 性 很 强 的 工作 ， 虽 然 有 某 些 较为 一 般 的 方法 供 参 考 和 使 用 ， 但 
是 ， 具 体 问 题 具体 分 析 仍 是 关键 所 在 ， 

克 兰 姆 规则 是 行列 式 理论 的 一 个 直接 应 用 。 行 列 式 起 源 于 解 
线性 方程 组 ， 换 言 之 ， 起 源 于 推广 二 元 线性 方程 组 的 克 兰 姆 规则 
到 n 元 的 情况 ， 并且， 没有 行列 式 的 一 整套 理论 ， 要 证 明 克 兰 姆 ， 
规则 是 不 可 能 的 ， 所以， 就 一 定 意 义 而 言 ， 行 列 式 理论 的 发 生 及 
归宿 就 是 克 兰 姆 规则 。 此 外 ， 克 兰 姆 规则 自身 也 具有 重要 的 理论 
与 实践 意义 。 因此， 克 兰 姆 规则 成 为 本 章 的 一 个 重点 ， : 
本 童 的 难点 是 ， 行 列 式 的 定义 ， 行 列 式 的 展开 定理 ， 行 列 式 
的 计算 。 | : 

n 阶 行列 式 的 定义 是 抽象 的 ， 由 于 n 是 一 般 的 自然 数 ， 所 以 ， 
行列 式 的 记号 、 项 、 排 列 等 都 采用 了 省 略 号 的 写法 ， 这 在 形式 上 
就 不 大 习惯 ， 而 且 ， 又 要 以 排列 及 排列 的 逆序 数 作 为 基础 ， 忆 个 
项 与 排列 紧密 相关 ， 从 而 ， 比 较 难 以 理解 其 实质 。 因 此 ， 成 为 本 
章 的 一 个 难点 。 解决 困难 的 方法 是 ，1 ) 写 出 并 分 析 二 阶 行列 
式 、 三 阶 行列 式 的 所 有 项 ， 从 而 总 结 出 基本 规律 ， 为 n 阶 行列 式 
的 定义 打 好 实际 基础 ，2 ) 强调 行列 式 的 本 质 就 是 用 特定 符号 表 
示 的 一 个 数 ， 该 数 是 n! 项 的 代数 和 ， 这 个 代数 和 中 的 每 一 项 不 仅 
与 构成 行列 式 的 n? 个 数 有 关 ， 也 与 这 些 数 的 排列 位 置 有 关 ; 3 ) 
通过 计算 某 些 特 殊 行列 式 ( 例如 三 角形 行列 式 ) ， 加 深 对 于 项 的 
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到 法 及 确定 项 的 符号 等 的 理解 ， 

”行列 式 的 稻 开 定理 是 行列 式 的 更 深刻 的 性 质 。 建 立 展开 定理 
要 用 到 子 式 ， 余 子 式 ， 代 数 余 子 式 的 概念 ， 证 明 展 开 定理 要 用 到 
行列 式 的 定义 及 已 有 的 性 质 ， 并 有 一 定 的 技巧 : 所 以 ， 综 合 性 较 
强 。 因 此 ， 成 为 本 章 的 一 个 难点 。 解 决 困难 的 方法 是 ， 1 ) 先 用 
三 阶 行列 式 展 为 二 阶 行列 式 的 例子 ， 熟 悉 展 开 定理 ; 2 ) 正确 理 
解 代数 余 子 式 的 概念 ， 3 ) 将 证 明 分 为 儿 种 情况 , 由 特殊 到 一 
般 ， 完 成 证 明 。 | 

行列 式 的 计算 ， 既 是 本 章 的 一 个 重点 ， 又 是 本 章 的 一 个 难 
点 。 行 列 式 各 种 各 样 ， 没 有 一 般 的 计算 方法 ， 所 以 ， 计 算 行列 式 
是 技巧 性 很 强 的 工作 。 因 此， 成 为 本 章 的 一 个 难点 。 解 决 困难 的 
方法 是 ， 1 ) 明确 基本 思想 是 化 零 ， 方 向 是 化 三 角形 法 和 降 阶 
法 ; 2 ) 计算 之 前 要 认真 地 观察 行列 式 的 特点 ， 一 般 地 ， 着 重 观 
察 行 的 特点 、 列 的 特点 、 对 角 线 的 特点 ， 然 后 根据 其 特点 作 化 鹤 
试验 ; 3 ) 熟悉 一 些 较 基本 的 方法 及 典型 例子 ， 从 击 开 阔 思 路 ， 
4 ) 多 做 题目 关注 意 总 结 ， 从 而 不 断 提高 分 析 能 力 与 应 变 能 力 ， 


§4 习题 类 解 


i 计算 题 

一 排列 的 逆序 数 及 奇偶 性 

学 握 排 列 的 逆序 数 的 计算 方 法 及 排列 奇人 此 的 定 义 ， 访 可 以 
解决 此 类 问题 ， 

例 1 远 择 i 与 8:， 使 1274156k9 成 倘 排 询 ， : 

解 ”显然 i 与 & 只 能 选择 3 与 8。 设 i= 3, k= 二 8 ， 则 得 排 
列 127435689。 计 算得 出 ， 此 排列 的 逆序 数 是 5， 是 奇 排列 。 但 
是 ， 由 于 对 换 改变 排列 的 奇偶 性 ， 所 以 ， 取 i 8， k 二 3， 就 得 
到 127485639 是 偶 排 列 ， 

例 2 计算 2n 级 排列 135… C21— 1)246.. :( 25) 的 逆序 数 ， 并 
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确定 其 奇偶 性 ， : 
分 析 ”给 定 的 排列 中 ， 前 n 个 数码 1 ，3，5，*…，(2# 一 1) 
之 间 不 构成 逆序 ， 后 fn 个 数码 2 ，4，…，(21) 之 间 也 不 构成 道 
序 ， 只 有 前 mn 个 数码 与 后 n 个 数码 之 间 才 构成 道 序 。 
解 tT(135，… ‘(2n—1)246.: ‘(2n)) 
二 tr(1) 十 r(2) 十 r(3) 十 +(4) 十 … :十 TC20 一 3) 十 rz(20 一 2) 十 
T(KC20 一 1) 十 T(C20) 
_o+O-D+otootEoLHLOTOicD 
当 n 二 4k，4k 十 1 时 为 偶 排 列 ， 当 n= 二 48 十 2，4k 十 3 时 为 奇 排 
天 
确定 行列 式 的 项 及 项 的 符号 
根据 行列 式 的 定义 ， 可 以 确定 行列 式 的 具有 某 些 性 质 的 项 ， 
也 可 以 确定 项 的 符号 ， 
例 3 写 出 四 阶 行 列 式 中 所 有 带 负 号 且 包 含 @; ;的 项 
解 这 样 的 项 可 以 设 为 a1 iaysasja4h， 要 使 其 市 作 号 , 当 且 
仅 当 其 列 标 所 构成 的 排列 i37& 为 奇 排列 而 i，j，&k 只 能 取 1， 
2 ，4 中 的 数 ， 例 如 取 i=1，j 二 2，& 二 4， 则 得 1324， 它 是 一 个 
奇 排列 . 由 于 对 换 改 变 排列 的 奇偶 性 ， 所 以 可 得 4312，2341( 3 
在 第 二 个 位 置 不 动 ) 也 是 奇 排 列 。 而 且 ， 再 也 没有 满足 条 件 的 别 
的 奇 排 列 ( 3 在 第 二 个 位 置 的 排列 共 6 个 )， 因此， 所 求 的 项 
十, aliasz3sasz044) 414C230C310429 012023034041。 
例 4 下 列 各 乘积 是 否 是 4 阶 行列 式 中 的 项 ? 车 是 ， 试 确定 
应 取 的 符号 ， 
1 ) ai1Q2 30140423 2 ) assai2d4 sds1, z 
分 析 根据 n 阶 行列 式 的 定义 ， 每 一 项 都 是 不 同行 不 同 列 的 1 
个 元 素 的 乘积 ， 所 以 ， 若 发 现 % 个 元 素 的 乘积 中 有 两 个 元 素 取 自 
同一 行 或 同一 列 ， 则 可 以 斯 定 该 习 积 不 是 1 阶 行列 式 的 项， 而 要 
媚 定 滋 积 中 契 否 在 同 行 或 问 列 元 素 ， 只 要 看 这 x 个 元 素 中 是 否 有 
s。 74。， 


相同 的 行 标 或 相同 的 列 标 。 

解 ”1 ) 因为 ，ciiassaiiais 中 元 素 ci :与 ci 4 均 为 第 一 行 的 
元 素 ， 所 以 ， G11G2s414042 不 龙 4 阶 行列 式 中 的 项 ， 

2 ) 因为 ， Gs4412442021 中 元 么 的 行 标 互 不 相同 ， 列 标 也 互 
不 相同 ， 所 以 ，ads4al2043021 是 4 阶 行 列 式 的 项 。 人 多 ， 
034012043031 一 012021034043， 而 r(2143) 王 2 ， 所 以 
as4idGi2d43021 应 取 正 号 ， 

例 5 选择 ;与 R， 使 e1405204vassoss 成 为 5 阶 行列 式 中 一 
个 带 负 号 的 项 ， 

解 由 于 a1i03244h028053 二 G1iQ25432048063， 所 以， 只 
须 使 i15283 成 为 一 个 5 级 奇 排列 。 若 取 i = 1 ，R= 4 ， 则 所 得 排 
列 15243 的 逆序 数 为 4， 是 偶 排 列 ， 该 项 应 带 正 号 。 因 为 对 换 改 
变 排 列 的 奇偶 性 ， 所 以 ， 取 i= 4 ，hk= 1 时 ， 则 该 项 带 负 号 ， 

三 行列 式 的 计算 

天 于 行列 式 的 计算 ， 分 为 五 个 部 分 ， 利 用 定义 ， 机械 计算 
法 ， 利 用 特殊 行列 式 ， 降 阶 ， 常 用 计算 法 举例 。 当 然 ， 这 五 部 分 
在 逻辑 上 并 不 是 并 列 关 系 ， 仅 仅 是 为 了 叙述 方便 才 这 样 划分 为 五 
部 分 。 

1 利用 定义 

有 的 行列 式 利 用 定义 直接 计算 反而 简单 ， 

G1 02 03 04 as | 

bi bs bs be bs 
例 6 计算 行列 式 ” D=icic, 0 00 

aid 0 0 0 

e1e,» 0 0.0 

解 D 的 一 般 项 可 表示 为 cibi cad el， 其 中 ijhsi 是 任意 一 
个 5 级 排列 ， 而 且 c,，d,，er，(r=3，4，5) 都 是 0。 由 
于 kR，s, it 是 1，2，3，4，5 中 的 三 个 不 同 的 数 ， 所 以 ,至 少 


要 取 到 3 ，4 ，5 中 的 一 个 数 ， 从 而 ， 在 了 的 展开 式 的 每 个 项 中 
至 少 有 一 个 因子 是 0 ， 因 此 ，D 的 每 一 项 都 是 0，D= 0 . 

说 明 显然， 本 例 可 直接 用 拉 普 拉 斯 定理 ， 

例 7 求 行列 式 1(x) 中 x“ 与 x 的 系数 . 


2x x 1 2 
f= 1 * 1 1 
3 2 x 1 | 
1 1 | » 


解 ” 根 据 行列 式 定义 ， 只 有 主 对 角 线 上 的 元 素 相 邓 才 会 出 现 
该 项 带 正 号 ， 所以，f(x) 中 x“ 的 系数 是 2， 
同样 , 含 x 的 项 也 上 只 有 x*1.x*x, 该 项 的 列 标 构 成 排列 2134， 
而 5(2134) 二 1， 所以，f(x) 的 含 x 的 项 是 一 x;， 其 系数 是 一 1， 
2 机械 计 算法 
根据 § 2 ， 了 T， 三 ， 所 述 的 机 械 计算 法 的 程序 ， 对 数字 元 素 
的 行列 式 进 行 变 形 ， 化 为 三 角形 行列 式 ， 而 后 求 出 值 . 


一 2 5 一 1 3 
例 8 计算 行列 式  D=| 一 7 
3 一 5 一 5 
2 8 -7 一 10 
一 2 5 一 1 3 1 一 9 13 7 
解 D=| 1 工 一 9 13 ”= 一 一 5 一 1 3 
| 3 一 1 5 一 5 | 3—1 5 一 5 
2 8-7-10| | 2 8-7-10 
1 -9 13 7 i -913 7 1 —913 7| 
_ 0—13 25 17 0~132517|_ |0 —13 25 17 
0 26—34—26 /0 016 8 0 016 8 
0 26—33 一 24 10 017 10 0 00 3 


=—1*.(—13).16.(3/2)=312. 
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3 利用 特殊 行列 式 
对 于 所 要 计算 的 行列 式 ， 直 接 利用 已 知 的 行列 式 ， 或 者 经 过 
简单 的 变化 之 后 ， 再 利用 已 知 的 行列 式 。 
例 9 计算 n 阶 行列 式 
xX 0 .0 0 
OQ x y'::0 0 


De 
0 0 0. x y 
yy00… 0 x|. 
XxX y' 0 0 2 0 0 0 
争 D=xl “tC1)tsy x 0 0 
0 0 …% y TT | 
0 00 x 0 0 wy 
=x" 二 (1)"tiy", 
例 10 计算 n 十 1 阶 行列 式 
| sin"*a: Sin” lclcosal Singicos"  !a) COS"Q 1 
sin"g, Sinr lazcosawy  … sina,cos"-!a, COS"Q, 


sinrags sin ascosanr'” SinQn41COS"™ IC ，， 1 COS w+1l 
其 中 sinajsina,'…sina,,| 直 0， 
解 D =(sinaisina, sina, ,1 )". 


和 人 TT sy ey 一 人 
1 sin lj cosa1 Sin (nr 1)glcoss al sin GOGrecon G1 


和 ™ 规 弟 淹 。 mk _1) 对 一 和 
1 sin ‘gscosas sin 一 (一 1 G2C05S G2 sin  G2cos" ds 


1 sin anticosantisin (Nn—l)anricos" Ian, 1sin™ "Ga+1c05s"Ga+1 
=(sinaisinas "sing, 1)" 
(sin ajcosa; —sin™iaicosa;) 


iI 
li jn 二 1 
: 1 和 S 


sinaicosQ ~tosaisind, 
一 【人 singl…sinaar1) Sicient singisina; 
一 I (sinawicosaj 一 Cosaisinai y) 
I<SSI<J 福 31 
一 T[TT sin(ai—0;), 
SI 芭 J 入 2 二 1l 
说 明 若 sinaisinas…sinast:= 0， 采 用 其 它 方法 进行 计 
算 ， 可 得 同样 结 采 ， 
4 降 阶 
降 阶 是 计算 行列 式 的 一 个 基本 思想 ， 这 里 的 降 阶 ， 意 思 是 ， 
运用 行列 式 的 性 质 进行 恒 等 变 形 ， 而 后 按 一 行 ( 列 ) 展开 。 进行 
恒 等 变 形 时 ， 常 用 下 列 的 方法 ， 
方法 1 把 某 一 行 ( 列 ) 的 倍数 加 于 其 余 各行 ( 列 ) ， 


| ll 2 2 … 2 
] 2 2 2 :2 
例 11 计算 行列 式 D= 2 2 3 … 2 
| 2 2 2 … nn 


解 ” 由 于 行列 式 的 主 对 角 线 上 的 元 素 依 次 是 1，2，…， 

n， 而 其 余 的 元 素 都 是 2 ， 所 以 ， 把 第 2 行 的 一 1 倍加 于 其 余 各 

行 ， 面 后 再 按 第 1 行 展开 ， 得 到 
—1] 0 0 .… 0 | 
22 2 ' 2 

D=| 00 1. 0 |=(~—1) 


2 2 2 
0 


| 
=(-2)((n-2)1) 


| | 00 0 .' n—2 : 0 2 顷 淹 
方法 2 所 有 各 行列 ) 加 于 某 一 行 ( 列 )， 
例 12 ”计算 a 十 1 阶 行列 式 


L 辕 晶 委 


。 18* 


al 一 0， 0 ， 0 OO 1 
0 0， 一 43 0O 0 1| 
De 
| 0 0 0 一 0 1 0 1 
0 0 0 ，» Gdn-1 —a, | 
OO …， 0 al 
解 ”其 余 各 行 均 加 于 最 后 一 一 行 ， 而 后 按 最 后 一 行 展开 ， 得 到 
一 0 0 0 0 0 1 | 
a! 一 0 0 0 0 1 
0 6; 一 403 …" 0 0 1 
D = os 
0 0 0 一 Cr-1 0 1 
0 0 0 : dn-i1 一 0， I 
0 0 0 0 0 2 十 1 
一 0 0 0 和 … 0 0 
/ 41 ~4, 0. 0 0 
0 2 一 03 ， 0 0 


一 (# 十 1) 


曙 昌 利生 类 学 


| 0 0 0 … Un-1 0 / 
| 
“0 0 . 
—(—1)"(n++1i)aia,…a, 
方法 3 逐 行 ( 列 ) 相 加 . 
1 2 3 1—1 4 
一 xX .0 .… 0 0 
0 0 


例 13 计算 有 阶 行列 式 一 0 一 1 xX. 
i 


解 第 1 列 的 v 倘 加 于 第 2 列 ， 新 的 第 2 列 的 x 十 困 让 3 


e 人 和 。 


列 ， 如 此 下 去 ， 得 到 = 
1 2+x 3+2x+ X20 (nl)+t(n—2) Xt FXr2 n+l Xt tX! i 
一 1 0 0 … 0 0 


0 0 一 1 0 


D=(n+(n—1)xT Tx 1)(—1)iits | “0. \ 


0 0 1 
= (1)" nt 1)xt .tn 


二 7 十 (n 一 1)x 十 … 十 x"!， 
5 常用 计算 法 举例 
方法 1 全 1 行 ( 列 ) 法 


% G1 ds *'* a, 
Qi XX 0 *'* dQd, 


例 14 计算 ?十 1 阶 行列 式 D = a) gs x ah 


G1 G2 Qa ' |, 


Cl1 G» be 0Q, 


解 ” 把 各 列 都 加 到 第 1 列 ， 得 
1 
1 YXgGg…， G， 


p= (st Be) te 


1] as Gs *** x 
第 1 列 的 (一 a1),， 《一 a2)，…， 《一 a,) 倍 分 别 加 到 第 2 列 ， 
3 列 ， “""s 2 十 1 列 ， 得 


0 O 0 
1 1 x—ai 0 0 
D =( x+ Da) 1 aa!: YX 一 42 0 
7 一 4 es。 
1 CQz 一 01 03 一 0 X% 一 Gu 


se。 8QO= 


=( x+ 了 ci I (x 一 ah)， 
= 一 1 ) = 
方法 2 递 推 法 


N 交心 
ee 
© 


六 
2 
pe 


例 15 ”计算 n 阶 行列 式 ”D, = 


< 


之 之 康吉 各 了 


解 ” 把 DD, 的 最 后 1 列 改写 为 和 式 ， y+0，y 十 0，…， 
y 十 0，y 十 (x 一 y)， 而 后 写 为 两 个 行列 式 之 和 ， 

x yy yy x yy y 0 | 

2 人 Y》 和 多 多 之 bb » 站 

2 ZX yy 


< 


| 
2 7 9 0 | 


NN 


十 | . 


| 

| 

之 [和 x 0 | 
2 | 
| 


» 
2 


N 
2 
~ 
< 


| 

| 

| 
XxX yy" yl 

] 

1 


| 
, 四 


之 2 2 XX 1 
1 


| 


/ , 1 
=y , ,。。 本 十 (x 一 y)D，， 


Le 
| 
a 
必 
| 
ta 
| 
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=—(x—y)D,-ity(x—2)" 
把 D ,的 转 置 行列 式 按 上 述 步 又 计算 ， 得 
D, 一 (x 一 z)D 1 十 ZX 一 0)2 1 
当 y 关 z 时 ， 由 上 两 个 递 推 关 系 式 求 得 
D 一 2YX 一 7 (xy) yx—2)" (x2) 
" (xX—y)—(X~2) 
— 2(x—y)"'—y(x—2)" ， 
Ey 
当 y 一 2 时 ， 仿 照例 14， 可 以 求 得 
D ,一 0xX 十 (2 一 1)7](0X 一 2 1。 

说 明 ” 递 推 关 系 式 大 体 上 可 以 分 为 三 种 情况 :1) D ,=cD,，， 
十 六 ，c， 有 为 常量 。 此 时 ， 由 D:、D: 的 值 ， 预 测 D ,的 表 示 式 ， 
组 用 数学 归纳 法 证 明 .2)D,.=acD。1: 十 2,D,=cD， :十 da，b， 
c,d 为 常量 ,a<*c, 解 得 D,==(ad 一 bc)/(a 一 c).3) D, = 二 pD,_1 十 
十 gD,-:，n>>2, 其 中 b，9 不 依赖 于 2， 且 ax 0 。 设 aq，P 是 
Xx* 一 px 一 gq 二 0 的 根 ， 则 p= 二 a 了 +B6，gq= 二 aB。 以 此 代入 递 推 式 ， 
得 D,==(a 十 8)D,-.1 一 a8D,-:， 从 而 有 

D.—aD,.:=p(D,-1—aD,.;) 
D,—BD,.1=a(D,_1—PAD,_:) ， 
D,—aD,.1=pb" :(D,—aD) 
D.—PBD,_!=a" 2(D: 一 6D) 。 

方法 3 加 边 法 

: : 0 ai 十 aa . ai+a, 
例 16 ”计算 n 阶 行列 式 D= or 0 .asta, 


二 
一 


dn 二 Qi se 2 0O | 
其 中 a1a，…a, 关 0 。 


e 82，。 


他 2 
0 0 
D = 人 qs 十 al 0 


0 0 十 Cl1 0 十 G2 和 … 
…，1 十 1 行 ， 得 


将 第 1 行 的 一 1 们 分 别 加 到 第 2 ， 3， 


CGI 十 G: … 


0 


1 dl 0 “a, 

一 于 一 641 Qi Ql 

D=|—1 4a, 一 02 '"* 0: 
[一 1 a, a, ”一 0 


将 这 个 ?十 1 阶 行列 式 再 加 边 成 ?十 2 阶 行 列 式 ， 并 使 其 值 不 变 ， 


10 0 0 
0 


Ui Or 
1 一 | 一 0 Qi 
DD) 一 
Gs 一 1 a, 一 0 
量 直 市 本 生硬 休 曾 晶 二 
,Ga, -—] de G ， 


将 第 1 列 的 一 1 售 分 别 加 到 第 3 ，4， 


0 | 


Qa, ] 
| 
| 

.a，, | 
| 


-一 人) 


…， 久 十 2 列 ， 得 


10 -1 -1… ~-l 
0 1 C 1 他 2 Ga, 
0 一 1 一 20， 0 … 0 
D= | 
rz 一 0 一 20… 0 
ao -ll 0 0 … 一 20 | 


分 别 将 第 3 ， 4 ，…,m 十 2 列 的 (172) 信 都 加 到 第 1 为， 再 将 第 
3， 4，…，# 十 2 列 分 别 梯 以 一 (1/2@1)， 一 (1/2as)，…， 


一 (1/2a,) 都 加 到 第 2 列 ， 得 


a 83 名 


ia， 
1 1n 
— ; 工 一 一 1 Us Un 
D= Z 7 | 
0 0 一 201 0 0 
0 0 | 0 0 一 20， 
1 一 字 Il 
2 2 
= (—2)"a1asa, 0 
| 1 + i 
TE 
一 (一 2) ”0102 0 |(2—*)— 之 >"|. 
1 一 1 j=1 
说 明 本 例 用 了 两 次 加 边 ， 充 分 说 明 ， 有 时 把 行列 式 的 阶 数 
增高 反而 容易 求 出 行列 式 的 值 。 
方法 4 拆 项 法 


例 17 计算 n 阶 行列 式 
Qi 十 Di al 十 bs ‘+ aitb, 


D | a,+b 0 十 D， "1 gs 二 bb， (n>2). 


ot+b: astbs -ast+b, 

解 1 将 D 关 于 第 1 列 拆 成 两 个 行列 式 之 和 ， 再 将 这 两 个 行 
列 式 按 第 2 列 拆 成 2: 二 4 个 行列 式 之 和 ， 如 此 继续 下 去 ， 得 到 
2" 个 行列 式 ， 这 些 行 列 式 中 ， 每 个 行列 式 都 至 少 有 两 列 相同 或 两 
列 成 比例 ， 其 值 均 为 0， 因 此 ，D= 0 . 


0 ol 1 1 1 .. 1| 
性 [古村 1 
| br ba bs bs 
， . Qs 1 OQ ，… O 
解 2 DD = 0 0 0...0|=0, 
z a 1 0 0 | | 
° 34， \ 100 0 .0 


解 3 ”第 i 列 与 第 ; 列 分 别 减 去 第 1 列 ， 得 
oo biby oe bb oe 
D | bi—br bi1—b! 0 


bi—bi bb : 
说 明 1 ) 本 例 的 三 种 解法 中 ， 解 1 ， 即 拆 项 法 ， 最 容易 想 
到 ，2 ) 例 15 中 已 用 了 拆 项 法 ， 而 且 那 里 的 方法 更 常用 到 。 
方法 5 ” 提 因 子 法 
0 x y 
| 
例 18 计算 行列 式 D = *0 ? 
! > < 0 


On ew N 


i 之 

解 ” 首 先 ， 将 D 的 第 2，3， 4 列 都 加 到 第 1 列 上 ， 可 以 看 
出 ，D 有 因 式 x 十 y 十 z; 其 次 ， 将 D 的 第 2 列 加 到 第 1 列 而 后 减 
去 第 3，4 列 ， 可 以 看 出 ， D 有 因 式 y 十 2 一 x; 再 次 ， 将 D 的 第 
3 列 加 到 第 1 列 而 后 再 减 去 第 2，4 列 ， 可 以 看 出，D 有 因 式 
X% 一 y 十 2， 最 后 ， 将 了 的 第 4 列 加 到 第 1 列 后 再 减 去 第 2 ,3 列 ， 
可 以 看 出 ，D 有 因 式 x 十 y 一 z。 由 多 元 多 项 式 的 理 论 知 ，D 能 被 
这 四 个 因 式 的 乘积 整除 但 是 ，D 中 含有 z* 的 项 ， 且 系数 为 1， 


因此 D= 一 (x 十 y 十 z)(y 十 z 一 %)(x 一 y 十 z)(x 十 y 一 2)， 
1 2 3 和 | 


1 YX 十 1 3 … nn 
例 19 ”计算 n 阶 行列 式 D= 1 2 x+1… nn 


: 1 2 3 wii | : 
”和解 1 第 1 行 的 一 1 倍 依 次 加 到 第 2 ， 3，…，。+1 行 ,得 
“: 7 


U YX 一 1 0 … 0 
D=I0 0 YX 一 2 … 0 


0 0 0 .x—(n—1) .85 。 


一 (YX 一 1)xX 一 2) (YX 一 (2 一 1)) 
解 2 当 x 一 1 时 ，D 的 第 1，2 列 成 比例 ， 值 为 0， 从 而 DD 
有 因 式 x 一 1。 同 理 ，DD 有 因 式 x 一 2，x 一 3，…，x 一 (n 一 1)。 由 
于 这 "一 1 个 因 式 两 两 互 素 ， 所 以 它们 的 积 整除 D. 但 是 ，D 的 展 
开 式 中 最 高 次 项 x"! 的 系数 为 1 ， 因 此 ， 
D=(x—1)(x—2).…(x—(n— 1)) 
说 明 本 例 的 解 2 是 提 因 子 法 ， 可 以 类 似 地 解决 一 类 这 样 的 
题目 。 
方法 6 归纳 法 
例 20 ”计算 n 阶 行列 式 
:Cosa 1 OQ  … 0 0 
| 1 2cosSa | "0 0 
D,= 0 1 2cosa… 和 0 0 
0 0 0 1 2cosa 
解 Di 一 |cosa| 一 cosaw， 


COSC 1 | 


D, = 


一 2cos “waw 一 1 一 Cos2a ， 


1 2cosa 


下 耐用 数学 归纳 法 证 明 ， D,=cosna., 
设 一 切 小 于 的 情况 成 立 ， 研 究 DD,。 对 于 DD,， 按 最 后 一 行 展 
开 ， 得 到 D,=2cosaD,.1~—D,., 


=2cosacos(n—1)a—cos(n—2)a=cosna., 


:四 用 死 兰 姆 规则 解 线性 方程 组 
只 能 解 % 个 未 知 量 ? 个 方程 的 线性 方程 组 , 对 于 这样 的 方程 
组 ， 先 计算 系数 行列 式 D， 当 Dx 0 时 ， 再 计算 D,， 而 后 再 求 
解 ， 当 D= 0 时， 不 适用 , 
例 21 用 克 兰 姆 规则 解 线性 方程 组 
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2x: 十 xs 一 5Xs 十 X4 一 名 
Xi 一 3X2 一 06X4 一 章 
2X: 一 Xs 十 2X4 一 一 5 
X1 十 4X: 一 7Xs 十 6X4= 一 0 ， 


解 ”方程 组 的 系数 行列 式 


2 1—5 TI 
D= -3 0-6l=27x0， 
0 2 一 1 2 
1 4—7 6 
再 计算 
8 1-5 1 2 8-5 1 
| 
Di= 73 076~81, D,=! 9 0~6. ,108, 
一 5 2—1 2 0 -5 一 1 2 
| 0 4—7 6 1 0-7 6 
2 1 8 1 2 1 一 5 
| ; / 
D, = ] 一 3 9 0 _ 27, ,二 .| 3 0 4-27, 
0 2—5 2 0 2 一 : -5 : 
1 4 0 6 1 4-7 0 


根据 有 邵 兰 姆 规则 ， 方程 有 唯一 解 ; Xi 二 D,/D= 3， x;=D,/D 
一 一 人， xs=D,/D=— 1 ， x4=D,/D= 1 。 

1 证 明 题 

一 “有 关 排 列 的 证 明 

这 类 证 明 题 目 主要 考虑 逆序 数 、 对 换 、 奇 偶 性 。- 

例 1 证 明 :r(xixs…xs) 二 n(n 一 1) 一 r(x 12%) 

证 明 因为 ,x1,x;,… ,x, 中 任意 两 个 不 同 的 x; 与 Xx; 必定 在 
排列 xixz…xw 或 Xexs 1…xXaxi 中 构成 逆序 ， 而 且 只 能 在 其 中 的 
一 个 构成 逆序 ， 所 以， 这 两 个 排列 道 序数 的 和 等 于 ci= 


se 人 * 


n(n 一 )/2。 因 此 结论 成 立 。 

例 2 证明， 任意 n 元 排列 X1X;…%s， 一 定 可 以 经 过 不 超过 
nn 次 的 对 换 变 为 n 元 排列 12…n 

证 明 对 n 用 数学 归纳 法 。 

当 n 二 1 时， 结论 显 然 成 立 。 假 设 对 n 一 1 元 排列 结论 成 立 ， 
考虑 x 元 排列 xixs…xn-ixn。 若 xu 一 7， 则 xl1xz mx-1 是 1 ,2 
,1 一 1 的 一 个 n 一 1 元 排列 ， 由 归纳 假设 ， 经 不 多 于 1 一 1 次 对 
换 ，x1x2…xs.1 变 为 12…(n 一 1)， 从 而 ， 经 不 多 于 n 次 ( 实际 是 
不 多 于 nn 一 1 次 ) 对 换 ， x1x2…X,-1X;: 变 为 12…(n 一 1)n。 结 
论 成 立 。 若 Xx, 三 1, 设 xi; 二 n《i<<n) , 则 可 先 对 xxieXn_1Xn 
进行 对 换 人 xi， xX, ), 得 到 x 1 XX 11 化 为 已 证 的 情况 。 
绪论 也 成 立 。 根 据 数学 归纳 法 原理 ， 绪 论 得 证 ，。 

二 用 行列 式 定义 进行 的 证 明 

这 类 证 明 题 目 要 通过 行列 式 的 定义 来 证 明 ， 甚至 只 能 通过 行 
列 式 的 定义 来 证 明 ， 别 无 途径 。 

例 3 证明， 若 #* 阶 行列 式 D 中 等 于 零 的 元 素 的 个 数 多 于 
n? 一 n， 则 D= 0 ， 

证 明 因为 ，DD 闪 有 n? 个 元 素 ， 叉 ，DD 中 等 于 零 的 元 素 的 个 
数 多 于 n? 一 n， 所 以 ， DD 中 不 等 于 零 的 元 索 的 个 数 少 于 
842 一 (32 一 弛 一 2。 根 据 行列 式 的 定义 ， 行 列 式 的 每 一 项 为 不 同行 
不 同 列 的 % 个 元 素 的 积 ， 所 以 ，D 的 每 一 项 中 至 少 有 一 个 因 子 为 
零 ， 因此 ， D=0., 

例 4 设 有 两 个 行列 式 


CGI CI2 ''" Gin Gil Gil20- GinD1 1 
a 0 曲面 血 如 | a b uu bi 本 六 2 
Di 一 2 1 2 D :一 21 z 2 2 2 | 
Gal Gn Quanl aanib" Tt asszbna on gon | 


其 中 5 到 0， 证 明 D ;=D，、。 
. 88 。 


FE + PE Per PE TTP Pp EE FREE 


证 明 ”按照 行列 式 的 定义 ， 
1 = (一 Da 


1 2 
rj1j2" jn) p!™ 一 5 2 一 / 
D, = 之 (一 1) Caij10 )(as; b ) 
1 
六 一 jn ! 
(an )。 
1 一 /1 2 一 / : —jn 
而 (ai )(a > )， b : ) "as jot )=01j102j, anj, 


DC 二 2 十 … 士 4) 一 (71 十 加 十 … 十 7o) 


1 1 

人 所 以 ，Di= 一 D，。 

例 5 ”证明 ， 若 三 阶 行列 式 D 的 所 有 元 素 均等 于 二 1， 区 
| 卫 1| 委 4 

证 明 首先 ， 访 的 展开 式 共有 6 项 ， 而 每 一 项 的 绝对 值 均 等 
于 1， 所 以 1D|6。 其 次 ， 由 于 D 的 一 行 加 于 田 一 行 后 ， 得 出 
一 全 为 偶数 的 行 ， 所 以 D 是 偶数 。 因此， 只 要 证 明 Dz 土 6， 

先 证 明 D< 6 ， 由 于 3 阶 行 列 式 D 的 展开 式 共 有 六 项 : 


CI022033 Ci202303i 013021G3 > 


下 向 中 $4 b= ' . 
2 Gn js 01j102), 


各 - 一 it423432”， G120G210s39 一 6130622G319》 
押 以 ， 符 吕 于 6 ， 则 这 六 项 全 等 于 1， 从 而 ， 前 三 项 的 乘积 与 后 
三 项 的 乘积 均等 于 1 ， 即 
(G11022433)° ‘(G12023031) (G13421432)= 1， 
(~—aiig2sas2)*(—a12021038) (一 al 3G22031) 二 1， 
引出 矛 导 。 因 此 ，D 关 6， 
同样 可 证 口 关 一 6 ， 故 得 |D|I 委 4， 
三 用 行列 式 性 质 进 行 的 证 明 
这 类 证 明 题 目 主 要 是 行列 式 值 的 改 达 式 。 一 般 要 反复 应 用 行 
列 式 的 各 种 性 质 ， 才 能 给 出 证 明 。 


ee 


例 6 证明 2n 阶 行列 式 
| a 0 a 0 b | 
0 


0 a + 了 | 
| 
Dar = ,ob 一) 


0 Does srs ess ses 0 
0 


证 明 1 根据 拉 普 拉 斯 定理 ， 对 D2, 按 第 1，2n 行 展开 ， 得 


一 


pb 
D,, ~ “ Darn!) . 


| 65 a 
再 根据 拉 普 拉 斯 定理 ， 对 D,.,_1) 按 第 1 》 2(n 一 1) 行 展开 ， 得 
D， = a bil? D 
b a a" 1) 
如 此 继续 下 去 ， 便 得 
D2,=| “ =(a:—b? 可 
， (a ) 


证 明 2 将 D;,, 的 第 2n 列 加 到 第 1 列 上 ， 第 22 一 1 列 加 到 第 2 
列 上 ， ”多 第 n 十 1 列 加 到 第 nn 列 上 ， 而 后 分 剂 从 第 | ， 2，…， 
nn 询 中 提出 a 十 56， 得 


1 0 0 6 
0 1 bp 0 
S | 
多 | 
,1 b ~ 
D,,=(at 60)" a ] (re 
0 1 a | 
1 0 4 0 1 : 


。 90 e 


将 第 ! ，2 ，…，1m 列 都 乘 以 一 总 而 后 分 别 加 到 第 2n，2n 一 1， 
"yp ?十 1 列 上 ， 得 


“1 0 0 0 
0 1 1 0 0 
ee ] 0 eee 
Pa 一 (ao 十 0)” sre None 1 a—~b 
/ 0 1 a—b 0 
1 0 0 a—b 


~—(a++b)"(a—b)"=(a:—0)", : 
说 明 1 ) 本 例 也 可 以 如 下 证 明 ， 当 ax 0 且 b 天 0 时 ， 从 Dsn 
的 前 n 行 提 a， 后 4 行 提 5， 而 后 ， 将 第 1， 2 ，…，7 列 分 别 乘 以 
(一 6/a)， 再 分 别 加 到 第 2n，2n 一 1 ，…，n 十 1 列 上 。 当 a= 0 或 
b= 二 0 时 多 证 ; 2) 本 例 说 明 ， 同 一 个 题目 可 以 有 多 种 证 法 ! 3 ) 本 
例 的 D;，， 若 主 对 角 线 元 素 顺 次 写 为 a1， G29 “9 Qosns 副 对 角 线 


元 素 顺 次 写 为 1,6,,… ,50s,;,, 则 行列 式 将 等 于 UU (aiaali-i 一 


—bib2n:1.:i), 


:dni Un2 '* Cnn | 
Ai 是 D 中 ao 的 代数 余子 式 ， 求证 


ali Xi 012 十 Xs Gin 十 Xn 


并 1 
| < 他 了 [对 要: 中 Nn : 
1 ) “2 -xi 22 十 之 Us 十 =D+ T(x5 A ) 
中 中 遇 [ 秆 和 | [古本 | j=1 | 


0 十 Xi qdqez 十 YX dann 二 Xn 
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2 ) 031 一 Ga Cs32 一 422 3 


1 一 CGI 0012 一 G13 01 一 G1， 


昌 看 让 学 昌 夫 


Uni™— d,s dn2™— QQ,3 和 Crsn-1™ Qn | 
QI11-FxX Gi2 十 X%X … Ginx | 


4 ) 021 十 X Ga 十 YX … 92 


，,， ... | 4 
iani 二 x a,2-FxX 0 十 xx 
证 明 ”1 ) 将 左 端 的 行列 式 按 第 ! 列 拆 开 ， 
0 十 2 ai 十 x， 机 G1， 十 文 。 
21 十 1 Laz2 十 X2 a 
| 


生日 必 本 卓 虽 [i 前 志 蝇 


GEL 十 Yi G，2 十 YX， rs G ,十 X， 


1 
| 
3 ) 421 一 023 4022 一 023 02r-1 一 0 1 | 
| 


1 一 Gyi dn2™ Qn .12 Unn™— Gdn_1lsn 


(Gir Qi12s XxX, din 十 XX， | :XI Qi， 十 X，…， 
O21 G22 十 Xa 入 QG2n 十 Xn 十 Xi Gaz 十 Xs 机 
Cn 1 Qa,2 十 xx， “2 0 十 X， | XI Qa, 2 十 X， 各 和 直 
-一直 “一 一 加 
上 式 右 喘 第 二 个 行列 式 为 
:Xi dl1s 二 尺 。 ” Gln 二 XX， | 1 他 1 ?> 生生 
:~ G,; 十 X。 G2 十 和 一 1 (2, 生 
| ,, 曲直 和 
| 和 | 第 让 部 入 当 汕 章 
| | 
‘Xl Qn2 xX, ， Gun 十 X%n 1 Go2 … 
并 
-Xi! > 人 1， 


王将 上 式 右 端 第 一 个 行列 式 按 第 2 列 拆 开 ， 这 样 继续 作 下 去 ， 最 
后 得 


1 1 a 
蛛 式 三 总 十 xi >, Al 十 Xs > Apz 二 十 x 之 全 ke 
R 一 1 R=1 R=1 


-一 D+ 了 (了 Ani) 
j=1 R=1 
2 ) 将 左 端的 行列 式 中 第 1 ，2 ，…，+# 二 1 行 都 加 到 第 n 行 
二 去 ， 再 将 第 1 ， 2 ，…， 1 一 2 行 部 加 到 第 "一 1 行 上 去 ， 这 样 依 
次 作 下 去 ， 最 后 将 第 1 行 加 到 第 2 行 上 去 ， 且 将 第 1 行 元 素 “1” 
改 瑟 成 GD 十 (1 一 ai) 的 形式 ， 由 后 用 1 ) 的 结果 ， 得 


| 

1 1 [ 秆 生 | 1 

| 

CC21 一 011 C22 一 G12 ‘+ Gn Qin 
da G21 Ul2~™— Us,»2 一 


[Co 一 ll Cn82 一 12 0 一 0 

‘aut (1—a11) a12 十 (1 一 a;;) “ Gl» 十 (1 一 G1,) 
ont O10) 0 2 2 十 (1 一 ai) … don 十 (1 一 ai) 
Ge 人 和 as 十 (1 一 ai ) 


dni tO nt) 机 Gin 十 (1 一 ai) 


二 DD 十 3 Ca) 5 A 


一 | h=! 
1 
一 上 十 < A Sa A = 2D, 入。 
R ,一 1 R=1 j=1 R ,7 一 | 


3 ) 间 2 ) 可 证 ， 从 略 . 
4 ) 在 1 ) 中 ， 令 Xi 二 x(i 二 1 ，2，.….， n) ,好 得 ， 
例 8 求证 n 阶 循环 行列 式 


993. 


站 
re mm gee PL sD 


Gal G2 gs … G， 
a, CGI G2 ”… Un-!l 
sani Tn CGI Un-2 
D= oo fee) en) 

.Us G4 G5 … GS 
a a 

其 中 f (x) 二 gai 二 92x 十 十 QnX” ， 13 £22161 为 所 有 的 fn 次 

单位 根 ， : 

证 明 取 é 二 cos 的 tisin- Te., 匡 设 


1 1 1 t 
1 £2 人 -~ 1 
1= 1 &? ee” 2(n~!) 


| 1 er!l e2(n—1) 


1 


. =- | 和 i 名 | 
Glt+tan Gl+aset. Qne “' Ci1+6sE 二 CE 1) 


| 六 -一 这 : 
e\ 1)? 


Glttan ealtasetmtane  ) 和 Ee” (ol+as orlytanel rt):) 


| 


Git tan en-i(grtasete tanen-l).e(n-l)t Cartasen lt...+ane(n"1):) 
1 1 1 are 1 | 
:1} £ 2” | 让 Re | 


/DI CED A er ee 


D(H 一 HH 1)2 ， 


Dd=/(Df(e)f Ce f(e" ed (x*) 


因为 ，e 为 n 次 本 原单 位 根 ， 所 以 e 天 e!，i 短 j， 从 而 ，1， 
。 94 。 


E，82，… en 1 是 nm 个 互 不 相同 的 2 次 单位 根 ， 因 此 ，d 关 0， 
从 (*) 两 端 消去 4d， 得 到 / 

D=f(1)f(e)f(e’).. fle )=/(e)f (es) f(e,). 

说 明 ”1 ) 本 例 将 F 上 的 也 看 作 C 上 的 也 来 处 理 ，2 ) 本 例 中 
辅助 行列 式 d 的 选取 是 关键 . 

例 9 若 2z(2 之 3) 阶 行列 式 D 的 元 素 为 二 1， 证 明 1D1 委 
(n—1)((n—1)1)., 

证 明 ”对 DD 的 阶 数 n 用 数学 归纳 法 。 当 n= 二 3 时， 由 例 5 得 ， 
DI<4=(3 一 1D)((3 一 1)!)， 结 论 成 立 。 设 ”一 1 时 结论 成 立 ， 
考虑 # 阶 行列 式 D。， 对 D 按 任 一 行 展开 ， 再 由 条 件 及 归纳 假设 ， 
就 得 [ID|=laiiA,itaisAist tainA;, | 

/ 二 | 二 M+M;i,+.…+M,,| 

委 |Mi| 二 Mo 十 … 十 Mi。 | 
SLC(2 一 2 儿 ( 人 一 2)1<(8 一 1 一 1)0， 
即 ， 对 于 2? 阶 行列 式 结论 也 成 立 。 根 据 数学 归纳 法 原理 ， 结 论 成 
Le. 

说 明 本 例 是 一 个 不 等 式 。 

例 10 设 0，ao，ai，,…，a;, 是 nn 十 2 个 互 不 相 同 的 数 ， 
00 头 0， 并 且 


Go G1 0 oe 

Go CC … QO. | 

f(x)= i ai a x .. 0 
Un Qi 他 2 1*» . 


证 明 (x 一 6，f(x))==1.， 

证 明 根据 行列 式 的 性 质 ， 得 到 f(a1)=f(as)=… =f(a,) 
二 0， 从 而 Xx 一 a1， X—02, … XxX 一 4, 均 整除 f(x)， 由 于 al,a,， 
*， 4 万 互 不 相同 的 n 个 数 ， 所 以 (x 一 a1)(x 一 a，) …(x 一 a,) 整 
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除 /(x)。 根 据 行列 式 的 定义 ，8x) 的 首 项 为 cux"， 所 以 /一 
一 Qi(Cx 一 GT)(xX 一 az)…(x 一 ah)。 因为 ， 与 0，G2，…， Gu 个 
同 ， 所 以 ，5b 不 是 f(x) 的 根 ， 从 而 x 一 0 不 整除 A(x)， 再 由 x 一 b 蚌 
不 可 约 多 项 式 得 ，(x 一 b，jf(x))==1.， 

说 明 ”本 例 是 一 个 与 多 项 式 相 联 系 的 问题 . 

四 ”有关 苑 兰 姆 规则 的 证 明 

这 类 证 明 题目 直接 用 克 兰 姆 规则 证 明 ， 或 者 用 克 兰 姆 规则 的 
思考 方法 证 明 。 

例 11 说 ct，as，…， 4, 古 数 域 F 中 互 不 相同 的 数 ， bi, 
5，…，b, 是 F 中 任意 一 组 给 定 的 数 ， 证 明 存在 唯 一 的 数 域 F 上 
的 多 项 式 f(x)， 使 得 f(a:) 二 8;，i 王 1，2，…，4# 县 
deg(/f (x))<n. / 

证 明 ” 考 碟 线性 方程 组 

Ci 十 QiXs 十 十 ?1x = 

xi 十 aaxs 十 十 G9 1X, 一， 

Le 二 a” ! Y 一 已， 
因为 ， 系 数 行列 式 DD 是 一 个 由 a1，a:，…，a, 组 成 的 范 德 蒙 行 列 
式 ， 而 有 目 G1，Gs，，….， a, 互 不 相同 ， 所 以 ，D 交 0， 从 而 ， 由 殉 
三 姆 规则 知 ， 方 程 组 有 唯一 解 。 设 其 解 为 Xx1 二 co，X 1 二 Cc1,…， 
Xn 二 Co-1, 则 多 项 式 f(x)= 二 co 十 cix 十 … 十 cs_1x"-! 即 为 所 求 ， 
因为 ， 显然 ， deg(f(x))<n, 日 f(ai) = 6b,, 1 二 1 2 ， 
hn。 又 因为 该 方程 组 的 解 唯一 ， 所 以 这 样 的 多 项 式 也 是 唯一 的 ， 


例 12 设 a， b， Cs d 是 不 全 为 零 的 实数 ， 证 明 方 程 组 
fax 十 px 十 cxs 十 dx 一 0 


| bxi—ax,Tdxs—cXx,=0 
| cxi—dx,—axs+bx,=0 


(qdxi+cex,—bxs—ax,=0 
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只 有 和 零 解 ， 
证 明 根据 克 兰 姆 规则 ， 只 需 证 明 系数 行列 式 D*0。 
: : 1 9 b ¢ d| la b C | 
、 ，_ 1 a dg 一 5c 
因为 ， D 一 


a cb—a ld c —b 0 

| G2 十 D2 十 c2 十 d2 0 0 0 | 
_ 0 a -tb?+c?+a? 0 0 | 
0 0 a?:+-b?+c?+d? 0 | 
0 0 0 artbitestd? 


= (ar+b?*+c:td?), 
又 ，4a，04, ¢， d 是 不 全 为 零 的 实数 ， 所 以 ， D0., 
G11 CI2 CGI 


例 13 Dee 


Cntl Co Gnn | 
证 明 《aiif1(X)+aorsf2(x)T +arnf (x), aysif (x)+ 
Tassf CX) tt arf x) es, anf (x) tars fo) + 
+asaf n(x))=(f 1(x), fax), … f(x)), 
证 明 设 
‘a11f 1(X)+ alias(X) 十 … :十 Gy n(x)=g.(x) 
| 二 ‘Tarnf (xx) 一 9 (X) 


Cas fi(x) +t ass fax) + a fu) = 09%) ， 
则 仿 克 兰 姆 规则 的 证 明 过 程 ， 可 得 
gi(x) Qi2 "+ Grn | 
RE 


ga(x%) Qn2 … Onn | * 97 ， 


A1191(X) 十 Asiga(x) t+ Ty A nga(%) 


1 
z 站 

从 而 ,f(x) 是 gi(x)，g2(x)，… ,9n(《x) 的 组 合 ， 同 样 f (x)， 
了 :xX) 也 都 是 gi1《(x)，92(X)，…，9n《X) 畦 组合 。 由 整除 的 
性 质 知 ， fi1(x); f 2 x), “yg J.《x) 的 公 因 式 与 91(x),9:《Xx)， 
…，gn(x) 的 公 因 式 相 出 ， 再 由 景 大 公 轩 式 的 定 义 知 ， 结 论 成 


Le 
Mf.» 


$5 补充 资料 
I 行列 式 的 其 它 定义 方法 


一 ”归纳 定义 法 
1 阶 行列 式 ， lai1|=a11, 
lai G1 | < 
2 阶 行列 式 , | 一 于 (DIM 


doi Cg22: j=! 
Mi 一 |ayy|， M ,=|lasil, 


假设 4 一 1 阶 行列 式 已 经 定义 ， 则 可 以 用 n 一 1 阶 行 列 式 定义 
阶 行列 式 | 


Ga 和 an | 
1 
他 生 和 和 。 
21 (22 (dzn = Salj(—1)'*iM,,, 


oo oe j=1 
[av Un 2 Cnn 
CE22 G23 a d21 U22 dyn.! 
M 一 | ， Mi， 一 | 9， 
la， Gn3 *** ann | dnl (ns … Qnrn-l 。 
一 ”置换 定义 法 


把 一 个 ?级 排列 变 为 另 一 个 ?级 排列 的 变 换 称 为 一 个 ?级 置 
换 ， 记 为 
太一 l 2 3 … 和 
) 


98 。 0! U2 Cs Qn’ 


辣 在 每 个 码 之 于 写 出 它 要 变 成 的 数码 。 

一 个 置换 人 A 可 以 用 不 同 的 记 法 ， 只 要 每 个 数码 与 它 所 要 变 成 
的 数码 上 下 对 正 就 行 了 ， 如 

2 3 4 2 1 3 4\_/4 1 3 2 

= (3 1)() 3 2 1) (4 1) 

个 置换 A， 当 关上 下 本 排列 丰 个 性 朋 同 果 称 光 全 是 区， 
反 时 称 为 奇 置换 ， 

一 个 置换 A， 了 其 上 下 两 排列 的 逆序 数 之 和 为 偶数 时 ， 则 为 
侦 置 换 ， 为 奇数 时 则 为 奇 置换 。 当 n> 1 时 ，1 级 置换 共有 nt 个 ， 
其 中 奇 、 偶 置换 各 占 一 半 ， 


Gi G12 + Qln 


上 有 类 


Coal Cr2 0 Onn 
称 为 一 个 n 阶 行列 式 ， ey ， 每 项 为 不 同行 不 同 列 的 n 个 元 素 


的 羔 积 ， 而 当 置换 ( ” ，) 为 偶 置 换 时 ， 此 项 加 正 号 ， 为 
7 1 7 ， “0 jn 


奇 置 换 时 加 负 号 . 

三 ”公理 化 定义 法 

近代 还 有 用 公理 化 方法 定义 行列 式 的 。 如 采用 多 重 线性 函数 
的 概念 来 定义 ， 但 是 ， 要 求 的 预备 知识 较 多 ， 不 易 接 受 ， 对 于 初 
学 者 来 说 ， 比 我 们 所 采用 的 排列 定义 法 ， 难 度 要 大 得 多 

行列 式 的 定义 。 从 全 体 n 阶 矩阵 的 线性 空 间 到 复数 域 C 的 函 
数 det, M(n, rn, C)>C, 

A={(a1l, *, an)>detA=det(a,, ..， Qn )， 

满足 如 下 三 个 公理 时 ， 称 为 行列 式 ， z 

公理 1(n 重 线性 性 )det 视 为 任意 列 a ;的 函数 时 是 线性 映射 ， 
印 1) det(aly， …， Ci 十 Di …， Qn ) 
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一 det(ai， di Gn) detCars 和，Di :+ ,an) 
2) det(al，，…，，caiy ory On) 
—Cdet(ai, 1 ci， Gan) CEC., 

公理 2《 交 锯 性 ) 各 人 的 两 行 相 同 ， 则 detA= 0， 

公理 3 规范 化 条 件 ) 对 于 单位 矩阵 卫 ,。，det 王 ,= 1 . 

I 历史 资料 点 滴 

最 早 引 入 行列 式 概 念 的 ， 是 十 七 世纪 日 本 数学 的 奠基 人 关 孝 
和 ， 他 在 1683 年 发 表 的 《 解 伏 题 之 法 》 一 书 中 ， 对 于 行列 式 及 其 
展开 已 经 有 了 清楚 的 叙述 ， z / 

行列 式 概 念 在 欧洲 最 早 见于 菜 布 尼 兹 的 著作 (1693 年 )， 拉 
格 度 日 和 拉 普 拉 斯 也 曾 研 究 过 这 个 课题 ， 通 常 认为 它 溯源 于 柯 西 
《1812 年 ) .关于 这 一 理论 最 系统 的 叙述 则 是 雅 可 比 的 《 论 行列 
式 的 形成 与 性 质 》( 1841 年 ) 一 书 . 

1693 年 菜 布 尼 效 用 指标 数 的 系统 集合 ， 表 示 仿 两 个 未 知 量 x 
与 y 的 三 个 线性 方程 所 组 成 的 系数 系统 。 他 从 三 个 线性 方程 的 系 
统 中 消去 两 个 未 知 量 , 得 到 一 个 行列 式 , 现 在 称 为 方程 组 的 结 式 。 

用 行列 式 的 方法 解 含 二 个 、 三 个 和 四 个 未 知 量 的 联 立 方程 可 
”能 在 1729 年 由 马 殉 劳 林 开 创 ， 且 于 1748 年 发 表 他 的 遗 作 《 代数 论 
涛 》 中 ， 其 法 则 就 是 现在 所 使 用 的 法 则 . 

殉 兰 姆 于 1750 年 把 马克 劳 林 的 法 则 发 表 在 他 的 《 线性 代数 分 
忻 导 言 》 中 ,他 的 行列 式 和 现在 一 样 , 是 一 些 乘 积 的 和 ， 每 一 乘积 
的 符号 是 这 样 确定 的 ， 即 从 标准 次 序 出 发 ， 得 到 这 些 元 素 的 排列 
所 需 的 重 排 数 ， 当 该 数 是 偶数 时 带 正 号 ， 否 则 就 带 负 号 ， 

1764 年 法 国 数学 家 培 祖 把 确定 行列 式 每 一 项 的 符号 系统 化 
了 。 他 给 出 了 含 r 个 未 知 量 的 4 个 方程 组 成 的 齐 次 线性 方程 组 ， 证 
明了 系数 行列 式 等 于 零 是 这 个 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 。 他 还 得 出 
了 行列 式 按 一 行 ( 列 ) 展开 的 法 则 ， 

范 德 莹 脱离 开 线 性 方程 组 ， 独 立地 对 行列 式 理 论 作 系统 研 
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究 ， 给 几 行 列 起 的 定义 与 确定 项 前 符号 的 法 则 ， 获 得 了 接着 干 行 
展开 的 部 分 法 则 ， 被 认为 是 行列 式 理论 的 竟 基 人 ， 

参照 克 兰 姆 和 培 祖 的 工作 ， 拉 普 拉 斯 在 1722 年 的 论文 《4 对 积 
分 和 世界 体系 的 探讨 》 中 ， 证 明了 范 德 蒙 的 一 些 规则 ， 推 广 了 展 
开行 列 式 的 方法 ， 得 到 了 现在 的 拉 背 拉 斯 定理 ， 

行列 式 一 词 是 柯 西 给 出 的 ， 现 在 的 行列 式 的 两 条 竖 线 的 记号 
是 他 于 1841 年 引进 的 。 他 的 沙 作 给 出 了 行列 式 的 第 一 个 系统 的 ，、 
几乎 是 近代 的 处 理 。 他 的 主 结 果 之 一 -是 行列 式 的 乘法 规则 (虽然 
拉 格 朗 日 已 经 对 三 阶 行列 式 给 出 了 这 个 规则 ， 但 因为 他 的 行列 式 
的 行 是 一 个 四 面体 的 顶点 坐标 ， 未 被 引 疝 普遍 化 》。 他 还 改进 了 
拉 普 拉 斯 定理 ， 并 给 了 一 ) 证 明 。 

1825 年 Heinrich FE。Scherk 在 他 的 《数学 论文 》 中 给 出 
了 行列 式 的 几 个 新 的 性 质 ， 如 三 角形 行列 式 等 。 

1877 年 G。 允 。 互 寺 1 公布 关于 月 球 理论 方面 的 重要 论文 时 ， 
对 无 穷 阶 行列 式 的 应 用 很 多 ， 

当 行 列 式 的 元 素 是 1 的 函数 时 ， 其 导数 公式 首先 由 雅 可 比 于 
1841 年 给 出 ， z 
” 1925 年，F。Schweins 在 公布 的 著作 中 有 繁 行列 式 的 重要 
结论 ， 由 于 符号 繁 尿 而 未 为 人 们 所 注意 ， 后 来 ， 为 Dyluester， 
Kronecker 及 其 它 人 重新 发 现 ， 

行列 式 的 数 信 性质， 原始 除 式 的 理论 ， 创 立 较 晚 ， 为 再 ， 本 。 
D,. Dmith, Weierstrass, Kronecker，Frobenius 所 研究 ， 

T, Muir 关于 行列 式 的 书 ， 论述 了 截至 1841 秆 的 理论 ， 完 
全 精细 ， 是 行列 式 的 第 一 部 巨 典 ， 
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3$6 基本 习题 


1 对 于 任意 的 R, 0 二 hci 0 之 2 ,证 明 ， 存在 逆序 数 为 
R 的 2 级 排列 . 

2 计算 r(369…(377147…(37 一 2)258…(32 一 1)) ， 

3 洛 ? 阶 行列 式 D 有 R 行 和 产 列 的 交点 处 的 元素 全 为 0， 且 
k 十 h>>n， 证明 D== 0.， 

4 设 a; ;是 整数 ，i，j= 二 1 ，2 ,，…，n， 证 朋 


ol 0 a 
: od 
D- Qo 2 2 » 2 0 
| 
| Un1 Cn 机 ov 一 可 
5 计算 
0 0 —n oa1 1 ! 
1 Cs: 
1 )D= 2 ) D=| , 
10 一 ? 1 .l(ai# 0) 
一 1 0 0 | a | 
6 计算 
" 15 30 0..0 0 
2 5 3 0. 0 0 
D,=0253.00 
0000.25 
7 计 旬 


ai 一 Di ai 一 0 ' a,—b, 
1 ) 2 


an—bi 0 一 D， 本 an—bs 


1 十 al 1 Wy 1 | 


2)D,= 1 ltTo 1 i(o,#0) 


Ce 
91(%) gx2) 1 gi(x") | 
8 设 f(%)=| 92C*) 9 ) “ga2(%") 
ge) os 本 “gn(xX") | 
证 明 fx)== 0 或 作 x) 在 复数 域 上 可 约 ， 
9 设 f1(x)，f2(x)，…，f,(%) 是 次 数 不 超 过 n 一 2 的 多 
项 式 ，a1，4;，…，a, 是 任意 数 ，n>>1， 求 证 
Ja) filas) 1 filas) | 
了 (91 f， (on fle ) 


(n>1) 


二 0， 


fs Ga,) f+ Co jula,) ] 
10 证明 线性 方程 组 

f Xz 十 Xs 十 … 十 Xn_1 十 xs。 二 1 

: 1 十 Xs 十 十 Xn 1 十 x, 二 2 

1 Xi 十 XX， 十 … 十 xs.1- 上 X= 二 3 

xi 十 Xz 十 Xs 十 十 Xm.1 一 1n 


的 解 是 x ;一 = Tn—i, 1 一 1，2， "1 
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第 三 章 ”线性 方程 组 
$1 概括 说 明 

线性 方程 组 的 理论 在 线性 代数 中 的 地 位 是 突出 的 ， 它 不 仅 是 
线性 代数 的 最 基本 的 内 容 ， 而 且 也 是 线性 代数 的 理论 基础 。 后 面 
一 些 章节 的 许多 问题 都 要 归结 为 线性 方程 组 的 问题 。 同 时， 在 数 
学 的 许多 分 文 及 其 它 许多 领域 中 ， 线 性 方程 组 也 有 广泛 的 应 用 ， 

关于 线性 方程 组 的 各 种 问题 ， 本 章 得 到 了 圆满 的 解答 ， 所 得 
到 的 结果 是 十 分 完美 的 。 在 研究 问题 的 方法 与 模式 上 ， 有 局 发 作 
用 。 本 章 除 了 应 用 行列 式 这 一 工具 外 ， 还 引进 了 向 量 和 符 阵 两 种 
工具 。 本 章 所 论述 的 概念 、 结 论 、 方 法 ， 都 是 基本 的 ， 在 更 个 线 
性 代数 中 起 着 十 分 重要 的 作用 ， 将 更 经 常用 到 . 

本 童 的 内 容 分 为 四 个 部 分 高 斯 消 元 法 ， 线性 方程 组 与 窍 
阵 ; 1 维 ( 数 ) 问 量 及 其 线性 相关 性 ， 和 矩阵 的 秩 ; ”线性 方 程 组 相 
容 性 定理 ， 线 性 方程 组 解 的 结构 ， 线 性 方程 组 的 解法 ， 二 元 高 次 
方程 组 ， z 

高 斯 消 元 法 是 中 学 数学 中 所 讲述 的 消 元 法 的 发 展 ， 其 基本 思 
想 是 ， 逐 次 地 把 方程 组 中 的 一 部 分 方程 变 为 念 未 知 量 较 少 的 方 
程 ,从 而 将 方程 组 化 为 阶梯 形 的 规范 形式 ,并 是 按 一 定 程序 进行 ， 
高 斯 消 元 法 不 仅 给 出 了 实用 的 计算 方法 ， 而 且 可 以 建立 方程 组 有 
解 的 判定 定理 ， 

对 于 线性 方程 组 施行 同 解 变换 ， 主 要 就 是 对 系数 和 常数 项 
进行 运算 ， 因 此 ， 可 以 略 去 未 知 量 而 具 把 方程 的 系数 和 常数 项 分 
离 出 来 排 成 一 个 表 ， 用 这 个 表 代 赫 方 程 组 ， 这 种 表 就 是 矩阵 。 于 
是 ， 线 性 方程 组 和 知 阵 可 以 建立 一 一 对 应 关系 。 由 方程 组 的 三 种 
同 解 变 换 引 入 秆 阵 的 初等 变换 。 解 线性 方程 组 就 可 以 在 矩阵 上 得 
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以 实现 ， 

向量 概 念 自身 就 是 线性 代数 的 景 重要 的 研究 对 象 之 一 。 本 章 
引入 n 维 ( 数 ) 向 量 的 概念 ， 定义 向 量 的 线性 运算 ， 研究 线性 相 
关 性 。n 维 向 量 的 线性 相关 性 是 关键 内 容 ， 这 是 因为 ， 一 方面 ， 
这 龙 解 决 本 音 间 题 所 必须 的 ， 另 一 方面 ， 这 也 是 对 后 面 线 性 空间 
一 章 中 难点 的 分 散 ， 


对 于 矩阵 的 秩 ， 本 章 主 要 是 给 出 两 种 定义 方法 ， 即 向 量 定义 


法 和 行列 式 定 义 法 ,进一步 的 研究 将 在 矩阵 一 章 中 进行 
线性 方程 组 的 相 容 性 定理 与 线性 方程 组 的 解 的 结构 组 成 线性 
方程 组 的 基本 理论 ， 是 本 童 的 中 心 内 容 。 解 的 结构 问题 就 是 用 有 


限 个 解 来 刻 划 无 限 个 解 的 问题 ， 是 一 个 深刻 的 思想 方法 。 线 性 方 


程 组 的 解法 ， 本 质 上 就 是 两 种 ， 克 兰 姆 规则 和 高 斯 消 元 法 ， 
二 元 高 次 方程 组 的 解法 ， 基 本 思想 是 消 元 。 本 章 给 出 了 理论 
及 具体 解法 ， 在 推导 过 程 中 应 用 了 线性 方程 组 的 理论 . 
本 章 的 补充 资料 是 ， 非 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ， 线 性 方 
程 组 的 近似 解法 ， 主 元 素 消去 法 ， 历 史 资 料 点 滴 ， 
: $2 内容 提 要 
I 高 斯 消 元 法 
一 ”线性 方程 组 
fallxX1l 本 GaX2 十 … 十 GinXn 一 D 


形 如 “91 全 二 十 二 gm 人 (1 ) 


[asixi+as 2x 二 “TasnXn =0, 


的 方程 组 称 为 数 域 F 上 的 一 个 元 线性 方程 组 ,其 中 a,,; € F ,i=1, 


2,… ,5S， 了 二 1,2,… ,nn, 称 为 系数 ，b5;EF，i 二 1,2,…,s, 称 为 常 
数 项 Xl Xs 3 Xx: 是 文字 ， 称 为 未 知 量 。 

变 有 数 域 F 上 的 有 序数 组 (Ri ,Rs ，…,R), 若 将 xxa 2 
依次 用 &1 ,kh,，,…,k。 代 入， 使 得 (1) 中 的 每 个 方程 均 成为 数 域 F 上 
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的 等 式 ， 则 称 《&1，k。,…,k, ) 为 方程 组 (1) 的 一 个 解 。 方 程 组 
的 解 的 全 体 , 称 为 它 的 解 集合 . 若 两 个 "元 线性 方程 组 的 解 集合 相 
等 ， 则 称 这 两 个 方程 组 同 解 。 

称 下 面 的 三 种 变换 为 线性 方程 组 的 初等 变换 ， 1 ) 用 一 个 非 
等 的 数 乘 以 某 一 个 方程 ，2 ) 把 一 个 方程 的 倍数 加 到 为 一 个 方 
程 ， 3 ) 互 换 两 个 方程 的 位 置 ， 

定理 。 初 等 变换 把 线性 方程 组 变 为 同 解 的 线性 方程 组 、 

初等 变换 是 解 线性 方程 组 的 基本 方法 和 基本 步骤 . 

讨论 线性 方程 组 ， 要 解决 下 面 四 个 问题 ， 1 ) 线性 方程 组 是 
寄 有 解 ， 找 出 有 解 的 必要 充分 条 件 ;， 2 ) 有 解 时 解 的 个 数 ， 3 ) 
有 解 时 怎样 求解 ,4 ) 当 解 不 下 一 个 时 , 解 之 间 的 关系 。 

二 、 算 阵 : 

实际 上 ， 给 定数 域 F 上 的 一 个 由 s 个 方程 组 成 的 rn 元 线性 方程 
组 , 就 是 给 定 F 上 的 s x(n 十 了 ) 个 数 ， 且 这 些 数 依 一 定 的 次 序 排 为 
一 个 矩形 的 表 。 至 于 未 知 量 用 什么 文字 表示 ， 是 无 关 紧 要 的 。 对 
线性 方程 组 施行 初等 变换 ， 就 是 对 其 系数 、 常 数 项 进行 和 运算。 于 
是 ， 就 引入 矩阵 的 概念 ， 

由 数 域 f 上 的 s xm 个 数 排 成 的 s 行 m 列 的 表 

人 G12 Wim) 
| G2 4d22 ”Com | 
站 GO51 ar， … Q:，- 
称 为 数 域 F 上 的 一 个 >X 和 逢 阵 ， 简 记 为 (ac aji; 称 为 第 阵 
的 元 潍 ，i 称 为 a; ;的 行 指标 ，j 称 为 a; ;的 列 指标 ，n Xn 第 阵 称 为 
% 阶 矩阵 。 
oa 
短 陈 C21 422 ”Con | Gy!1 des 和 don b, | 


~、. 人 
Gil Ge Qsn “” ~ Qs] Us … OGn b, 
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分 别称 为 线性 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 、 增 广 矩 阵 ， 常 记 为 A、A 。 

( 1 ) 与 A 的 对 应 是 线性 方程 组 与 矩阵 之 间 的 一 一 对 应 。 给 
定数 域 F 上 的 一 个 线性 方程 组 当 且 仅 当 给 定 F 上 的 一 个 矩阵 。 

年 阵 不 仅 吓 重要 的 工具 ， 而 且 是 重要 的 研究 对 象 ， 就 一 定 意 
义 来 说 ， 和 矩阵 成 为 线性 代数 学 的 研究 中 心 ,因此 ,线性 代数 又 称 为 
“矩阵 论 ”。 

三 ”高 斯 消 元 法 

定义 。 车 线性 方程 组 (1) 的 系数 适合 条 件 ，1 ) ai 一 0， 对 
所 有 ;> 六 2 ) 对 于 任意 i 二 1,2,…,s， 当 Qi 二 =ij,y.1 二 0， 
Gi;j 夺 0 寺 ， 从 第 i 十 1 个 方程 至 第 s 个 方程 的 x) ,x,,… ,x; 的 系数 
均 为 0; 3 ) 对 于 任意 的 ;一 1,2,…,S， 当 ai 一 … 一 ai 一 bi 一 0 
时 ， 从 第 i 十 1 个 方程 至 第 s 个 方程 的 系数 及 常数 项 均 为 0， 则 称 
这 样 的 方程 组 为 阶梯 形 方程 组 ， 

引 理 、 设 有 线性 方程 组 


fcaiixi 十 ol2xs 十 … 十 Ginxn 一 D 


0 Xi 十 十 /anxXn 一 ba (2 ) 
\ ME z 


其 中 -a 直 0,a 和 jj 二 Gj; 一 0 1 一 2， ,5, 7 一 2 ,1, 
9 22%2 二 0 anXn 一 0/， 

G ssXsT Ta’ xX, =b’, z 

则 (1 有 解 当 且 仅 当 (3) 有 解 ， 
定理 ， 设 有 s 个 方程 4 个 未 知 量 的 线性 方程 组 (1)， 则 可 以 经 
过 初等 变换 将 (1) 化 为 一 个 阶梯 形 方程 组 ， 记 为 (4)。 若 (47 中 未 
册 量 的 系数 不 全 为 零 的 方程 的 个 数 是 :， 则 有 ,(1) 有 解 (4) 中 有 
5 一 ?个 0 二 0 的 等 式 .。 当 有 解 时 ， 车 r= 二 n， 则 有 了 唯一 解 ， 若 
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re 


< 25， 则 有 无 穷 多 个 解 。 

步骤 。 第 一 步 ， 化 诊 梯 形 方 程 组 : 若 (1) 中 xi 的 系数 全 为 0， 
则 考虑 x* 的 系数 若 xi: 的 系数 不 全 为 0， 则 可 经 初等 变换 3 ) ， 
使 第 1 个 方程 的 x; 的 系数 不 为 0 ， 即 ai: 寺 0 。 经 初等 变换 2 ) ， 
把 (1) 化 为 (2)。 然 后 ， 对 于 (3) 同 样 进行 。 如 此 下 去 第 二 水 ,加 
代 过 程 ， 由 最 后 一 个 方程 ， 求 得 一 个 未 知 量 ， 表 依次 四 前 回 代 ， 
偿 个 地 求 出 一 切 未 知 量 ， 

例子 。 见 $4， 工 ， 一 ，。 

定理 。 在 章 次 线性 方程 组 

(C11iX1 Ta Xs TnXan= 0 

| as1X2 G22Xs 二 十 G2 4X ,二 0 


1 


【as xi 二 asyxy 十 十 Ga。x 一 0 
中 ， 阁 sn， 则 它 必 有 非 零 解 ， 

四 ”加 强 的 阶梯 形 矩 阵 

称 下 面 的 三 种 变换 为 矩阵 的 初等 行 变换 ，! ) 一 行 乘 以 一 个 
非 等 的 数 ，2 ) 一 行 的 倍数 加 于 另 一 行 ，3 ) 交换 两 行 的 位 置 。 
类 似 地 ， 有 甜 阵 的 初等 列 变换 。 统 称 为 矩阵 的 初等 变换 . 

蔡 众 阵 (ai; ); ,的 元 素 适 合 条 件 ， 1 ) a;; 二 0， 对 所 有 的 
i>j; 2 ) 对 于 任意 i=1,2,…,s, 当 ai1 二 "=qj,j-.!1 二 0，ajij 
二 0 时， 从 第 i 十 1 行 至 第 s 行 的 第 1 列 至 第 j 列 的 元 素 全 为 零 ， 
3 ) 对 于 任 疙 的 零 行 ， 其 下 没有 非 零 行 ， 则 称 这 样 的 矩阵 是 阶梯 
形 和 矩阵 ， 

在 s Xn 的 阶梯 形 人 矩阵 中 ， 车 对 于 任意 的 1 二 1,2,…,s， 当 有 
0 二 一 ji- 二 000 和 0 有 时, 藉 有 ai 一 oj 一 … 一 0 1 
=0， 并 且 该 cj = 1， 则 称 该 阶梯 形 和 矩阵 为 加 强 的 阶梯 形 矩 陈 ( 行 
简化 阶梯 形 和 矩阵 ) ，。 

定 玲 .任意 矩阵 都 可 以 经 过 初等 行 变换 化 为 加 强 的 阶梯 形 矩 
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阵 
高 斯 消 元 法 反映 在 线性 方程 组 的 增 广 第 阵 A 上 ， 就 是 用 初等 
行 变 换 将 A 化 为 阶梯 形 第 阵 ， 同 时 将 系数 矩阵 A 化 为 加 强 的 阶梯 
形 短 阵 
问 量 的 线性 相关 性 . 矩阵 的 秩 
一 ”1 维 向 量 及 其 线性 运算 | 
数 域 F 中 的 % 个 数组 成 的 有 序数 组 (ai ,a;,,…,a, ) 称 为 数 域 
F 上 的 一 个 n 维 向 量 , 常用 小 写字 母 4g，6，y，…' 玫 示 。 其 中 a; 称 
为 该 向 量 的 第 i 个 分 量 ， | | | 
” 耕 1 维 丫 量 = (a1,as, ,an) SPB= (6b,, 0,,%, 0, ) 的 
对 应 分 量 都 相等 ， 即 a ;==0;，i 二 1，2,…,n , 则 称 这 两 个 向 量 相 
等 ， 记 为 4=p.。 | | 
: 设 c=( ai，a ao) 与 6 二 (0 ，b:，…，bD。) 是 数 域 F 
上 的 两 个 ? 维 向量 ，& 是 数 域 F 中 的 一 个 数 ， 则 
a 与 6 的 和 为 ; a 十 B= (ac 十 Di,as 十 bb，…，ar 十 D，) 3; 
Rk 与 4 的 数量 乘积 为 ， ka = (ha, ka,,'", ka, ). 
分 量 全 为 0 的 向 量 ( 0，0 ,…，0 ) 称 为 零 向 量 ， 记 为 0， 
问 量 (一 1， 一 62 一 44) 称 为 向 量 a== (a),，a,,… ,a,) 
一 C， 
，. 及， ?上 的 任意 " 维 向 量 ， ，( 是 数 域 F 中 的 任 
站 玫 ， 则 有 
1)a 18- -p+a, | .2 2 ) Cat) ty=a+(B4y), 
3 ) C++ 0 一 a， 4)at(—a)=0, 
.5)k(ath) =hkat+hkd, 6) (k+l)a=ka+itia, 
.7I)R( (a)= (RI)a, 8)1c=a。 | z 
数 域 F 上 的 n 维 向 量 的 全 体 , 间 时 考虑 到 定义 在 它们 上 面 的 线 
性 运算 ( 吉 法 与 数量 乘法 ), 称 为 数 域 F 上 的 n 维 向 量 空间 , 记 为 F"'。 
对 于 任意 的 4a，P, a1，Q2,…，Qs; EF' 及 任意 的 k,，'1，k,， 
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REPF， 有 

1 ) 方程 x 十 B= 二 a 在 F" 中 有 二 仅 有 一 解 x==a 十 (一 8)，、 称 
a 十 (一 8) 是 a 与 B 的 差 ， 记 为 4 一 B， 即 a 一 p=a+ (一 A)， 

2 ) 0¢=0, RkO0=0; 3 ) (~k)a=k(—a)=—Ra;s 

4 ) FE(a 一 站 ) 一 Ra 一 ARO，(R 一 JJ)c 王 Ra 一 1 as 

5 ) RS0，x 二 0 会 Ras0 6 ) ka=06GR=0 或 a 二 0; 

7 7) k(artast'+as)=hka tha + + ha 

8 ) (Ri 十 十 … 十 R Ja 一 RiC 十 Rsc 十 … 十 Ra， - 

设 Q1，Q,,…，Qs，BEF"、 洛 有 R!，R,,"…*，Ek EF， 使 得 
p=RiQi 十 hoa 十 … 十 Rsas， 则 称 6 是 a1，as,…，a。 的 线性 组 
合 ， 或 称 6 可 以 由 沿 量 组 41，a:，…，a, 线 性 天 出 ， 

设 有 F "中 的 问 量 Q i 一 (Qi1， Gis ain)，1 二 1,2,'" ,35， 
P=(b1，0s,…，b;)， 则 PB 可 以 由 1，a:,…，a。 线性 表 出 仿 线 
性 方程 组 | 

(aiixi 十 GatXz 十 … 十 sixs 一 D 

| 95522441 十 gaa3a 十 二 quaxs 一 b 
Le 
有 解 。 

向 量 e 一 (1，0， 0,…，0)，85 一 (0，1，0，…，0)，…， 
en 一 (0,0，0,…,1) 称 为 7 维 单位 向 量 。 任 一 ? 维 向 量 w= (clay， 
44) 都 可 以 宸 为,， sm…8r 的 线性 组 合 c 王 aisl 十 gz8gy 十 … 
十 Gen。 

者 由 ?个 ? 维 回 量 c:，c，，…，c， 的 分 量 为 行 所 组 成 的 行列 式 
不 为 0， 则 任 一 个 ? 维 向 量 都 可 以 由 cai，cs，…，a， 线 性 表 出 ， 

若 癌 量 组 ac，， 29 Qt 中 的 每 个 向 量 都 可 以 由 向 量 组 Pp,， 
Pi, ,8 ;线性 表 出 , 则 称 向 量 组 a,， xx， 0 可 由 网 量 组 B，， 
放 。 0 ,线性 表 出 。 四 
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若 身 量 组 al， C2 Qt 可 以 由 向 量 组 fp,， Ps,", Ps 线性 
表册 ， 问 晤 组 6 ,， 让， 48: 可 以 由 辐 量 组 y,， ?线性 
天 出 ， 则 向 量 组 a，， 2 2: 可 以 由 问 量 组 ，?，。，…， ?Pr 线 
性 表 出 。 简 言 之 ， 线 性 表 出 具有 传递 性 。 

若 两 个 癌 量 组 cl， Ca2， A ps, *", ps 可 以 互相 线 
性 表 出 ， 则 称 它们 等 价 。 向 量 组 等 价 具 有 反 身 性 、 对 称 性 、 传 递 
性 。 | 

一 最 的 线性 相关 和 

设 a1， C2 “Cs EF", 车 有 不 全 为 零 的 数 k,， R,, *， 
kh, EF， 使 得 a1 十 hs0z 十 … 十 ha 二 0， 则 称 向 量 组 cl， 
Qs,…，Q :线性 相关 ， 若 向 量 组 ai， Qs,"…，0 ;不 线性 相关 ， 即 
二 a 十 二 a 一 0 仅 少 一 一 二, =0 时 成 立 ， 
则 称 疝 量 组 ci， CC2 as 线性 无 关 。 

4 线性 相关 会 6= 王 0。、ci，aa ,as(s 之 1) 线 性 相关 3 存在 一 
个 向 量 可 以 由 其 余 向 量 线性 表 出 。a 线 性 无 关 €3Q 夺 0。a1l，a,， 
“…，as(s 沁 1) 线 性 无 关 其 中 任 一 一 向 量 均 不 能 由 其 余 向 量 线性 表 
出 。 

一 个 回 量 组 的 一 一 部 分 向 量 所 构成 的 向 量 组 称 为 该 向 量 组 的 一 
OA 在 一 各 量 组 有 一 个 部 分 组 线性 相关 , 则 该 向 量 组 线性 相 

关 。 若 一 向 量 组 线性 无 关 ， 则 它 的 任 一 部 分 组 均线 性 无 关 。 
一 向 量 组 中 含有 零 向 量 ， 则 该 向 量 组 线性 相关 。 车 一 向 量 
机 二 性 无 关 ， 则 该 向 量 组 中 的 任 一 向 量 均 不 为 零 向 量 。 

设 有 疝 量 组 ci 一 (ai 0i2 pp Gin), i=1, 2，…，s， 刚 

cai，aa,…，as 线 性 相关 人 齐 次 线性 方程 组 
f oil2l 十 aa 1X2 十 … 十 Gy1Y， 一 0 
Ql12%1 二 aaa3 7 0 


| we 和 ss a ( 9 ) 
aynxi ta rs t+as n=—0 : 
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有 非 堆 解 ， ac ，c，…，a: 线 性 无 关 提 齐 次 线性 方程 组 《5) 仅 有 
零 解 。 当 s 王 ?时 ， 可 以 根据 由 分 量 为 行 所 组 成 的 行列 式 是 否 为 零 
来 判定 ， 四 

设 有 量 组 4; 二 (aii， Ci2y 和 Lin )， i 二 1 ;2 "> 5。 若 
ci，aa，…，a。， 线性 无 关 ， 则 每 个 向 量 均 深 上 A 个 分 量 后 所 成 
的 s 个 n 十 k 维 向 量 仍 线性 无 关 ， 若 a1，as，,…，a; 线 性 相关 ，- 则 - 
每 个 向 量 均 去 掉 h(k<n) 个 分 量 后 所 得 的 s 个 n 一 & 维 向 量 仍 线性 
相关 ， / 

设 a1，Qs,…，Q1 与 6!:，P,,…;P: 是 两 个 向 量 组 ， 若 ， 
l ) Qi, Qa Qi 可 以 由 Bi1，B,,…， P: 线 性 表 出 ， 2 ) tis, 
则 向 晤 组 x.， QQ,""", x+ 必 线 性 相关 。 

若 向 量 组 ci，az，…，w: 可 以 由 向 量 组 6,，p…， 有 0 线性 
表 出 ， 且 c,，cs，…，w; 线 性 无 关 ， 则 #<s， 四 

# 十 1 个 # 维 向 量 必 线性 相关 。 

两 个 线性 无 关 的 等 价 向 量 组 所 包含 向 量 的 个 数 必 相同 

”车 1，0Qs,…，Qs 线 性 无 关 ， 又 a,，a,,…，a1:， 1 线性 相 

关 ， 则 B 可 由 ci ，c:,…，a; 线 性 表 出 。 

茶 Ci，Q，，…， xi 线性 无 关 ， 6 不 能 由 Qi， a,,…,Q1 线 性 表 
出， 则 a ，a;,…，a:，B 线 性 无 关 ， 

车 a,，as，,…，aQi 线 性 无 关 ，f 可 由 1，04，,…，a， 线性 天 
出 ， 则 表示 方法 唯一 。 

三 ” 问 量 组 的 秩 | 

设 有 问 量 组 Qa:，as,…，Q; 及 其 部 分 组 a; ，a;,，*……，Q,,、 
fir: | ) ci ， Ci “3 xj; 线性 无 关 ; 2 ) 对 于 任 一 一 Ci 一， 
2 均线 性 相关 , 则 称 a， 
0 是 aa， 0 的 一 个 极 大 (线性 ) 无 关 组 ， 

蔗 0i ap Qi 是 01，04,…，Q; 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 


?1 4 Ci 


“ll2* 


则 cc, ，cz，…，a 与 cj ，2，，…，aii 等 价 ， 

设 有 向 量 组 a1， C2 Qi (1>>2) 》 al 0, 则 ca ,， CQ», 
“…，Q1 线 性 无 关 S 对 于 任意 的 i 一 2，3,…，.t，Q i; 均 不 能 由 41，. 
Qs Qi -1 线性 表 出 ， 

完全 由 零 向 量 组 成 的 向 量 组 没有 极 天 无 关 组 ， 若 一 个 向 量 组 
中 含有 非 零 向 量 ， 则 该 向 量 组 一 定 有 极 大 无 关 组 ， 

给 定 了 一 个 含有 非 零 向 量 的 向 量 组 ci， ca，…，cs， 则 可 以 
用 下 述 方法 求 出 它 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 设 wa; 是 1，as，,…,Q: 中 
的 第 一 个 非 零 向 量 ， 则 考虑 部 分 向 量 组 ca ，ai 41，…，as。 保 
留 cj) ， 而 后 从 a;, +1 开始 逐个 检查 , 若 有 某 个 向 量 可 以 被 它 前 面 
入 下 来 的 那 此 向量 线性 表 出 ， 则 把 这 个 向 量 去 掉 ， 否 刚 ， 就 这 
个 向 量 留 下 来 。 最 后 ， 若 留 下 来 的 向 量 是 ci 9s, ，，oz ，， 
则 这 些 向 量 就 组 成 一 个 极 大 无 关 组 。 岗子 风 全 4 T, = 二 .， 

定理 . 以 c，cs，…，w: 为 列 ( 行 ) ， 写 成 一 个 托 阵 ， 对 扼 
阵 实行 初等 行 ( 列 ) 变换 ， 这 种 变换 保持 c:，cz，…，as* 间 的 
线性 关系 不 变 。 | 

给 定 了 一 个 含有 非 零 向 量 的 向 量 组 ci ,042，… ,as 根据 该 定 
时 还 可 以 用 下 这 方法 家 出 它 的 个 授 大 后 ， 1 ) 以 ciyas， 
“…，0: 为 列 写成 矩阵 ，2 ) 初等 行 变换 化 为 加 强 的 阶梯 形 和 矩阵 ， 


3 ) 写 出 线性 关系 . 例子 见 $4, I ， 二 。 


根据 该 定理 还 可 以 判定 线性 相关 性 。 和 

一 个 向 量 组 的 极 大 无 关 组 不 一 定 是 唯一 的 。 它 的 任 一 个 线性 
无 关 的 部 分 组 都 可 以 扩充 成 一 个 极 大 无 关 组 。 一 个 向 量 组 的 任意 
两 个 极 大 无 关 组 都 是 等 价 的， 从 而 所 包含 向 量 的 个 数 相等 ， 

向 量 组 的 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 称 为 这 个 向 量 组 的 秩 ， 
\ 合 零 向 量 的 向 量 组 的 秩 是 零 . 怕 是 向 量 组 自身 的 属性 ，} 是 唯一 
确定 的 ， 

车 问 量 组 (了 ) 可 以 向 量 组 《了 ) 线性 表 出 ， 则 ( 工 ) 的 秩 
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< (T) 的 秩 。 车 两 个 向 量 组 等 价 ， 则 它们 的 秩 相等 ， 

车 条 量 组 g,，&;,…，Q;: 的 秩 是 :{， 则 aj，a;,"…，a; 中 任意 
1 个 线性 无 关 的 向 量 均 构成 它 的 一 个 极 大 无 关 组 aj，a,,… ,as 
线性 无 关 当 且 仅 当 它 的 极 大 无 关 组 是 其 自身 。 

四 ” 惰 阵 的 秩 

矩阵 的 一 行 可 视 为 一 个 向 量 , 称 为 行 向 量 .同样 地 ， 一 列 也 可 
视 为 一 个 向 量 ， 称 为 列 向 量 。 所 有 行 向 量 组 成 矩阵 的 行 向 量 组 ， 
所 有 列 向 量 组 成 矩阵 的 列 向 量 组 。 

矩 阵 的 行 疝 量 组 的 秩 称 为 指 阵 的 行 秩 ， 和 矩阵 的 列 向 量 组 的 秩 
称 为 年 阵 的 列 秩 . 第 阵 A 的 行 秩 与 列 秩 相等 ， 称 为 害 阵 人 的 秩 ， 
记 为 秩 (A )， / 

在 s Xm 矩阵 A 中 ,任意 取 定 8 行 和 & 列 (hmin (s,m)), 
由 位 于 这 些 行 与 列 的 交点 上 的 &? 个 元 素 按 原来 的 次 序 组 成 一 个 
阶 行列 式 ， 称 为 A 的 一 个 k 阶 子 式 .A 的 k 阶 子 式 有 ctcs 个 . 当 A 是 
n 阶 矩阵 时 ， 用 |A | 表示 A 的 4 阶 子 式 ， 称 为 A 的 行列 式 ， 

矩阵 A 的 秩 之 r 寺 0 人 A 有 一 个 + 阶 子 式 不 为 零 短 阵 人 的 秩 
z <r 关 0A 的 一 切 r 十 1 阶 子 式 全 为 零 ， 

和 矩阵 A 的 非 零 子 式 的 景 高 阶 数 称 为 A 的 秩 ; 当 人 没有 非 零 子 
式 时 ， 称 A 的 秩 为 0 。 

关于 和 矩阵 A ,下 面 四 条 相互 等 价 ，1) A 的 秩 是 >，2 ) A 的 非 
零 子 式 的 最 大 阶 数 是 r; 3 ) A 有 一 个 r 阶 子 式 D 盖 0, 且 一 切 了 十 1 
阶 子 式 (车 有 的 话 ) 都 等 于 0， 4 ) A 有 一 个 r 阶 子 式 D 闪 0 日 包 
含 D 的 一 切 r 十 1 阶 子 式 (车 有 的 话 ) 都 等 于 0 . : 

矩阵 秩 的 两 种 定义 互相 等 价 .矩阵 的 初等 变换 不 改变 它 的 秩 . 

求 矩 阵 秩 的 方法 ， 极 大 无 关 组 法 、 非 零 子 式 法 ,初等 变换 法 ， 

和 ”线性 方程 组 的 理论 
“一 一 ”线性 方程 组 相 容 性 定理 
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/Gil 53 四 人 全 \ 


| | .| | ~ -ib | 

、 G21 : C22 | ，， Can | Us 

设 ai 一 | > C2 = “一 p= : 
A | .* | | ; I 日 


: | ”| :| 
a Cas a - 1 
则 线性 方程 组 (1) 有 解 ep 可 由 1，as，,…，a, 线 性 表 出 ， 
相 容 性 定理 ， 线性 方程 组 有 解 的 必要 充分 条 件 是 它 的 系数 扰 
阵 与 增 广 矩 阵 的 秩 相等 ， 
设 线性 方 在 组 (1) 的 系数 矩阵 与 增 广 拭 阵 的 秩 都 是 r. 若 r 一 
则 (1) 有 唯一 解 ，! 若 r<m， 则 (1)7 有 无 穷 多 个 解 。 
忆 绩 伯 方 下 组 有 非 零 解 的 必 妥 充 分 条 件 是 其 系数 惩 阵 的 和 
小 于 未 知 量 的 个 数 ， 
一 ”线性 方程 组 解 的 结 
在 线性 方程 组 有 无 多 个 级 情况 下 ， 在 在 解 的 结构 问题 
所 调解 的 结构 问题 ， 即 解 与 解 之 间 的 关系 问题 ， 最 终结 果 是 ， 全 
部 解 可 以 由 有 限 多 个 解 表 示 出 来 ， / 
n 元 线性 方程 组 的 解 组 成 一 个 n 维 向 量 ( 1， ，…， 包 ， ')， 
称 为 线性 方程 组 的 一 个 解 向 量 ， 
设 有 章 次 线性 方程 组 
FQ11%1 +Tax 二 Tan x, =0 
1 sx 十 ozaxa 十 … 十 ganxs 一 0 
Le :十 GaXu 一 0 
则 其 解 有 下 列 性 质 1 ) (6) 的 两 个 解 的 和 还 是 (6) 的 解 ;, 2 ) (6) 
的 一 个 解 的 倍数 还 是 (6) 的 解 ，3 ) (6) 的 若干 个 解 的 线性 组 合 还 
是 (6) 的 解 . 
车 1，72,…， 人 是 (6) 的 解 ， 且 满 足下 列 条 件 ;，1 ) (6) 的 
任 一 解 均 可 以 表 成 7;，7。…，71; 的 线性 组 合 ， 2 ) Ti 1 2， 
“** 7 1 线性 无 关 ， 则 称 7 1， N23s '"y ?+ 是 46) 的 一 个 基础 解 系 ， 


(6) 
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章 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 县 和 有 下 述 性 质 ， 1) 浴 1， 712， 
71 是 (6) 的 一 个 基础 解 系 ，R EF,k 夺 0， 则 R77 1，R7 2s，*…， 
kn ;也 是 (6) 的 一 个 基础 解 系 ， 从 而 ， 若 (6) 有 基础 解 系 ， 则 (6) 必 
有 无 穷 多 个 基础 解 系 ;: 2 ) (6) 的 任意 两 个 基础 解 系 所 含 解 四 量 
的 个 数 相等 ， 换 言 之 ， 基 础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 由 (6) 唯一 决 
定 ; 3 ) 与 基础 解 系 等 价 的 线性 无 关 的 向 量 组 也 是 基础 解 系 ; 
4 ) 菩 基 础 解 系 含 有 # 个 向 量 ， 风 任 全 + 个 线性 元 六 的 往 站 量 罗 栓 
成 一 个 基础 解 系 。 

车 (6) 的 系数 矩 险 的 秩 + 过 nn， 则 (6) 有 基础 解 系 ， 且 基 础 解 系 
含有 mr 个 解 向 量 。 此 时 ，(6) 的 一 个 基础 解 系 可 以 如 此 求 出 ， 
用 消 元 法 解 (6)， 不 妨 设 自由 未 知 量 是 0(xr:r，xrrz，…，xn)， 
让 其 分 列 取 值 (1，0,…, 0)，(0, 1 和， 0)，… 《0，0， 
…，1) ， 则 所 得 的 ?一 * 个 解 71，7。,…，7。， 即 是 。 

若 I1，72，…，7u-" 是 齐 次 线性 方程 组 (6) 的 一 个 基础 解 系 ， 
则 (6) 的 全 部 解 就 是 Ri71 十 Rz7s 十 … 十 R 7 ，， 其 中 1， Rk,, 
“} Ar 和 是 数 域 F 中 的 任意 的 数 ， 

把 一 般 线 性 方程 组 (1) 的 常数 项 均 变 为 零 ， 则 得 到 齐 次 线性 
方 杜 组 (6)， 称 (6) 是 (1) 的 导出 组 。 

若是 线性 方程 组 (1) 的 一 个 解 ， 则 方程 组 (1) 的 任 一 个 解 都 
可 以 表示 为 ?= 一 >” 十 7 的 形式 ， 其 中 7 是 导出 组 (6) 的 一 个 解 ， 

为 了 求 出 方程 组 (1) 的 全 部 解 ， 只 要 求 出 方程 组 (1) 的 一 个 解 
7o， 第 称 为 (1) 的 一 个 特 解 。 青 求 出 (1) 的 导出 组 (6) 的 一 个 基 册 
解 系 7 1， NH2,°s Hie 从 而 ， (1) 的 全 部 解 就 是 ?0 十 R101 十 R79， 
十 … 十 R17 1， 其 中 Rl， Ra ，…， PR; 是 数 域 F 中 的 任意 的 数 。 

三 ”线性 方 成 组 的 解法 

消 元 法 。 对 (1) 的 增 广 矩阵 入 施行 初 等 行 变 换 ， 化 为 阶梯 
形 年 浆 ,判断 是 否 有 有 解 ,而 在 有 解 时 ， 再 施行 初等 行 变换 ,把 (1) 的 
系数 征 阵 A 化 为 加 强 的 阶梯 形 第 阵 ， 即 可 青 接 写 出 解 
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公式 法 。 设 线性 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 A 与 增 广 矩阵 A 的 秩 相 
等 ， 记 为 *， 且 不 芒 设 前 r 个 方程 对 应 的 行 向 量 线性 无 天， 进 六 不 
妨 设 A 的 左上 和 角 的 7 阶 子 式 不 为 零 ， 从 而 (1 与 
(a11X1+ar2Xs ta Xr bi a, 


| Qs1X1 十 G22X2 十 :"' 十 Gs :Xr =0,—02, riliXrtili— "O02n Yn 


| 
| 遇 和 


[a,ixi+tars rst Far,X, =br—ar, rN rn 


同 解 。 记 


| Crl Cr2 ”人 rr | 


G11°""Q1, jt Da- Cr+iwrti dianxn Girl "Or 


国 


Id21°""02,j-1 Db, - Go， FE 党 站 G: ， J +1 “个 2r 


Cri dr, ji by- ar, riXrl- rN Cr,ji+l…aQrr 
j 一 1，2，…，r， 则 得 到 用 自由 未 知 量 xl，…，x, 表 示 xi， wz， 
…，%r 的 公式 
x1=D1/D=dit+er, rtiXriit "+o 
x2=D,/D=d,des ,riXrri 二 二 crnX,, 


x:=D,/D=d,+er, rrrxrrit ern Xn, 
称 为 (了 ) 的 一 般 解 ( 通 解 ) . 
例子 。 见 $4， 1， Ys 
四 ”线性 方程 组 理论 的 几何 解释 
i fYGI1X1I 于 Gil2Xa 十 G13 3 一品 
线性 方程 组 人 (7 ) 


C21X1 十 G22X2 十 0， sXs 一 Ds 


中 的 每 个 方程 均 表示 平面 ， 其 解 是 平面 的 交点 的 坐标 ， 
+* 1i7e 


对 于 (7) 的 系数 矩阵 A 与 增 广 算 阵 A， 有 

1 ) A 与 A 的 秩 均 为 1， 两 平面 重合 ， 

2 ) A 的 秩 为 1 ，A 的 秩 为 2， 两 平面 平行 ， 

3 ) A 与 A 的 秩 均 为 2 ， 两 平面 相交 ， 设 xs 为 自由 未 知 量 ， 


2% 1 一 qi 十 clt 
则 交 线 的 方程 为 1 xz 一 dy 十 czt 
Xs 二 


WV 二 元 高 次 方程 组 

一 ”两 个 一 元 多 项 式 的 结 式 

设 有 F(x) 中 的 两 个 非 零 多 项 式 f(%x) 二 aox" -Faix"-! 十 … 十 
ans 9(x) 一 box" 十 Dix" 十 … 十 bn， 它 们 的 系数 a。，6。 不 全 为 
零 ， 则 f(x)，g(x) 在 FLx}) 中 有 非常 数 的 公 因 式 的 必要 充分 条 件 
是 ， 在 F(x)] 中 存在 非 零 的 次 数 小 于 mm 的 多 项 式 4(x) 与 次 数 小 于 
的 多 项 式 wCx)， 使 4Cx)J7Cx) 一 uCx)gCxh)， 

定义 。 行 列 式 


| gas a ay ，… ga, l | 
| ae nf 
| | 

| a a a 

| bo by De ee bp, 、 

bo Or ee, | 

| / ) Wh 


bho 
区 为 1 与 9) 肌 结 丰 ， 记 为 RCA ,9)， ” 
性 质 。R(g,f)=( 一 1)?*(+tm- DR(CGF,g)=(—1)"mR(f, 0) 
定理 。 当 m>>0,， n>0 时 ，R(f,g)=06f(x) 与 90(x) 在 F(x) 
中 在 非 常数 的 公 因 式 或 者 a, ==b6 二 0， 
对 于 CCx] 中 的 多 项 式 1(x) 一 aox? 十 atxa1 十 … 十 on0 
9 1118 ， 


与 g(x) 一 Dox" 十 Dixni 十 … 填 bo 六 >0， 成 立 ， 
1 ) 当 aopo 志 0 时， xz 与 GCCx) 有 公 根 会 人 (OOD) 一 0 
2 ) 人 
3 ) 车 ao = 二 bo 二 1，Q1，Q2 ,0 是 1(x) 的 1 个 复 根 ，p 1， 


P:，…，Pm 丰 9(X) 的 mm 个 复 根 ， 则 R(Y， g)= JI Te —p;); 


4 ) 车 04，az…，as 是 1(x) 的 a 个 复 根 ， Bi， Pa， 
g(x) 的 m 个 复 根 ，aob。0， 风 


| RCf,g) oo" gla ge) ge )=u0" 1 yi) 


=(—1)""6,"/ (PB ) {BP,) = CDr "bo," /C2). 


设 /(X) 二 aox" -二 a1x"! 十 十 a 是 复数 域 C 上 的 一 候 站 
(n1) 次 多 项 式 ，f'(x) 表 示 f(x) 的 导数 ，D(f) 表 示 /(x) 的 判 


别 式 ， 则 RCf ,了 7) 二 (一 1)" ?a,D(f), 从 而 ， f(x) 有 重要 人 
R(f,f’)=0, 
二 二 元 高 次 方程 组 的 解法 
设 有 复数 域 C 上 的 二 元 高 次 方程 组 
f(x,y)=0 | PE 
{gc y)=0, | 1 
则 可 以 将 /(x,y)，g(x,y) 写 为 
f(x,y)=a (yx +a (yy) x" i :十 a Cy) 
gx,y)=0.Cy)x" Foy) x by), 
其 中 ay) 77 一 0，1 一 0，1…， Mm 是 y 的 多 
项 式 ， 把 /(x,y)，g(x%,y) 看 作 x 的 多 项 式 ， 并 求 结 式 ， 记 为 
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u(y) a1(») "27) ~ "a oo | 
| 0(9) 109)" “0 0 


| no) De 机 
Sh = by) b1Cy) ba(y) * bl) 
| b "(9) 2 9 | 
b ,9) bi) ee p(y) 
若 (xy, ) 是 方程 组 (8) 的 一 个 复数 解 , 则 yy。 就 是 KR,(J ,9) 
的 一 个 根 ， 有 反之， 着 yu 是 上 :(/ ,9) 的 一 个 复 根 ， 出 ao (yo) 一 
bo(y 6)=0, 或 者 存在 一 个 复数 x。 ,使 (Xo,y0) 是 (8) 的 一 个 解 。 
解法 及 例子 ， 见 3 4， 1 ， A 六。 


$3 重点 难点 


”本章 的 主题 词 是 ， 线 性 方程 组 ， 失 阵 ， 系 数 重 阵 , 增 广 矩阵 ， 
高 斯 消 元 法 ， 初 等 变换 ， 阶 梯形 方程 组 ， 阶 梯形 矩阵 ， 加 强 的 阶 
梯形 矩阵 ;2 维 问 量 ， 线 性 组 合 ， 问 量 组 等 价 ， 线 性 相关 ， 线 性 
无 关 ， 极 大 (线性 ) 无 关 组 , 问 量 组 的 秩 , 知 阵 的 行列) 秩 , 府 阵 的 
k 阶 子 式 ,矩阵 的 秩 ; 相 容 性 定理 , 解 的 结构 , 解 向 量 ， 基 础 解 系 ， 
导出 方程 组 ， 特 解 ， 全 部 解 ， 公 式 法 ， 一 般 解 ( 通 解 ) ; 二 元 高 
次 方程 组 ， 结 式 ， / 

本 章 的 基本 方法 是 ， 高 斯 消 元 法 ， 加 强 的 阶梯 形 定 阵 的 化 
法 ， 线 性 组 合 求法 ， 极 大 无 关 组 求法 ， 线 性 相关 性 判定 法 ， 第 阵 
秩 的 求法 ， 基 础 解 系 求法 ， 求全 首 半 的 广 潜 ， 求 一 般 解 的 方法 ， 
一 元 凯 次 方程 组 的 解法 ，。 

本 牵 的 重点 是 : 向 量 的 线性 相关 性 ， 线 性 方程 组 的 理论 ，-- 
元 高 次 方程 组 的 解法 ， 

回 量 的 线性 相关 性 ， 不 仅 是 ? 维 疝 量 的 基本 研究 课题 ， 而 且 
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是 定义 佐 阵 的 秩 、 研 究 线性 方程 组 的 相 窒 性、 定义 齐 次 线性 方程 
组 的 基础 解 系 等 的 基础 ， 可 以 说 ， 它 贯穿 了 全 理 ， 因 此 ， 记 为 
章 的 一 个 重点 。 的 

线性 方程 组 的 理论 是 本 章 的 中 心 ， 它 包 括 四 个 部 分 ， 相 容 性 
定理 、 解 的 结构 、 解 法 、 儿 何 解释 ， 这 些 内 容 以 后 经 常用 到 ， 特 
别 地 ， 解 线性 方程 组 、 求 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ， 更 是 如 
的 

以 后 将 反复 出 现 。 用 增产 矩阵 代替 线性 方程 组 ， 求 解 方 程 组 在 佑 
陈 上 进行 ， 这 种 分 离 系 数 的 四 也 很 重要 。 因 此 ， 成 为 本 章 的 一 
个 重点 。 

一 元 高 次 方程 组 的 解法 ， 不 仅 自身 是 一 个 重要 的 研究 课题 ， 
而 且 对 中 学 数学 的 有 关内 容 有 具体 的 指导 作用 。 因此， 成 为 本 章 
的 一 个 重点 ， 

本 章 的 难点 是 : 向 量 的 线性 相关 性 ， 齐 次 线性 方程 组 的 基础 
解 系 ， 结 式 ， 

向 量 的 线性 相关 性 ， 既 是 本 章 的 一 个 重点 ， 又 是 本 章 的 一 个 
难点 。 向 量 组 线性 相关 、 线 性 无 关 的 概念 ， 比 较 抽象 ， 不 容易 理 
解 其 实质 ， 初学 者 往往 感到 困惑 ， 难以 掌握 ， 与 这 一 概念 有 
关 的 性 质 、 定理 、 概念 等 也 较为 困难 ， 而 且 关 系 复杂 头绪 多 ， 
因此 ， 成 为 本 章 的 一 个 难点 。 解 决 困难 的 方法 是 ， 1 ) 理解 并 党 
所 线性 组 合 的 概念 ， 通 过 一 个 向 量 是 若干 个 向 量 的 线性 组 合 的 事 
实 ， 初 步 理解 向 量 间 的 线性 关系 ; 2 ) 由 线性 组 合 入 手 理 解 一 向 
量 组 的 向 量 之 间 的 关系 ， 从 而 理解 “相关 ”与 “无 关 ” 的 含义 } 
3 ) 研究 线性 相关 与 线性 无 关 定 义 的 几 种 等 价 形式 ， 以 加 深 理解 
其 实质 ;4 ) 利用 定义 来 证 明 一 些 向 量 组 线性 相关 或 线性 无 关 ， 
并 总 结 出 一 一 般 的 放 径 ， 通 过 实践 加 深 理解 ;5 ) 通过 判断 一 些 有 
关 结 论 的 是 与 非 ， 从 正 反 两 方面 加 深 理解 ， 

齐 次 线性 方程 组 基础 解 系 的 定义 中 用 到 线性 兆 关 与 线性 组 全 
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的 概念 ， 较 为 复杂 用 有 限 多 个 解 向 量 (基础 解 系 ) 表示 无 腿 多 
个 解 ， 不 易 理 解 ， 关 于 基础 解 系 定理 的 证 明 中 也 有 不 易 理 解 的 地 
方 ; 因 此 ,成 为 本 章 的 一 个 难点 .解决 困难 的 方法 是 , 1 ) 用 极 大 无 
关 组 的 概念 作 类 比 ， 理 解 基础 解 系 的 概念 ， 2 ) 通过 具体 求 基础 
解 系 ， 加 深 理 解 关 于 基础 解 系 的 定理 的 证 明 ，3 ) 通过 关于 基础 
解 系 的 结论 来 加 深 理解 。 

结 式 的 引入 牵扯 到 多 项 式 的 有 关 问 题 及 齐 次 线性 方程 组 的 更 
论 ， 其 表现 形式 的 行列 式 较为 复杂 ， 一 些 结论 也 较 难 证 明 ， 因 
此 ， 成 为 本 章 的 一 个 难点 ,解决 困难 的 方法 是 ，! ) 搞 清楚 F (x) 
中 多 项 式 f(x)，g(x) 有 非常 数 公 因 式 的 必要 充分 条 件 ， 从 而 搞 
清楚 结 式 的 引入 及 组 成 ，2 ) 用 具体 的 例子 来 加 深 理解 ，3 ) 通 
过 解 二 元 高 次 方程 组 进一步 认识 结 式 的 组 成 及 意义 。 


: ”$4 习题 类 解 

I 计算 题 

一 ” 解 线性 方程 组 

解 线性 方程 组 一 般 采 用 消 元 法 ， 而 少 用 或 不 用 公式 法 。 步 机 
是 ， 对 增 广 矩阵 进行 初等 行 变换 ， 使 系数 年 阵 化 为 阶梯 形 定 阵 ， 
即 可 判定 是 否 有 解 ， 当 有 解 时 ， 进 一 步 对 增 广 矩 阵 进 行 初等 行 恋 
换 ， 使 系数 矩阵 化 为 加 强 的 阶梯 形 和 矩阵， 即 可 写 出 解 ， 

例 1 解 下 列 线性 方程 组 


TY 了 2YX1 一 %z 十 3xXs 一 1 2X1 一 %2 十 3Y5 一 | 
1 ) 1 4X1 一 2X2 十 5X3 一 4 2 ) 14X1 一 2X2 十 5X3 一 4 
“21 一 %2 十 4Xs =0; 2X1 一 %2 十 4X3 =—1; 
『 Xi 一 2X2 十 3Xs 一 4X4 一 4 
) Xs 一 Xs 十 X%4 一 一 3 
| Xi 十 3xX。 十 X44 二 1 


\ 一 ?7X2 十 3Xs 十 X= 二 一 3 ， 
es。 122， 


1 ) 因为 ， 


解 


hh, 
i i = 
一 | 
| OO 
tN OO 
人 
一 QQ 了 
tm 7 
| 一 
P= 
| ©DO 
A OO OO 
一 
/~ 
一 吉它 
on 四 填 
PF i 
| | | 
ey 下 J 
WU 


所 以 ， 方 程 组 无 解 . 


/NN 
-+ ON OO 
cm 了 ©O 

| 
| OO 
A OO OO 
x 
~ 

a | 

| 一 

| 
| OOSO 
eA] OO OO 
本 
一 “<hH 一 
| 
oO 1 < 
4 ~] | 
| | | 
NN <h A 
~ 


: 0 
二 万 x4 xs 一 一 2， 其 中 xz 是 自由 


了 
2 


所 以 ， 方 程 组 的 解 是 x = 


未 知 量 。 


3 ) 因为 ， 


一 2 


1 


3 
12 


0 —14 0 
3 
6 
0 


. 123。 


“1000-8、 
> ?100 3 | 
+0010 5 | 
~000 1 0 六 


所 以 ， 方 程 组 的 解 是 xi 一 一 8，x: 一 3，Ys 一 6，X4 一 0， 
说 明 本 例 中 的 三 个 小 题 分 别 说 明了 线性 方程 组 解 的 个 数 的 
三 种 情况 。 
例 2 解 线 性 方程 组 
f XI 十 Xs 十 x 下 Xs 十 Xs 二 1 
| sx1+2xs 二 xs+xs—3x,—=a 
| Xs 十 2Xs 十 2Xx4 十 6Xs 二 3 
\5x1+4x; 十 3X3 二 3x4 一 Xs 一 b 
分 析 杰 例 的 系数 与 常数 项 中 有 文字 出 现 ， 此 时 ， 仍 然 按 步 
桑 进行， 经 过 若干 步 之 后 ， 对 于 文字 的 取 值 进行 讨论 ， 以 确定 有 
解 的 条 件 ， 进 而 ， 求 出 线性 方程 组 的 解 。 类 似 的 更 为 复杂 的 例 


子 仍 如 此 解决 . 

和 解 因为， 

ii 11 11111311 1、 
3211-34 0%-1-2-2-6o-3 
~ 0122 63 | 012 2 6 3 
5433-16  \0-1-2 -2 -0665) 
Iii1il 1 /1 0-1-1~5—2. 
01226 3 i) ,0 1 2 2 6 3 
00000 ao 10 0 0 0 0 0 
、0 0 0 0 0 b—2 \0 0 0 0 0 6—2/ 


所 以 ， 当 且 仪 当 a 二 0 与 6 二 2 时 ， 线 性 方程 组 有 解 。 此 时 ， 其 解 
已; Xi 一 一 2 十 Xas 十 X4 十 5X5，X2 一 3 一 2X3s 一 2X4 一 6X5 ， 其 中 
3 Xa xs 为 自由 未 知 量 。 


ae24。 


二 和 问 量 间 的 线性 关系 
将 向 量 6 表 示 为 向 量 21，aQ;:,…，a; 的 线性 组 合 , 方法 是 ， 
由 p 三 Xi1Q1 十 X202 十 … 十 Xs 出发， 考虑 分 量 相 等 的 关系 ， 得 到 
关于 1 ,xs，… ,x 的 线性 方程 组 ， 而 后 解 方程 组 。 当 有 解 时 ， 求 
得 一 解 (ki1，R;,… ,Rk,) ,从 而 ，B 王 Aia 十 Rosa 十 … +R， Cs 3 
当 无 解 时 ， 0 不 能 表示 汶 o ， xz as 的 线性 组 合 。 
六 非 零 向 量 组 o， XC2，…， ws 的 极 大 无 和 关 组 ， 其 方法 见 8 2， 
〖， 一 ， 
例 3 将 6= (0, 0，0，1 ) 小 示 为 4&1，Q，，Qs， x+4 的 线性 
组 合 ; 
ol= (1, 1, 0, 1),， 22 一 《2，1，3，1) ， 
as= (1, 1, 0, 0),， w= (0,1,—1,—1)., 
解 设 p==xia1 十 X03 十 XsQs + X04, 则 
{Xi 二 2xs 二 Xs 一 0 
| Xi 本 xz 十 Xi 十 X4 一 0 
JX2 一 X%《 一 0 
【x 二 +x, 一 Xs 二 1.， 
解 得 ， Xi 一 1，X%2 一 0，X3s 一 一 1，X4 一 0， 所 以 ， 0 一 al 一 aa 。 
例 4 求 问 量 组 ac:，c:*，cs，cs，as 的 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 
w= (1,—1,2, 4) as= (0, 3, 1, 2), 
Qs= (3, 0, 7, 14), ai 一 (1, 一 1，2，0) ， 
一 《2，1，5，6) 。 
1 了 qi 二 《1, 一 1，2，4 ) 因为 4 不 能 由 ai 线性 表 
出 ， 所 以 取 cz 一 《0，3，1，2 ) ; 因为 a;==3Q1 十 a。， 所 以 不 取 
xs 因为 cx 不 能 由 ci， &z 线 性 表 出 ， 所 以 取 a， =(1,—1,2,0); 
风 为 gs 二 94 二 gs 二 4, 所 以 不 取 ass 民 内 此 ， CI 2， xi 是 一 个 极 
大 无 关 组 。 
解 2 以 ci，c:，cs，cai，as 为 列 写 成 一 个 矩阵 ， 而 后 进 
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一 


行 初等 行 变换 


f 103 12、 /103 1 2、1103 2、 
130711 1033 0 3', 011 0 1 
| 217 25| I011 0 1',|000—4~4 
4214 06) \02254—2/. \000 0 07 

, 10312 /10301、 

i | . : 

> 01101 > 01101 

00011 00000111 

00000 00000: 


从 而 ，Q1，Qs，Q4 线 性 无 关 , 生 Qs 二 3Q1 十 as, as 一 al 十 as 十 cy， 
所 以 ， Ci C2, Qs 是 一 个 极 大 无 关 组 ， 

说 明 1 ) 本 例 中 解 2 的 方法 较 方便 ;2 ) 利用 解 2 的 方法 也 
可 以 求 线性 组 合 ， 3 ) 利用 解 2 的 方法 也 可 以 判断 一 向 量 组 线性 
相关 或 线性 无 关 ; 4 ) 利用 解 2 的 方法 还 可 以 求 向 量 组 的 秩 ， 也 
就 是 确定 极 大 无 关 组 所 含 问 量 的 个 数 ， 

三 求 矩 隆 的 秩 

求 矩 阵 的 秩 ， 一 般 可 采取 下 列 方法 ，1 ) 对 矩阵 同时 施行 初 
符 行 变换 与 初等 列 变换 ， 直 至 化 得 的 矩阵 的 秩 显 然 可 确定 时 为 
止 ，2 ) 确定 一 个 r 阶 子 式 D 记 0， 而 包含 D 的 所 有 r 十 1 阶 子 式 全 
为 0， 从 而 秩 为 r+; 3 ) 上 面 两 种 方法 合并 使 用 。 

方法 1 ) 的 优点 是 简单 、 迅 速 ， 缺 点 是 不 能 决定 行 ( 列 ) 向 
景 组 的 极 大 无 天 组 方法 2 ) 的 优点 是 可 以 决定 行 ( 列 ) 向 量 组 的 
极 大 无 组 ,缺点 是 一 般 计算 量 较 大 .应 根据 不 同 的 要 求 选取 方法 ， 


例 5 设 托 阵 
7 1 0 0 1! . 
i 6 2 4 10 试 求人 的 秩 ， 
1! 11 3 6 16 
1 一 19 一 7 —14 ~34/ 
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解 1 对 人 施行 初 竺 变换 
1 2 .0 0 1、/1 2.0 0 1、 
A 0 6 24 10|,0 6 2 4 1 
1 11 3 6 16 | 0 9 3 6 1 
1 一 19 一 7 一 14 一 34/ ~\0—21—7—14—357” 


1 20 0 1. 
oi 2 5 i_B, 
00000 
.0000 0” 
显然 ,B 的 秩 为 2 ,从 而 A 的 秩 也 为 2， 


解 2 ”A 有 一 个 二 阶 子 式 p= ero0, 
0 6 


而 入 的 所 有 包含 D 的 三 阶 子 式 都 等 于 零 ， 


120 1 2 0 [12 1 | 
, 6 2|=0, |064|=0,， 0 610|=0, 
[i113 1 11 6 11116 
1 2 0 1 2 0 1 2 1 
0 6 2|=0,|10 6 4|=0,|0 6 10|=0, 
1 一 19 —7| |1—19 一 14 1 一 19 一 34 


所 以 ，A 的 秩 为 2 . 

四 求 基 础 解 系 、 全 部 解 

求 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ， 方 法 是 ， 对 其 系数 什 阵 施行 
初等 行 变换 ， 使 其 系数 矩阵 变 为 加 强 的 阶梯 形 年 阵 ， 邯 可 直接 写 
出 一 个 基础 解 系 . : 

求 线性 方程 组 的 全 部 解 ， 方 法 是 ， 求 出 一 特 解 p»,， 求 出 其 导 
出 组 的 一 个 基础 解 系 7:，7:，…，7，。 写 出 全 部 解 和 十 Ri7 1 十 
Ra 十 … 十 尺 ;77 ，， 其 中 Ri PR ，…， Ri 为 F 中 的 任意 数 。 

例 6 求 齐 次 线性 方程 组 : 


127 。 


f YX 1 十 ,十 a 和 十 x+ 十 xs=0 
3xX1 十 2Xx; 十 Xs 十 X4 一 3X5 一 0 
| Xs 十 2xs 十 2xs 十 6xs 二 0 


【5xi 十 4Xs 十 3Xs 十 3X4 一 Xs 三 0 
的 一 个 基础 解 系 ， 并 写 出 其 全 部 解 ， 


解 ” 因 为 ， 
A 1 1 1 1 1 1\ 
3211~-3 ,0-1-2-2-6 
0122 6, 0 1 2 2 6 
~、5433-—1 0—1—2—2—6 
1 1 1 1 i~ 10 一 1 一 1 一 5 
01226| 01 2 2 6 
000001100 0 0 0 
~000007~、00 0 0 02》” 


所 以 ， 它 的 一 个 基础 解 系 是 ; 7 1 二 (1, 一 2,1,0,0), 7:==(1， 
—2, 0, 1, 0), 7:s= (5, —6, 0, 0,， 1 )， 它 的 全 部 解 是 ， 
Rinithn2Thsns—= (ki+hk,+5ks, —2R1—2R,—6Rs, Pi， 
Ra， ks ) ? 其 中 Ri， R，， Rs 是 F 中 任意 的 数 ， 

例 7 求 线 性 方程 组 / 


Xi 二 x。—3Xs— X41 
1 3X1 一 %a 一 3X3s 十 4X4 一 4 的 全 部 解 。 
\xi 十 5xs 一 9xy 一 8x4 一 0 


解 因 
1 1 一 3 一 1 [i 1 一 3 一 1 1、\ 
3 一 1 一 3 4 6 7 | 
1 5-9-80)'.0 4-6-7—1 
1 1 四 3 一 1 l 、 ’ 1 0 _3 3 5 " 
| 3 7 1 1 2 4 4 | 
>| 001- 了 TT 01-3_7_ 1. 
| | 2 4 4 . 
900 0 9 ?9 ~“oo0o0 0 0 0- 


4 


_/_3 7 
一 基础 解 系 是 . 1 一 ( 方 ， 时 1 ， 0 ) ， 1/2 一 《一 于， 克 ， 
0 ，1 ) ， 其 全 部 解 为 ?十 Pi9: 十 baga 一 《也 十 避 语 一 下 Ra， 


一 开 十 也 hi 十 了 hh， Ri, Rk, ) ， 其 中 &,， pe 是 F 中 任意 的 数 ， 


五 ”线性 方程 组 的 应 用 

有 些 儿 何 问题 或 其 它 问题 ， 归 结 为 解 线 性 方程 组 ， 

例 8 试 求 四 点 M1i(xi,»1)， M ,(x,, y;), M (x,ys) 9 
M , (x4 ,yi) 共 圆 的 必要 充分 条 件 。 

” ”和解 设 圆 的 一 般 方程 为 x? 十 y? 十 Dx 十 Ey 十 F= 0， 则 由 点 
共 因 的 必要 充分 条 件 是 以 D，E，F 为 未 知 量 的 方程 组 


fx ty TDxi+Ey:+F=0 
| x2 ?十 ys? 十 Dxs 二 Ey: 十 F= 0 
| Xs 十 ys ?十 Dxs 十 Eys 十 F 二 0 
ULx42 十 yi2 十 Dx+ 十 yx 十 F= 0 
有 解 ， 即 矩阵 

XI ?十 y1” xX! yi 1 
Xz2 十 yz” Xs ya 1 
Xa 十 ys” Xs ya 1 


ur 
妆 
bs 
心 
bs 
a 


Xe 十 yy4”X4 Ya 
有 相同 的 秩 ， 
例 9 试 求 通过 点 M1,(0, 0),，M,(1,，0)， Ms( 一 1，0)， 
M,(1，1)，M( 一 1，1) 的 二 次 曲线 方程 . 
解 ” 设 二 次 曲线 的 一 般 方程 为 Ax? 十 Bxy 十 Cy 十 Dx 二 Ey 
十 F= 0， 将 各 点 的 坐标 代入 ， 得 到 以 A，B，C，E， 上 为 未 知 
量 的 线性 方程 组 


fF= 0 
| AtD+F=0 
1 A—D+F=0 
| A+B+C+D+E+F=0 
\A—-B+C—D+E+F=0, 
解 这 个 方程 组 ， 得 ，A= 二 B=D=F=0，C= 一 EE ， 上 为 自由 末 
知 量 ， 取 E= 一 1， 从 而 C==1， 所 求 的 二 次 曲线 的 方程 为 y? 一 y 
= 0 。 
六 解 二 元 高 次 方程 组 
解 二 元 高 次 方程 组 的 步骤 是 ，1 ) 将 方程 改写 为 按 一 个 未 知 
量 (不 妨 为 y ) 降 攻 排列 ，2 ) 写 出 结 式 R,(f ,9) ,并 求 出 其 复 根 
X1,…，Xh; 3 ) 对 于 每 个 xi;， 代 入 原 方程 组 ， 得 到 两 个 y 的 多 
项 式 ， 求 它们 的 公 根 ，4 ) 写 出 方程 组 的 解 。 
例 10 解 方 程 组 
{1 0 
多 一 14Xy 十 9x“ 十 28X 一 47y 一 5 一 0 
解 原 方程 组 改写 为 
作 tt tl) 0 
y2 一 (14X 十 4)y 十 (9xX2 十 28x 一 5) 二 0， 
求 得 人 六 9) 三 一 24xX(x 一 1)(x 一 2)(x 十 2)， 其 四 个 根 为 0， 
1，2， 一 2， 
用 x 二 0 代入 得 他 
多 一 4 一 5 一 0， 
公 根 是 y 二 一 1， 从 而 (0， 一 1) 为 原 方程 组 的 一 个 解 。 
向 法 求 得 另外 三 个 解 (1，2)，(2，3) 与 (一 2，1)。 原 方程 组 
共有 四 个 解 。 
1 证明 题 
一 ”线性 相关 、 线 性 无 关 
。 130。 


证 明 的 方法 一 般 有 两 种 ，1) 根 据 定义 直接 证 明 ， 由 一 线性 组 
合 出 发 ， 推 出 系数 应 具有 的 性 质 ，2 ) 反 证 法 ， 由 于 线性 相关 与 
线性 无 关 是 两 个 互相 排斥 的 概念 ,所 以 反 证 法 具有 基本 的 重要 性 . 

例 1 证 明 ， 若 向 量 组 c:，ca: ,…，can(mZ2) 中 ,ai 关 0， 且 
每 一 个 ai;(i 二 2，3,…，m) 均 不 能 由 它 前 面 的 i 一 1 个 向 量 线性 表 
出 ， 则 cl，2xz，…，wn 线 性 无 关 ， 

证 明 人 1 设 Riai 十 Razaaz 十 … 十 Ricni 十 Ra 一 0。 因为 c， 
不 能 由 a1，as,…，a。-1 线 性 表 出 ， 所 以 必 有 8 二 0, 从 而 1 十 
Razaz 十 … 十 Ru-1cn-1 一 0。 又 因为 a :不 能 由 cl ,as，…an_， 线 
性 表 出 ， 所 以 必 有 &k，- :一 0。 如 此 下 去 ， 同 理 可 得 R。 ,= AR， :一 
3 一 Ra 一 0, 从 而 Aiai 一 0. 因 为 ci 二 0， 所 以 R = 一 0。 因 此 ， 
一 Ra 一 … 一 Ru 一 0，ai，ao，…，a 线性 无 关 ， 

证 明 2 用 反 证 法 。 设 ac:，cs,…，cnw 线 性 相关 ， 则 有 一 组 
不 全 为 0 的 数 &,， Ra 使 得 eic 十 Raas 十 … 十 Ruan 一 0， 
从 开始 向 前 考 察 系数 ， 设 &; 是 第 一 个 不 为 0 的 数 , 则 Ra 十 
Ras +hkia;=0. 且 必 有 :+ >>1， 否则 ,Riai 一 0， 得 出 a1==0， 
与 已 知 条 件 矛 秆 。 因 为 i 守 1 昌 k; #0， 所 以 c; 可 由 ci， az ， 
xi-! 线 性 表 出 ,从 而 与 题 设 矛 盾 . 因 此 ,al，cs,…，a。 线性 无 关 . 

一 极 大 无 关 组 、 向 量 组 的 秩 

证 明 向 量 组 的 一 个 部 分 组 构成 极 大 无 关 组 ， 笃 本 的 方法 就 是 
根据 极 大 无 关 组 的 定义 证 明 

证 明 向 量 组 的 秩 一 一 考 外 其 极 大 无 关 组 。 

例 2 证明， 车 a1，as,…， a， 的 秩 是 >，7 盖 0， 则 a ， Ca2， 
0 2 中 任意 + 个 线性 无 关 的 向 量 均 构 成 它 的 一 个 极 大 无 关 组 。 

证 明 设 a, ，0ji 9， Qj 不 Q1，0s,…，Q;: 中 的 任意 ?个 
线性 无 关 的 向 量 。 因为，a;，a;, ，a;, ，…，a, 可 由 一 个 极 大 
巨头 组 线性 表 出 ， 而 由 秩 是 + 知 ， 极 大 无 关 组 合 有 + 个 向 量 ， 所 
以 ，Qt，Qil ，Qi,，“…，Qi, 线 性 相关 ，i=1，2,…，s。 因 此 ， 
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(1 Qj, ，"""9 a,, 是 一 个 极 大 无 关 组 ， 
例 3 设 向 晤 组 01，a;,…，Q; 的 秩 为 "r， 在 其 中 任 取 mm 个 问 


构成 部 分 组 A， 证 明和 A 的 秩 之 ?十 m 一 5， 


”证 明 当 r=0 时 ， 显 然 成 立 ， 当 r 之 0 时 ， 取 4!1，Q:,'*，Q， 
隔 一 个 极 大 无 关 组 B， 则 B 之 外 简 下 s 一 ?个 向 量 , 从 面 A 中 至 少 有 
m 一 (s 一 7?) 个 向 量 取 自 B, 它 们 线性 无 关 , 因 此 ,人 的 秩 之 ?十 mm 一 5， 

三 ” 河 量 组 绎 价 

证 明 两 个 向 量 组 等 价 ， 按 照 定 义 ， 就 是 要 证 明 它 们 可 以 互相 
线性 天 出 ,由 于 一 个 向 量 组 与 其 任 一 极 大 无 关 组 等 价 ,所 以 证 明 两 
个 向 量 组 等 价 可 以 转化 为 证 明 它们 的 极 大 无 关 组 等 价 ， 从 而 可 能 
使 问题 得 以 人 简化， 

例 4 已 知 两 个 向 量 组 有 相同 的 秩 ， 上 及 其 中 一 个 可 以 被 为 一 
个 线性 表 出 ， 证 明 ， 这 两 个 向 量 组 等 价 ， 

证 明 ” 设 2&;，Q,,…， os( I )SSb, 户 。， 用) 的 秩 均 
为 r。 当 ”一 0 时 ， 显 然 成 立 。 当 r>>0 时 ， 取 ( 1 ) 的 一 极 大 无 关 组 
(), 取 ( 下 ) 的 一 个 极 大 无 关 组 (8 )， 由 于 酒量 组 与 其 极 大 无 关 
组 等 价 ， 所 以 要 证 ( 工 ) 与 4(E) 等 价 ， 只 要 证 明 ( 下 7) 与 ( 丈 ) 等 价 。 
设 ( 卫 ) 可 由 ( IT) 线性 表 出 ， 则 (了 ) 可 由 ( 下) 线性 表 出 ， 从 而 ， 只 
要 证 明 ( 和 页 ) 可 由 (K ) 线 性 表 出 .用 反 证 法 ， 设 (下 ) 中 有 一 问 量 
xi 不 能 由 bj ,Bj:，,…Bi:(W) 线 性 表 出 , 则 Bj ,Bjs,…Bi, ,a; 线 
性 无 关 。 但 是 ，Bj!:，PBjs,…，Pir，a: 可 由 (下 ) 线 性 骨 出 ， 而 
r+ 十 1 沁 >r， 所 以 Bn ，PBj，,…Pj:，Qi 线 性 相关 ， 引 出 了 矛盾。 因 
此 ，( 四 ) 可 由 (WW) 线 性 天 出 ， 

四 和 给 阵 的 秩 

证 明知 隆 的 秩 的 方法 是 ， 1 ) 通过 初等 变换 化 得 容易 确定 其 
秩 的 和 什 阵 ; 2 ) 通过 子 式 ，3 ) 通过 行 ( 列 ) 向 量 组 ， 

例 5 设 矩 阵 A==(a;;)wxn， 昌 二 (6;;)8xo 的 秩 分 别 为 s 和 


t， 证 明 
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C 一 (0 8) 的 秩 为 si. 
证 明 1 ”对 C 进 行 初等 变换 ， 可 化 为 


E. 000、 | 
~ 0000 -oo 
0 0 E, 0 0 0 

“0 00 0 


由 于 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 ， 所 以 秩 (C)= 秩 (C1)=s 十 +t. 
证 明 2 当 A，B 中 至 少 有 一 个 为 零 窑 阵 时 ， 显 然 威 立 。 当 
A，B 均 不 为 零 矩 阵 时 ，A，B 分 别 有 s 阶 子 式 D.#0 与 t 阶 子 式 
D,0， 而 4 的 s 十 1 阶 与 B 的 1 十 1 阶 子 式 均 为 0. | / 
?1 Oi js De, “0 


De DD,= 


i 91,7,), bp De, , 
由 拉 普 拉 斯 定理 知 ，C 有 s 十 1 阶 子 式 
a. Ga ;0 0 
D, ,= 1 i 一 了 .了 D 关 0 
0 0 bp 。。 D | t o 


0 %» 0 De, 1, 和 be, 1, 
把 C 的 第 i 行 记 为 a;， 则 C 的 所 有 行 向 量 都 可 以 由 a; ，…， 
Qi ， Qk,， ,04, 线 性 表 出 ， 从 而 C 的 任意 s 十 1 十 1 阶 子 式 均 为 


0 ,因此 ，C 的 秩 是 s 十 +. 

证 明 3 ” 当 A，B 中 至 少 有 一 个 为 零 窍 阵 时 ， 显 然 成 立 。 当 
A, B 均 不 为 零 矩 阵 时 ， 说 Qa，， 机 Ci 为 A 的 行 问 量 组 的 一 个 
极 大 无 关 组 ，ck ，…， ch 为 B 的 行 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 


i kl ,Ri 分 别 为 它们 所 在 C 中 的 行 数 ,C 的 行 向 量 记 为 
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Qi 一 1]，2,…， 轴 十 pp， 则 易 证 a， 9 Gs Nk Op, 
为 C 的 行 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 因此 ，C 的 秩 为 s+t 
五 ”线性 方程 组 的 相 容 性 
此 类 题目 一 般 根据 相 容 性 定理 进行 证 明 。 
例 6 设 线性 方程 组 
ailXi 十 0G12X2 十 人 十 CinXn 一 01 
| Gs1X1 十 dq22X2 十 … 十 Q2nX ,二 0: 
La 1X1 十 Qn2Xo 十 "十 Qn naXn 二 DD ， 
里 系数 矩阵 A 的 秩 等 于 矩阵 


/Ql G12 '** Ql1n bi 
| 21 G2 *** Qop bs 


”的 秩 ， 证 明 ， 该 方程 组 有 解 ， 
证 明 ”由 矩阵 的 秩 的 定义 知 ， 秩 (A ) 过 秋 (A) 芝 秩 (C)， 
A 是 增 广 吞 阵 . 但 是 ， 由 已 知 条 件 得 ， 秩 (A )= 秩 (C)， 所 
以 ， 秩 (A) = 秩 ( A)， 方程 组 有 解 ， 
入 ” 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 
此 类 题目 根据 齐 次 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 的 定义 及 有 关 的 定 
理 进 行 证 明 , 
例 7 设 齐 次 线性 方程 组 
fallX1l 十 Cl2X2z 十 … 十 GilnxXn 一 0 
ost os te tor 0 
a pa 十 axXv 一 0 
的 系数 行列 起 D~ 0， 而 也 中 ai 的 代数 余子 式 Aiix 0 ， 证 明 : 
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它 的 全 部 解 为 《CRA ;1，…，kAii,…，kA;,),k 为 让 中 的 任意 数 . 

证 明 因为 D=0， 所 以 ， 根 据 行列 式 的 展开 定理 知 ，(Aii， 
人 Ai) 为 方程 组 的 一 个 解 。 因 为 ,D=0 而 A;; 址 0， 
所 以 ， 系 数 矩 阵 A 的 秩 是 4 一 1，- 从 而 基础 解 系 由 一 个 非 零 解 物 
成 因此，( Ail,，…， Aij,… ，Ai,) 是 一 个 基础 解 系 ， 其 
全 部 解 是 (RA,… ,kA;;,… ,RA,,),k 是 F 中 的 任意 数 。 - 


$5 补充 资料 


] 非 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 | 
定义 。 线 性 方程 组 的 解 向 量 集合 中 ， 若 有 R 个 解 向 量 有 有 性 
质 ，1 ) 这 个 解 向 量 线性 无 关 ，2 ) 方程 组 的 任意 解 可 由 这 有 
个 解 线性 表 出 ， 则 称 这 AR 个 解 向 量 是 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . 
定理 。 含 n 个 未 知 量 的 非 齐 次 线性 方程 组 ， 当 其 系数 矩阵 与 
增 广 矩阵 有 相等 的 秩 r 过 x 时 ， 必 有 基础 解 系 ， 每 个 基础 解 系 包 
含 f 一 +r 十 I 个 解 向 量 ; . 且 它 有 无 穷 多 个 基础 解 系 ， 而 它 的 & 个 线 
性 无 关 解 向 量 为 基础 解 系 的 必要 充分 条 件 是 &=n 一 r 十 1。 又， 
它 的 全 部 解 可 以 由 一 个 基础 解 系 的 一 切线 性 组 合 使 组 合 系 数 之 和 
等 于 1 时 而 得 到 ， 
1 线性 方程 组 的 近似 解法 
一 ”简单 迭代 法 
步骤 。 1 ) 将 方程 组 中 的 未 知 量 x:，x:，…，x， 表 成 x1， 
xs,…，Xxs 的 线性 式 ，2 ) 以 任意 一 组 初始 值 x:(0) ， xs(0) ,…，- 
xnk0) 代入 线性 式 中 ， 得 到 一 组 值 x10) ,xs XI)3 
3 ) 将 每 次 得 到 的 一 组 新 值 再 代入 线性 式 中 得 到 另 一 组 新 值 ， 重 
复 这 种 过 程 ， 得 到 一 组 序列 {x1(k) }，{x2(k)},...， {x,(k)} 
和 ) 当 h 变 得 很 大 时 ， 车 这 组 序列 的 项 值 变 得 比较 稳定 ， 则 可 取 
一 组 什 xitgo) ,xstko),…，x。tko ) 作 为 原 方程 组 的 解 的 近似 值 . 
二 过 个 送 代 法 : 
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步骤 。1 ) 从 尿 方程 组 用 x1，x;，…，x。 的 线性 式 表示 出 
ui xia Xn; 2 ) 以 任意 一 组 初始 近似 值 x160) ,x2(0) ,… ， 
: x,(0) 代入 xi 的 表达 式 中 ， 得 到 x10) ,可 人 以 X10) ,x200) ，…， 
xs(0) 代入 xz 的 表达 式 中 ， 得 到 xs 以 xD ，x20) ,…， 
xi ，xXax0 代入 xs 的 表达 式 中 ， 得 到 xD ， 从 而 ， 得 到 一 
次 近似 xD ， X2(1) ， 四 Xnt! ); 多 3 ) 重复 2) 的 过 程 ， 得 到 R 
次 近似 xi CD ,x2(8) ,xn ,从 而 建立 达 代 格式 ，4 ) 当 k 很 大 
时 ， 若 xX1(8) ,xa(&) ， …， nk) 的 每 一 项 变化 趋 于 稳定 ， 则 可 
求 得 原 方程 组 的 近似 解 。 

下 主 元素 消 去 法 
一 总 体 选 主 元 素 的 消去 法 

从 线性 方程 组 的 所 有 系数 中 ， 取 绝对 值 最 大 的 系数 ， 将 具有 
这 个 系数 的 未 知 量 作为 消去 元 。 每 一 次 都 这 样 做 。 这 种 消 元 法 称 
为 主 元 素 消去 法 ， 每 次 所 取 的 绝对 值 最 大 的 系数 称 为 主 元 素 。 

步 又 。 1) 观察 方程 组 , 取 人 含 绝对 值 最 大 的 系数 为 r 的 未 知 量 作 
为 消去 元 ;2 ) 由 主 元 素 r 所 在 方程 消去 其 它 方程 中 对 应 的 未 知 量 ， 


即 ， 以 一 乘 以 这 个 方程 后 加 到 另 一 个 方程 上 ， c 由 另 一 个 方程 决 


定 ， 3 ) 将 所 得 的 新 方程 组 继续 采取 以 上 方法 ， 直 到 记得 到 的 上 

一 个 仅 含 一 个 未 知 量 的 方程 ,4 ) 由 仅 含 一 个 未 知 量 的 方程 解 出 这 
个 未 知 量 ， 再 逐次 代入 主 元 素 所 在 方程 ， 从 而 得 到 方程 组 的 解 

二 、 按 列 选 主 元 素 的 方法 

步骤 。1 ) 从 方程 组 中 选取 x 的 绝对 值 最 大 的 系数 作为 主 元 
素 进 行 消 元 ， 去 掉 主 元 素 所 在 的 方程 ， 得 到 关于 xs:，xs，…， XX， 
的 新 方程 组 ;2 ) 从 这 些 新 方程 中 选取 x; 的 绝对 值 最 大 的 系数 作为 
主 元 素 进 行 消 元 ， 去 掉 主 元 素 所 在 方程 ， 得 到 关于 xs。，…，x,。 的 
新 方程 组 ，3 ) 对 每 次 得 到 的 新 方程 组 重复 以 上 步骤 ， 直 至 得 到 
得 到 一 个 仅 含 x, 的 方程 为 止 ，4 ) 从 最 后 这 个 仅 含 x。 的 方程 中 
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解 出 x,， 再 逐个 代入 主 元 素 所 在 方程 ， 得 到 方程 组 的 角 ， 
KW 历史 资料 点 滴 
我 国 古 代数 学 著作 《 九 章 算 术 》 中 的 第 八 章 “方程 ”， 主 要 
是 讲 多 元 线性 方程 组 应 用 问题 的 解法 。 这 里 的 “方程 ”和 现在 的 
方程 式 完 全 不 同 ， 不 是 指 的 含有 未 知 数 的 等 式 ， 而 是 指 的 用 数字 
排 成 的 相当 于 矩阵 的 长 方形 隆 .求解 就 在 由 系数 和 常数 项 排 成 的 
“方程 ”上 进行 。 其 解法 称 为 “ 直 除 ”， 较 为 繁琐 ， 相 当 于 现在 
的 初等 变换 。 三 国 时 的 数学 家 刘 徽 ， 改 进 “ 直 除 ” 法 ， 将 对 应 项 
系数 互 匀 ， 对 减 一 次 即 可 消去 一 项 ， 但 对 后 人 影响 不 大 。 宋 、 元 
时 的 数学 家 秦 九 部 于 1247 年 完成 《 数 书 九 章 》 一 书 ， 彻 底 改 进 连 
续 相 减 的 “ 直 除 ”法 ， 一 直 采 用 “ 互 乘 相 消 法 ”， 相 当 于 增 广 算 
阵 的 初等 变换 ， 把 秦 九 韶 的 式 子 稍 加 改变 ， 加 上 征 阵 的 符号 ， 就 
与 现代 的 完全 一 样 。 
线性 方 和 在 组 的 研究 在 西方 是 莱 布 尼 效 于 1678 年 以 前 开创 的 .。 
后 来 ， 伴 随 着 行列 式 与 矩阵 的 产生 逐步 发 展 并 完善 。 站 污 际 秩 的 
概念 则 要 迟到 十 九 世 纪 才 由 弗 罗 宾 组 斯 提出 。 


$6 ”基本 习题 


i 人 解 线 性 方程 组 

({ Xi 十 3Xs 十 5X3s 一 4X4 = 1 

| X13% 十 2X3s 一 2X4 十 Xi 一 一 1 

1X1 一 2X2 十 Xa 一 X4 一 X5 一 3 

XI 一 4xX2 十 Xs 十 X4 一 X5 一 3 

人 Xi 十 2Xa 十 Xs 一 %4 十 X5s 一 一 1 。 
2 解 线性 方程 组 

f9x1 二 X2 十 Xi 一 4 

1 xi 十 xz 十 Xas 一 3 

Xi 十 20xz 十 xs 一 和。 
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3 求 齐 次 线性 方程 组 
[ Xi 十 x? 一 3X4 一 Xs 二 0 
| xi 一 xz 十 2Xs 一 %4 一 0 
| 4X1—2%2 十 6Xs 和 十 3xX4 一 4x5 二 0 
| 人 2x1 十 4xz 一 2X3 十 4X4 一 7X5 一 0 
的 一 个 基础 解 系 。 
4 求 ai=(6，4，1， 一 1，2)，cxs 一 (1，0，2，3， 一 4)， 
x3 一 (1，4， 一 9， 一 16，22,) ,cs 一 (7，1，0， 一 1，3) 的 
一 个 极 大 无 关 组 。 
5 解 方 和 在 组 
人 
y2 一 XYy 十 2X2 一 y 一 5X= 一 0 。 
6 证 明 ; Qi1,Qs,…，Qs 《8 六 1) 线性 相关 的 必要 充分 条 件 
是 至 少 有 一 个 问 量 可 以 由 其 余 的 问 量 线性 表 出 ， | 
7 证 明 ， 车 有 一 向量 a 能 由 a1:，a:,…，a; 线 性 表 出 且 表 法 
唯一 ， 则 ct，cz，…，a: 线 性 无 关 。 
8 设 三 个 问 量 组 gi1，42,…，0s; 1， 有 Cl 
Qs, 7, Qs, Pi, Pi pp Pi 的 秩 分 别 为 71，72，7?， 下 有 明 ; 
max (ri, rz) 委 r 安 十 ri 
9 证 明 ， 线性 方程 组 xl: 一 xz 一 Cl， 光 2 一 3 一 C2 MX 一 4 
二 43，X4 一 Xs 二 G4， Xs 一 X11 二 as 有 和 解 的 必要 充分 条 件 是 a1 十 a。 
十 Gs 十 a4 十 qs 二 0， 
10 证明 ， 阁 n 个 未 知 量 的 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 
rn， 则 它 的 任意 m4 一 ?个 线性 无 天 的 解 问 量 均 构 成 它 的 一 个 基础 
解 系 。 
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第 四 章 算 阵 


3$1 概括 说 明 


矩阵 这 一 概念 是 从 线性 方程 组 和 其 它 许多 事物 中 抽象 出 来 
的 。 和 矩阵 是 一 种 有 力 的 工具 ， 也 是 一 种 重要 的 研究 对 象 ， 贯 穿 于 
线性 代数 的 各 个 部 分 ， 处 于 中 心 的 地 位 。 人 矩阵 的 计算 和 理论 ， 不 
仅 在 代数 学 自身 有 广泛 的 应 用 ( 如 线性 方程 组 的 求解 、 线 性 变换 
的 讨论 、 群 的 研究 等 ) ， 而 且 在 数学 的 其 它 学 科 、 在 物理 学 及 其 
它 科学 技术 领域 、 在 经 济 及 其 它 社会 科学 领域 都 有 广泛 的 应 用 ， 
矩阵 的 运算 是 矩阵 理论 研究 的 基础 ， 本 章 主 要 讨论 运算 及 有 关 的 
问题 ， 内 容 比较 具体 ， 但 计算 较 多 ， 并 且 必须 熟练 掌握 ， 

本 章 的 内 容 分 为 八 个 部 分 ， 人 矩阵 及 其 运算 ,从 阵 的 分 块 ， 初 
等 矩阵 ， 可 逆 甜 隆 ， 人 矩阵 的 等 价 ， 几 类 特殊 拭 阵 ， 分 块 乘法 的 初 
等 变换 ， 广 义 逆 矩阵 ， 

算 阵 的 运算 有 加 法 、 数 乘 、 乘 法 、 转 置 四 种 ， 其 中 ， 乘 法 最 
为 重要 ， 也 较为 复杂 ， 而 且 乘 法 不 满足 交换 律 ， 这 种 情况 也 是 第 
一 次 出 现 . 

算 阵 的 分 块 是 将 阶 数 大 的 矩阵 转化 为 阶 数 小 的 盾 阵 ， 而 且 在 
分 抉 的 基础 上 再 进行 运算 ， 将 小 块 拭 阵 作为 通常 的 元 素 看 待 。 这 
种 思想 方法 是 重要 的 . 

初等 矩阵 是 由 单位 矩阵 经 过 一 次 初等 变换 而 产生 的 矩阵 ， 它 
的 作用 主要 是 ， 把 对 和 矩阵 进行 行 ( 列 ) 的 初等 变换 转化 为 这 个 逢 
阵 左 ( 右 ) 乘 一 个 相应 的 初等 扎 阵 ， 

可 逆 矩 阵 是 一 类 重要 的 插 阵 ， 其 根本 作用 在 二， 就 一 定 章 义 
上 来 说 ， 可 逆 矩 阵 给 出 矩阵 的 除法 运算 ， 

扯 阵 的 等 价 是 由 初等 变换 引出 的 。 等 价 具 有 有 反 身 性 ， 对 称 

139。 


性 、 做 递 性 ， 从 甫 对 矩阵 进行 分 类 ， 建 立 矩 阵 标准 形 的 概念 ， 进 
而 ， 短 隆 在 等 价 意义 下 化 为 最 简 有 形式 ， 由 冠 阵 的 秩 瞧 一 决定 ， 

儿 类 特殊 第 阵 包 括 ， 基 底 矩 阵 ， 对 角 和 矩阵 ， 准 对 和 角 算 隆 ; 三 
角 祭 隆 ;对 称 矩 险 ， 反 对 称 矩 阵 ; 竹 等 矩阵 , 千 零 矩阵 ， 么 究 矩 隆 . 

分 志 乘 法 的 初等 变换 ， 就 是 将 分 块 乘法 与 初 绊 变换 相 结 合 ， 
从 而 成 为 矩阵 运算 中 极端 重要 的 手段 ， 

广义 逆 矩 阵 是 一 种 新 的 数学 工具 ， 丰 代数、 数理 统计 、 计 算 
方法 、 微 分 方程 、 泛 通 分 析 、 物 理学 、 测 量 学 等 方面 有 着 广泛 的 
应 用 ， 

本 音 的 补充 资料 是 ， 置 换 和 矩阵， 行列 式 降 阶 计算 法 ， 抑 阵 的 
下 积 ， 复 合 虐 阵 ，Mocrc-Penrose 逆 与 Drazin 道 ， 高 矩阵 ， 拖 
阵 分 析 ， 历 史 资 料 点 滴 ， 

| $2 内 容 提 或 

1 矩阵 及 其 运算 

一 夭 际 的 概念 

数 域 F 上 的 s xz 个 数 排 成 的 5 行列 的 窍 形 数 表 ， 称 为 F. 上 的 
一 个 sxX7? 和 证 阵 . 记 为 As， 或 As, 简 记 为 A， 也 记 为 (oj sx，， 
或 (a;;);s， 或 (ai;)， 有 邯 


411 QI2 ”UL 


A=(a,)= Qu Qasr dan 
Nas ay Qs ) 
其 中 组 成 窍 阵 A 的 数 称 为 入 的 元 际 ， 而 和 的 第 ! 行 第 7 列 交 叉 处 的 
元 未 ， 称 为 A 的 (5 力 元 素 ， 

1 XYX 算 阵 称 为 ?8 阶 矩 际 。 数 域 F 上 的 所 有 2 除 抵 阵 作 成 的 集合 ， 
记 为 M,(F)， 

若 矩 阵 A 与 3 的 行 数 相同 ， 列 数 相 同 ， 且 任意 ( 让 元素 均 对 
应 相等 ， 则 称 A 与 中 相等 ， 记 为 和 一 日 
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二 允 阵 的 加 法 
设 有 西 个 针 数 相同 、 列 数 也 相 问 的 害 隆 A=(eirysn 
B 一 (0 ， 则 称 定 阵 (e;，， -F510) :1 为 A 与 B 的 和 ， 记 为 A 十 B， 
简 盲 之， 矩阵 相 加 ， 即 对 应 元 素 相 加 。 z 
元 素 全 为 数 0 的 矩阵 称 为 零 矩 阵 ， 记 为 0 ;,， 在 不 致 引起 滋 
活 的 情况 下 ， 简 记 为 0 . 
(一 ai 和 称 为 A 王 (ai 的 负 丁 阵 ， 记 为 一 人 ， 从 前 ， 将 
冠 阵 的 减法 定义 为 ， A 一 B=A 十 (一 B)， 
移 阵 的 加 法 具有 性 质 ，1) (〈(A 十 B) 十 已 一 人 十 (十 二 ); 
2)A+B=B+A; 3)A+0=A 4 )A+(—A)=0. 
关于 秩 ， 有 : 秩 (A+B) 入 秋 (Ay) 十 秋 (D3)， 
三 “数量 乘法 
对 于 数 最 F 中 的 数 P， 了 上 的 矩阵 A=(c 可 以 作 数量 乘 
法 ，AA 一 (Raii)s，RA 称 为 与 A 的 数量 乘积 。 
矩阵 的 数量 乘法 具有 性 质 ，1 ) (& 十 站 A=hA 二 TAI 
2 ) ACAT+B)=hA+hRB; 3 ) ECIA)=(kI)A 4 )1A=A; 
5 ) EkCAB)=(RA)B=A(RB); 6 )k0=0, 0A=0, 
关于 秩 ， 有 : 当 R 取 0 讨 ， 秩 (8A) 二 秩 (A); 当 R= 0 时 ， 
秋 (RAJ)=0。 
-四 矩阵 的 汇 法 
设 有 数 域 F 上 的 上官 阵 A，DB。 当 A=(ais)so 的 列 数 等 于 
B= 二 (04 0)sn 的 行 数 时 ， 可 以 作 乘 法 ， AB=(ais(pri)sn 一 


1 
(Cij)sms Cijy= 2 ainbsj, i 二],2,'"* ,5S, 1 二 1],2,… ,Mm, 人 入 B 称 


为 A 号 8B 的 积 ， 

。 设 有 一 个 n 阶 矩阵 ， 车 它 的 (1, 1 ，(2,2),…，(n,n) 元 素 均 
为 1 ， 而 其 余 元 素 均 为 零 ， 则 称 该 矩阵 为 n 阶 单位 秆 阵 , 记 为 已 ， 
简 记 为 E， : 


» jl. 


"| 一 -一 -一 Hi 
FP er a -LT re re rr er ee rm Tri leh 


姬 阵 的 乘法 其 有 性 质 ，1 ) (AB)C=A(BC), 2) A(B+C) 
~AB+AC, (B+C)A=BA+CA; 3)E,A,,=A,,, AssE, 
=A,,; 4) 0C=0, A0=0. 

ABzBA， 原 因 在 于 ，1 ) AB 有 意义 ， BA 来 必 有 关 
2 ) 即使 ADB 与 BA 均 有 意义 ， 但 二 者 行 数 与 列 数 未 必 一 致 Ca 


与 BA 均 有 意义 ， 旦 阶 数 相同 各 A 与 B 为 同 阶 矩阵 ); 3 ) 即使 AB 


与 BA 均 有 意义 ， 而 且 它 们 的 阶 数 也 相同 ,仍然 未 必 相 等 。 因 此 ， 
矩阵 乘法 的 交换 问题 ， 是 一 个 复杂 的 问题 ， 

由 AD== 0 不 能 推出 A=0 或 B=0， 从 而 , 出 AB=AC 
旦 A 0 不 能 推出 B==C。 因此， 和 拖 阵 乘法 消去 律 的 问题 ， 也 是 

个 复杂 的 问题 

对 于 # 阶 矩阵 人 与 B， 乘 积 AB 的 行列 式 具 有 性质， 

iABI=|AllB|., 

关于 夸 ， 有 ， 秩 (AB)<min( 秩 (A),， 秩 (B) ) 。 

五 ” 算 阵 多 项 式 

由 于 和 拖 阵 的 乘法 满足 结合 律 ， 所 以 乡 个 此 阵 的 乘积 有 意义 。 
从 而 ,2? 阶 矩阵 A 的 正 整 数 次 方 宕 定义 为 ， AI: 一 A，A 和 :一 A4A， 
换言之 ，A* 训 是 k 个 A 村 乘 ， 

方 知 共有 性 原 ， 对 任 总 应 整数 R，/， 成 立 AAA 一 入 下 
(A#)' 一 A*!， 但 (AB)* AtBt， 当 AB=BA 时 ， 成 立 (AB): 
—AktB*:, AsBI 一 BIA* ， (ATB)*= A*:d+clAt-1B+ 
C2AA-2B2 十 … 十 ce 1 人 ADB21 十 BA 

落 1(4)==an4" 十 am-14" 1! 十 十 414 十 a, EF(4)，A 为 n 阶 
矩阵 ， 则 了 (A) 二 a A" 十 as-1A" i! 十 … 十 a1A 十 a, 上 称 为 算 阵 A 

若 A(4)，g《4)，h(4)，p《4)EFLA4)， 则 成 立 ，1 ) (4) 


=A(ND+Fo)>AAA)=/(A)+T oA): 2) 0(04) 一 (4)0(04)>> 


p(A)=/(A)g(A); 3)/(A)g(A)=g(A)f(A);4)AB=BAS 
“42. 


B/C(A)=/(A)B; 5) AB=BA->A(A)g(B)= 0(B)ACA)， 
六 转 置 | 
荐 人 A 二 (Qi1):s， 则 A'==(aj1);,; 称 为 A 的 转 置 ， 
给 兽 其 有 住 夺 ，1) (CAD A 2) (ATP) A’+B/ 
3)CAB)’= BA’, 4) (kA)’—hA’, 5 ) | 人 AT 
关于 秩 ， 有: 秩 (A’) = 秩 (A) . 
1 矩阵 的 分 块 
定 阵 的 分 其 是 一 个 在 处 理 阶 数 较 高 的 撼 阵 时 常用 的 方法 。 把 
一 个 大 矩阵 看 成 是 由 一 些小 矩阵 组 成 的 ， 如 同和 矩阵 是 由 数组 成 的 
一 样 ， 把 这 些小 矩阵 当 作 数 一 样 来 处 理 ， 从 而 进行 运算 . 
用 分 块 矩 阵 来 作 垂 阵 加 法 时 ， 必 须 将 两 个 矩阵 用 回 样 的 分 法 
来 分 成 相应 的 小 块 . 设 A 与 B 都 是 s x+ 秆 阵 ,把 A 进行 了 如 下 分 块 
1 ns Nn N20 
AliAl, All NS1 DB， Bb,,.%B, -91 
pf B! B,,...B, S， 


时 


Al Ai， ‘A Si1} B,, B,,…… B,' S13 
其 中 Aj 与 B; 都 是 s， Xn; 窜 际 ;51 十 $2 十 ，… ‘TSTs, nn 十 1; 十 
… 和 十 和 一 52， 则 


Ai 十 Bi Ais+B,,…A it 二 Bli 
ATB- 全 人 二 2 人 十 


A， TB AD Ar 十 了 ， 
用 分 块 甜 阵 来 性 乘法 竺 ， 第 一 个 矩阵 的 列 的 分 法 必须 与 第 二 
个 矩阵 的 行 的 分 法 相 一 致 。 设 A 是 一 个 s Xn 和 矩阵，B 是 一 个 nxm 


| Hi, i ti 7 1 Fi» i mn, 
人 I | A 1 了 | i |] “ B, 1 j3 1 9 i B, J 1 
太一 八 。， A 人 人， 人， So 也 一 ” . 2 22 "9 3 2 


” A AS 机 Bi, D， 机 By, jh 
。1A43。 


Ce el ee Pig ede ipa ri mreer 


(Th 人 ) 
下 

ni 十 1 二 十 1 二 1 mm 和 mn 
其 中 A i; 是 s ,Xxn; 刍 阵 ，B; ;是 4 Xmj; 知 陈 ， 则 


Pi 


1/ 
Cyr Crs Cir 81) 


其 中 ， Los 一 人 ADBie 十 人 ， ss 十 十 人 (Ta == py Npilen, 
k=! 
p=1,2,.…, 1 ， gq 二 1， 2 ，……， 六 。 


六 初等 矩阵 
由 单位 矩阵 经 过 一 次 初等 变换 而 得 到 的 矩阵 称 为 初等 害 陈 ， 
初等 矩阵 有 三 种 ， 且 仅 有 三 种 ，1 ) 把 单位 矩阵 忆 的 第 工行 
( 列 ) 与 第 / 行 ( 列 ) 互 换 , 得 到 的 初等 矩阵 记 为 P(i, 门 ， 称 为 换 
法 和 矩阵， 2 ) 用 数 域 FF 中 的 非 零 数 c 梁 匡 的 第 ; 行 ( 列 ) ， 得 到 的 初 
等 年 阵 记 为 下 《〈《 i(c) ) ， 称 为 倍 法 矩阵 ，3 ) 把 也 的 第 7 行 (: 列 ) 
的 8 和信 加 到 第 i 行 (j 列 ) 上 ,得 到 的 初等 矩阵 记 为 P 《i,j(#) )， 
称 为 消 法 矩阵 ， 换 法 矩阵 可 以 写 为 倍 法 甜 阵 与 消 法 甜 阵 的 乘积 。 
设 入 是 一 个 s Xn 和 窍 了 泗 。 对 和 AA 施行 一 次 初等 行 变换 ， 就 相当 于 
在 A 的 左边 乘 上 一 个 相应 的 8 阶 初等 矩阵 ;对 A 施 行 一 次 初等 列 变 
换 ， 加 相当 于 在 六 的 右边 乘 上 上 一 个 相应 的 2 阶 初 等 矩阵 ， 
可逆 矩 阵 
一 ”定义 
设 A 鲜 一 个 n 阶 矩 隆 。 车 有 和 矩阵 了 BB， 合 AB=BA 二， 则 称 A 
为 可 逆 佐 阵 ， 称 B 是 A 的 道 和 矩阵 ， 
着 # 耻 矩阵 人 A 的 行列 式 不 签 于 零 ， 刚 称 A 为 非 退 化 时 ( 非 森 蜡 
的 、 满 秩 的 ) ; 十 则 ， 称 为 退化 的 (奇异 的 、 降 悉 的 ) ， 
144， 


没 A 是 一 个 4 阶 乔 隆 ，A=(a1;)，A,j(i,j 二 1,2,…,n) 是 
行列 式 | A | 中 元 素 a, ;的 代数 余子 式 ， 则 矩阵 A* 一 (AD 称 为 A 
的 伴随 第 阵 。AAY* 一 A*A 一 |A| 

一 性 有 灰 

可 逆 和 矩阵 具有 性 质 ，1 ) 若 A 可 赣 ， 刚 和 的 逆 算 阵 瞧 一 ， 记 为 
A 2) (AI =A 3)1A = 一 AI 4) 项 A 可 逆 ， 则 
[AI 关 0， 且 AI 一 [Al IAA 5) 若 A 可 道 ， 则 A 的 转 置 矩阵 
A’ 也 可 逆 ， 而 且 (A')-! 一 (A-!)’; 6) 若 A 与 B 都 可 道 ， 则 AB 
也 可 北 ， 而 且 (AB)"!==B™"!1Am!; 了 ) 若 A 是 一 个 sXn 和 矩阵 ,PP 是 
一 个 s 阶 可 逆 惩 阵 ，Q 是 一 个 2 阶 可 道 矩 阵 ， 则 秩 (A)= 秩 (PA ) 
二 秩 (AQ)= 秩 (PAQ); 8 ) 若 AB=AC， 量 A 可 道 ， 则 B 一 C 
9) 若 A 可 道 , 则 由 AX=DB 得 X=A-!B, 由 YA=B 得 Y=BA-:， 
可 分 别 看 作 左 除 与 右 除 。 

三 ”判定 

对 于 n 阶 矩阵 A, 下 列 条 件 等 价 ，1 ) 存在 矩阵 B, 使 AB==BA 
二 上; 2 ) |Alz# 0; 3) 存在 4 阶 秆 阵 B ,使 AB=E; 4 ) 存在 4 阶 
矩阵 了 B， 使 BA ==E; 5) 秩 (A)= 6 ) A 是 初等 矩阵 的 导 积 ， 
7 ) A 可 以 经 初等 变换 化 为 单位 矩阵 EE; 8 ) 对 于 任意 矩阵 B， 有 
秩 (AB)= 秩 (B)， 

四 ”求法 

公式 法 Am! 二 |Al 1!1A*, 


初等 变换 法 ，(AE) 一 和 实 交 (EA-1)， 


(名 一 一 初等 5 列 变 痪 、 —>(E. 由 
(全 1 上 ->(E 0) A 人 -1 一 BC ， 


初等 逢 阵 的 北 矩 阵 ， 了 PGi 站 -t= P(i,j),，P (i(c)) 7 
一 (CC )), POi,i(R)) =P(i, i(—E)). 


陪 犯 阵 的 等 价 

若 和 矩阵 B 可 以 由 矩阵 人 经 过 一 系 弥 初 等 变换 而 得 到 ， 就 称 全 
与 B 等 价 ， 记 为 A 福 B。 

让 阵 的 等 价 具 有 有 性 引 ，17 及 车 往 ，A 之 A 2 ) 对 称 性 ， 藻 
人 之 BB， 则 B 之 A; 3 ) 传递 扩 ， 莉 A 之 B，B 之 C， 则 A 之 C， 

设 A 是 一 个 秩 为 + 的 矩阵 ， 则 A 等 价 于 下 面 的 矩阵 ，(1,1)， 
(2,2),…，(r,?) 元 于 是 1， 其 余 元 素 均 为 0。. 称 为 A 的 等 价 标准 
形 . 

设 第 阵 A 与 B 都 是 sxX?* 和 矩阵 ， 则 下 列 条 件 等 价 ，1 ) 入 与 B 等 
价 ; 2 ) 在 在 初等 矩阵 Py， 了 Pr， P,Q， QQ 人 得 
== 了 PP 了 ,AQQ,…Q 1 3) 看 在 可 道 知 隆 P 与 Q， 使 得 BB 二 
PAQ; 4) A 与 B 的 等 价 标准 形 相同 ; 5) A 与 B 的 秩 相间 ， 

互相 等 价 的 矩阵 分 为 一 个 类 ， 即 组 成 一 个 集合 ， 称 为 从 阵 的 
等 价 类 。 全 体 n 阶 矩阵 分 为 n 十 1 个 互 不 相 问 的 等 价 类 ， 

对 于 任意 矩阵 A， 存 在 可 逆 和 矩阵 PP 与 Q， 使 PAQ 成 为 A 的 多 
价 标 准 形 。 

下 几 类 特殊 的 和 矩阵 

一 ”基底 和 殷 阵 

议 匡 六 是 一 个 3X2 征 阵 ， 并 且 ， 除 4, 力 元 系 为 1 外 ， 共 余 元 
涌 均 为 0, 则 称 E;;(i 二 1,2,…,s,fj 二 1,2,…,?) 是 一 组 基底 矩阵 ， 


s 

对 于 任意 内 阵 和 二 (ai;)ss， 有 A= 2 paijbij, 

1 j=1 

一 ”数量 矩阵 i 

答 阵 RE 称 为 数量 秆 阵 ， 

数量 剑 阵 具有 性 质 ，1) (RE,)As,=As,(hl,)=hA,,; 
2 ) 数量 年 阵 与 任意 同 阶 征 阵 作 乘法 都 可 交换 3)AE 十 下 一 
(RFDE, CARBYCIE)=CADE 4) EE 林道 CRO， 而 (于 开 
k# 0 时， (ARE)-!=h-!E. 
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三 对 角 和 撼 阵 、 准 对 角 气 阵 
主 对 角 线 以 外 的 其 余 元 素 全 为 零 的 n 阶 矩阵 
al 0 … 0 
0 00 
、0 0 .a, 
称 为 对 角 短 阵 ， 简 记 为 (a1，as,…，a,】。 
对 角 惩 阵 有 如 下 运算 性 质 ， 
1) (lai,as,°" ,0n)+ (bi ,0,,.,b,) 
一 [ai 十 Diyay 十 D，…，a ,十 癌 ]; 
2) Car,a2, aa) [DDN 一 [alipay ,a,b,); 
3 ) Raias an 一 [Ral ,Ray Ra]; 
4) [ai as 0 可 道人 alaz…a 基 0。 (G1,G2,° ,0,) 
可 逆 时 ， 有 [alas a)! 二 (qT!1,g27 1 ，as 1!)， 
0 


O00 . A. J 
的 分 块 惩 阵 ， 其 中 A;(i=1,2,…,s) 为 n; 阶 算 阵 ， 称 为 准 对 角 算 
阵 ， 简 记 为 (Al,A,,…,A,)，, 
准 对 角 矩 阵 有 如 下 运算 性 质 ， 分 法 相同 的 准 对 角 和 矩阵 可 以 相 
加 与 相 乘 ， 其 结果 仍 是 准 对 角 矩 了 泗 ， 即 
1) (Ai,A,,, As)+(B,,B,,.…,B,) 
二 [Ai 二 Bi,A,+B,,.…,A,+B,); 
2) (Ai,As,, A)(B,B,,…,B,) 
=(A1B,,A,B,,...,A.,B,); 
3 ) RATDA 和 AD 一 (RAT RARA，]， 
【AAA 可 道 会 每 个 AGE 一 1,2,…,S) 都 可 道 . 
沼 (AD 和 As ,A,)] 可 道 时 ,有 (As,As, As- 二 (A-1 
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A,*i, 屿 卉 | A 

四 FE (下 ) 三 角 宇 阵 

主 对 角 线 以 下 (C 上 ) 的 元 素 企 答 于 零 的 n 阶 年 阵 称 为 上 (下 ) 
所 荐 年 阵 ， 

上 上 (下) 三 角 和 矩阵 有 如 下 运算 性 质 ， 


” Qi11 [ 11 "， 
Us,, # | b,; * 
1) | 0 1 
k dn / | b,, 
| qi 十 Di \ 
a, ;+b,， * ] 
一 | 者 
asn brn J 
Ql bl \ 
4d;， * | 2 2 * 
2 ) ed ， | * | 
° Gn ) L 1 ba ) 
”al ib1! 
as2b,, * | 
一 
annb |3 
六 天 7 
0 1 1 0 
0 ,2 x | f ka,, 学 
3 ) Rk 。, -一 


0 Sy | 0 ka,, ph 
4 ) 上 (下 ) 三 角 矩 险 可 逆 的 必要 充分 条 件 是 ， 它 的 主 对 角 线 
上 的 元 取 全 不 为 零 ， 上 (下 ) 三 角 秆 阵 的 道 和 矩阵 仍 为 上 (下 ) 三 


角 和 兴隆 ， | 
”Gil ~ | 
Us 关 | | Qs. * | 
: 一 | 。 
0 nn \ 0 Qn ! 


其 中 ， 不 同 撼 阵 时 的 # 声 表示 的 元 素 未 必 相 癌 、 
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五 ”对 称 和 折 阵 、 反 对 称 华 阵 

若 A=A'， 则 称 A 为 对 称 手 阵 。 对 称 抱 阵 的 和 和， 以 及 数 与 对 
称 定 阵 的 乘积 仍 是 对 称 大 矢 御 。 丙 个 对 称 逢 隆 的 积 证 对 称 短 隆 当下 
仪 当 它 们 对 习 法 可 交换 。 若 对 称 算 阵 可 逆 ， 则 其 逆 和 矩阵 仍 证 对 称 
和 矩阵。 

若 A 王 -A'/， 则 称 A 为 反对 称 和 所 阵 。 反 对 称 和 矩阵 的 和 ， 以 及 
数 反对 和 矩阵 的 乘积 仍 古 民 对 称 案 阵 ， 奇数 阶 的 反对 称 年 阵 一 


生意 a 阶 短 阵 和 都 可 以 表示 为 一 个 对 称 针 阵 与 -个 反 允 称 和 
隆 的 和 ， 


六 举 等 人 矩阵、 上 若 等 答 阵 、 勾 每 矩阵 

若 A? 一 人 9 则 称 和 A 为 暴 等 矩阵 ， 

若 有 正 束 数 R， 使 A*=0 ， 则 称 A 为 寡 零 审 阵 。 

苛 有 正 整 数 R， 使 A“ 三 上 上 ， 则 称 A 为 么 攻 征 阵 ， 特 别 地 ， 当 

一 上 时 ， 称 人 A 为 对 合 窍 阵 ， 

苦 等 邱 阵 除 单 位 惩 阵 外 都 是 退化 后 知 零 知 陈 部 让 好 化 八 ; 
么 项 惩 阵 都 是 非 退 化 的 。 

证 分 块 乘 法 的 初等 恋 换 

将 某 个 单位 矩阵 如 下 进行 分 块 ， 


上 上 ， 0 
(0 x.). 
对 它 进 行 两 行 ( 列 ) 对 换 ， 某 一 行 ( 列 ) 左 乘 ( 右 梁 ) 一 个 
所 阵 P， 一 行 ( 列 ) 加 上 另 一 行 ( 列 ) 的 P( 乞 阵 》 人 倍数 , 就 可 得 
到 如 下 类 型 的 一 些 征 隆 


人 (Do 0). (0 ) (0°) 


和 初等 下 陆 与 初等 变换 的 关系 一 样 ， 用 这 些 年 阵 左 涨 任 一 个 
分 其 宁 阵 ， 只 要 分 其 滋 法 能 够 进行 ， 其 绍 果 就 是 对 安吉 行 相 应 的 
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站 


Op) 3) (6 se -(e 5) 


站 Ov\ AD A 
P BE, (< D "(parc bppD 
同样 地 ,用 它们 右 乘 任 一 矩阵 ,进行 分 块 乘 法 时 也 有 相应 的 结果 ， 

丝 处 从 咯 ， 
机 广义 道 和 矩阵 
”放生 为 由 X18 惩 阵 。 某 个 2X 和 抢 阵 G， 对 任意 2 维 列 向 量 又 ,及 
一人， 满足 AGD=:8 的 必 亚 充分 条 件 是 AGA 一 人。 
议 人 为 由 X8 夭 阵 。 若 2X 纪 证 阵 G 消 足 AGA 王 和 A， 刚 称 为 
全 的 一 个 三 义 道 矩阵， 简称 广义 逆 。 
在 (是 和 的 一 个 广义 道 ， 则 AX=2 有 解 当 且 仅 当 AGD=5 。 
当 人 A 是 nxn 本道 抑 阵 时 ，A 的 广义 递 G 即 为 A 的 道 ， 即 
二 A!， 从 而 广义 道 是 道 的 推广 , 
没 nxn 先 阵 人 A 的 秩 为 1， 且 设 
EE, 0 
A=P(。 "gaQ， 
其 中 P，Q 分 别 为 严 Xm，2Xn 可 道 扬 阵 ， 则 A 的 全 部 广义 道 为 


G=Q-: (7 E)P-: 


其 中 C，D， FF 分 别 为 任意 的 rx (m 一 r)，(n 一 +r ) Xr, 
(2 一 上 )X(N 一 六 矩阵， 
Xn 年 阵 A 的 广义 道 G 唯 一 Gm 二 n 且 A 是 可 逆 甜 阵 ， 
必 人 为 MX? 逢 阵 A 的 任 一 广义 道 ， 则 ，1 ) 秩 (G) 宇 秩 (A)，; 
2 ) s=min(mm,n)， 秩 (和) 一 r， 出 对 于 7 与 间 的 任意 整 阁 !， 在 
在 和 的 一 个 三 六 道人 借 检 (9 0 一 3 ) 秩 (A)= 秩 (AG)= 
秩 (G A), 
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设 AX 王 2 有 解 ， 且 b 0 ， 则 它 的 解 的 一 般 形 式 为 e2， 基 中 
G 为 A 的 任意 一 个 广义 道 ， / 

设 A 为 mxn 和 矩阵 ，G 为 任意 给 定 的 A 的 广义 道 , 则 齐 次 线性 方 
程 组 AX=0 的 全 部 解 为 (上 ,一 GA)Z ,其 中 ZZ 取 过 任意 n 维 列 癌 量 ， 

设 G 是 A 的 一 个 广义 道 ，AX=b 有 人 解 ， 则 其 全 部 解 为 G5 十 
(了 ,一 GA)Z。 


33 重点 难 后 


本 章 的 主题 词 是 ，sX7? 垂 阵 ，2 阶 人 宇 阵 ， 零 官 阵 ， 负 酌 阵 ， 
单位 矩阵 ， 和 矩阵 多 项 式 ， 转 置 矩 阵 ; 分 块 矩 阵 ， 初等 变换 ， 初 等 
矩阵 ， 换 法 矩阵 ， 信 法 矩阵 ， 消 法 矩阵 ; 可 道 矩 阵 ， 非 退化 矩阵 
( 非 奇 异 、 满 秩 ) ， 伴 随 人 矩阵， 矩阵 的 等 价 ， 等 价 标准 形 ， 基 底 
措 阵 ， 数 量 矩 阵 ， 对 角 和 矩阵， 准 对 角 和 矩阵 ， 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 ， 
对 称 矩 阵 ， 反 对 称 算 阵 ， 冤 等 矩阵 ， 罕 零 矩 阵 ， 乏 宪 窍 阵 ， 对 合 
上 矩阵: 广 闵 逆 和 矩阵。 

本 章 的 基本 方法 是 ， 矩 阵 乘 法 ， 分 块 胀 法， 可逆 矩阵 判定 方 
法 ， 北 算 阵 公式 求法 ， 首 矩阵 初等 变换 求法 ， 和 矩阵 的 秩 的 证 明 方 
法 ， 等 价 标准 形 求 法 ， 道 矩阵 分 块 求法 ， 广 闵 道 矩阵 求法 ， 和 矩阵 
方程 解法 ，。 : | 

本 章 的 重点 是 ， 可 逆 乞 阵 ， 万 等 证 阵 ， 称 阵 的 秩 与 定 阵 的 等 
价 标准 形 。 | 

可 道 矩 阵 是 最 重要 的 一 类 和 矩阵， 在 研究 矩阵 时 经 常用 到 。 求 
可 道 矩 阵 的 道 矩 阵 是 一 件 基 本 的 工作 ， 求 道 逢 阵 的 方法 (特别 是 
初等 变换 法 ) 必须 熟练 掌握 。 本 章 中 ， 对 于 矩阵 的 秩 、 和 矩阵 等 价 
问题 的 讨论 ， 可 逆 矩 阵 都 有 直接 的 意义 。 以 后 的 各 对 中 ， 对 于 拓 
阵 合同 、 相 似 等 问题 的 讨论 ， 可 道 矩 阵 都 是 必 不 可 少 的 。 实际 
上 ， 可 道 撼 阵 贯穿 于 线性 代数 理论 的 始终 因此， 可 逆 征 阵 成 为 
本 章 的 一 个 重点 ， 
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初等 变换 让 矩阵 理论 的 研究 正午 要 作用 ， 十 一 种 基本 方法 
与 基本 步 台 。 而 初 畦 矩阵 则 把 矩阵 的 初等 变换 转化 为 矩阵 左 ( 右 ) 
溢 一 初等 称 阵 ， 丛 而， 可逆 和 华 阵 表示 为 初等 所 阵 的 乘积 ， 订 年 阵 
等 价 通 过 初等 矩阵 下 示 为 等 式 .。 因 此， 初等 矩阵 成 为 本 章 的 一 个 
重点 。 

窍 阵 的 悉 是 符 际 目 喘 的 最 基本 的 属性 ， 讨 论 一 个 矩阵 首先 讨 
论 其 秋 ， 而 后 在 秩 的 基础 上 青 讨论 其 它 问 题 。 上 一 章 已 经 建立 了 
罕 阵 的 秩 的 概念 ， 并 且 借 助 于 秩 的 概念 彻底 解决 了 线性 方程 组 的 
问题 。 本 章 中 ,以 讨论 两 个 矩阵 乘积 的 秩 为 主 , 并 讨论 了 秩 的 其 它 
一 些 问题 ， 得 到 了 许多 关于 秩 的 等 式 与 不 等 式 ， 本章 中 ， 还 以 秩 
为 依 搞 建立 了 等 价 标 准 形 与 等 价 类 的 概念 ， 为 讨论 矩阵 作 了 示 
沁 。 因 此， 矩阵 的 秩 与 矩阵 的 等 价 标准 形成 为 本 童 的 一 个 重点 ， 

本 章 的 难点 是 ， 分 抉 矩 阵 ， 初 等 惩 阵 ， 广 义 逆 抢 阵 。 

分 央 的 想法 不 容 饭 理解 ， 分 块 的 做 法 不 容易 掌握 ， 尤 其 分 块 
定 阵 的 续 法 ， 则 更 为 困难 。 央 此 ， 分 块 第 阵 成 为 本 章 的 一 个 难 
版 。 人 解决 困 难 的 方法 是 ，1 ) 用 其 体例 子 验 证 分 块 运算 的 规则 ， 
以 熟悉 并 加 深 理 解 这 些 规 则 ;2 ) 通过 准 对 角形 抠 阵 的 运算 来 理 
解 分 块 窍 隆 的 运算 及 作用 ; 3 ) 通过 分 块 求 道 矩阵 来 认识 分 块 矩 
入 的 恒 惨 意义，4 ) 将 分 类 乘法 与 初等 变换 结合 起 来 考虑 ， 

初等 矩阵 既是 本 草 的 一 个 重点 ,又 是 本 章 的 一 个 难点 ,P(i, 7) 
的 形状 不 容易 想象 ，P(i,j(R)) 左 于 与 右 渠 引起 的 初等 变换 不 加 
步 ， 可 好 矩阵 表示 为 初等 矩阵 的 弱 积 时 因子 的 顺序 与 实际 步 统 不 
问 步 ， 等 等 ， 都 扎 成 困难 。 因此， 初等 抢 阵 成 为 本 章 的 一 个 难 
上 已。 解 类 困难 的 方法 是 ，1 ) 通过 理论 推导 及 5 阶 初等 矩阵 的 实 
例 来 油 悉 初等 矩阵 的 三 种 类 型 ， 2 ) 与 分 估 矩 阵 相 结 合 ， 详 细 挫 
导 左 梁 与 右 乘 的 规律 ， 并 用 具体 例子 来 验证 

广义 这 定 阵 的 引入 及 其 定义 都 比较 难于 理解 ， 广义 赣 搜 陈 不 
直入 法 一 性 ， 等 等 ， 因 此 ， 广 义 逆 矩阵 成 为 本 间 的 一 个 难点 。 解 
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决 困难 的 方法 是 :，1 ) 其 体 推导 出 广义 逆 秆 阵 是 逆 矩 阵 的 一 种 推 
广 2 ) 通过 解 线性 方程 组 认识 广义 闻 矩 阵 的 意义 及 其 引入 的 必 
然 性 ，3 ) 具体 求 出 矩阵 的 广义 逆 垂 阵 。 


34 习题 类 解 
1 计算 是 
一 “ 求 给 定 和 矩阵 的 和 、 差 、 积 及 混合 运算 
很 据 甜 阵 的 和 、 差 , 积 等 的 定义 ,进行 运算 , 求 得 所 要 的 结 玉 ， 


设 A=( 2 小 p=( 3 ) 
\—4 —2 \—6 2/ 


求 AB,，BA，,A?:,，A?:-5A 十 2E， 


wo 0) (oo Ar 0) 
NA (ot( ao 0)+(02)-( a 3) 


b 
2 放 A=( a 0) B=-(0 16) 


~ C1 0 0 
= | 0 c, 0 |， 求 了 A， AC., 
0 0 cs 


解 BA= (2 Diails， 0 ) 


byas! b,a,, b,a,s 
Gli1C! Qi12C» disCs 
A Go G22C2 本 
说 明 本 例 可 以 推广 为 ， 以 对 角 年 阵 左 乘 ( 右 隘 ) 罕 阵 人 A， 
其 积 距 是 以 对 角 和 矩阵 的 主 对 角 线 上 的 元 素 依 次 乘 以 A 的 各 行 
( 列 ) 。 
”1 1 AN” 
例 3 求 (。 ,) . 
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分 析 先 找 出 规律 ， 表 用 数学 归纳 法 证 荔 ， 


3 


: 1 1\* 1 2 1 1 1 2\V\y1 1 1 3 
解 1 ( 1) = 让 ( |) =-(, oC 1)=(, 让 
从 而 《， )) =(。 ”)， 用 数学 归纳 法 证 明 。 当 "= 1 时 成 立 . 
设 n==k 时 成 立 ， 则 n= 十 1 时 ， 有 
ht1 ‘jl 1\ 1 hs 
G9) = 06 70 WN EE”Y) 
m2 为 (0 1)=G 0)+(0 0), (1) = '), 
和 -Ge 
Treo 1) (G0) ++(0 =( DTr(o =(0 1). 


说 明 ”本 例 可 推广 为 
1 人 1 0 O00:0 0 性 ’ An cliA"n-! CA 2 cm-l I nTmtl ~ 
[02521000 


| 0 用 clAn™! CT 
| 0041…00 
so | 
0000: 1 0 0 0 cl hn | 
. 0000…0 1 pt pot (QO) 0 O +“. An 也 


A Canal ciAn-2 cnr-ld 1 0 0..0 
0 和 er 
U 0 0 “ 0 0 0 1 cnd"™l i 
0 0 … 0 0 0 0 A 
( 2<&n<m—1)., 


. lu4 和 


ie RICE 


求 与 给 定 矩 阵 A 可 交换 的 矩 隆 B， 将 B 的 元 素 作 为 未 知 量 , 出 
AB = 二 BA 得 到 方程 组 ， 而 后 求解 方程 组 妈 可 ， 
/ -O10 | , 
例 4 求 与 ^= 0 0 1 可 交换 的 盾 降 ， 
1 


解 ” 与 A 可 交换 的 矩阵 了 一 定 想 3 扒 醋 阵 ， 


~ X77 Xs 9 


则 出 AB=BA 得 ， Xi 一 Xg 一 Xg， Xi 一 X4Xa Ya 一 Xi 一 YY 
a bb cc. 
所 以 p=[ a b ， 其 中 a， b， Cc 为 任意 数 ， 

C a z 


下 求 可 地 上 罕 阵 的 地 和 扼 阵 
当 可 遂 抑 阵 A 是 具体 的 数字 矩阵 时 ， 掖 3 2 中 让 ,四 ,记述 的 
方法 去 做 。 当 可 地 怎 阵 是 分 块 和 矩阵 时 ， 可 以 将 逆 些 阵 设 为 分 法 相 
同 的 分 块 矩 阵 ， 而 司 求 出 各 未 知 的 泼 。 


例 5 求 可 通 窍 竹 人 一 3 1 0 | 
1 0 一 2 ， 


的 逆 矩 阵 ， 

解 1 因为 |A|=9， 并且 ，Aii== 一 2，Ais=6，Ais==1， 
Azi=4, A,;:=—3, Azs=— 2， A,1=], As 一 一 3，Ayy== 
一 5， 所 以 


一 一 人 人 人- oo 一 -~ 
> oo -ol / -lo -ln ol 
OS Nn ap aD -hn le | | 
i “> 一 
7 Tn 9 I~ -lm A ~ 


TT WD ee Ac qim 一 他 


ev ， 加 sm cn 一 | co | hn 一 hm hn a 本 
a ey oo md 人 > Tt OO OO 和 一 Oo 
on NN 加 一 一 一 一 一 一 -I -lm ni 
: 一 OO OO、 As A/ \ / | | 

“Oo 4 了 ”、 Im 

到 -一 一 一 ~ ~ 

~ sf | cp ln + -io ol 
Ty [ : Wma | | 
ef ~ | E cm 

十 | "| 一 一 + | 

人 ee ca | OCS La SI Nm -| 
到 |! | | ~ 一- 一、 \、 / 
一 1 二 Br Zz 

十 十 下 

全 _ 


所 以 
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Ce 


如 
- ne Tn 一 
_。 一 rr 一 人 人 ~ 
, Pr nr 一 er 一 me 0 A ; 一 
i 
上 


A \ 、 ， 
omm:doOoR OOomD: -nn wm- oo ;7 -lo -Im wi 
| : | ;| : [| 
OP: 1 OO 一 Qn in -I oO Ou~-~ OO : 雪人 一 im NI 
| : | | : | |! 
: - 
| 、 = | 
”上 -一 -一 
NS 、 时 入 1 : 
人 人 I 
ja 人 ‘on | Nh 
< ni Fo 
十 十 (十 十 
十 十 一 co | 一， 
Us 一 一 人 0 
A om mm . nm 
| | ， : : | | 
cd 一己 尼 一 安 一 一 Nm > iu -hn 一 OO 一 《Jim : NI 一 | 心 
一 一 :一 局 串 * | : : | 
| pd Da = Te OO OD * 
\ / | > -OO 一 | 办 * 一 mm cm OO 
| | 
4 和 poe 人 py / 
en Au { wo 
| | | 
Ea | 
CN cm 
{ Le 用 | 


-| 一 iom 
| 

dio | 
| 


SC cd 


» 1]87 » 


100 


EE Po Fe deer rb Trendet iie 


| 


1 0 0 、\ 
0:010 


1 2 ~—1: 
1 


3 


i 


-一 -一 一 一 
OO OO 一 
OO DD 
短 生硬 学 兴 吉 厅 本 一 hmcean 
上 一 一 Cy Tl f 
人 Lm | T 一 < | ! 
心 一 DD OO 
pe OMmmWMm -OoO- OO On: -nm 
一 天 下 一 一 . 。 
| 全 | | < | > | 
一 人 所 一 aa : 
re ed Aid CO ~ OO A -OO 
+ 二 | + 二 
cm | cq om | | 
、 
一 OO OO T ei 一 OO 
©O ~ 
《> 站 “人 个 下 
个 人 ~ 
lie | ca. 
© 
:oo- = | 二 | 二 
< i | 
四 
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1 ) { 、 “| | 
| 1 一 2 一 5 | - ] 0 人 
' 3 1 
所 以 A- 一 O 1 | 5 5 0 | 
| | 1 2 5 
“0 0 1 ' 9 90 9 
”2 4 1、 
| 9 9 7 
| 2 1 J | 
3 3 3. 
2 5 | 
9 9 9 一 z 
， 人 3 一 4) ] [3 十 (一 2) 3 ， 
说 明 1) 局 C3 天 示 第 3 行 条 以 一 4，- > 入 示 第 


[1,? 2 
-> 表示 交换 第 1 行 与 第 2 行 ，2) 


表示 相应 的 列 变换 ; 3 ) 


2 行 的 一 2 倍加 到 第 3 行 ， 


一 一 一 >， ari 一 
《3( 一 2) ] C 3+1(1)) Coy 
[ 3+1(2)] 
3 和 0 今 ， 要 先 列 变换 ， 再 行 变换 . 
例 6 设 X=(C 0)， 旦 A-!，C-! 存 在 , 求 X-1. 
让 -1 X11 XI2Y 
解 设 XXX 
并 县 ， 和 ”的 分 块 可 与 X 相 滋 ， 则 出 XIX = 得 到 


X XN(E 0)=E, (Xe XuA)-(E: 2 ) 


X11,C=E,, 从 11 人 一 0， 和 XiL 一 0， X21A=E,, 所 以 
和 13 一 Cl X11 二 0， 六 ,二 0， Aszi 一 人 -1， 并 且 容 易 验 证 ， 
成 立 X-IX 一 下 ， 因此 
x (9, © 
四 ” 求 逢 阵 的 等 价 标准 形 


求 zx 1 年 阵 A 的 等 价 标 进 形 B， 可 以 姑 下 变化 


"A 入 ， 此 。 | 补 等 变换 ， 
。 | 


中 中 
| 


四 面 硬 亲生 
下 . | O 4 | 
[] ” 和 蝇 - 
习 " 4 r . 人 全 一 


列 有 有 于 六 全 天 是， 
例 7 议 A= 


求证 省 矩阵 了 P，Q， 使 PAQ 为 A 的 竺 价 标 准 形 
2 3 : 


fh 
My 


Oo: 


1 
2 
3 
l 
4 


:ODO OOOO- 
:OOOOoOr-o 
‘OOP"ODS 


OOO: 
: | 
ho Oo::vVM- a 


| 
C9 
| 


(2 十 1( 一 2)) 

(3 十 2( 一 1 二 1( 1， 
(4 十 2( 一 1) 十 1(1)) | : 
[5 十 2( 一 2)) 
-一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 > 


~ 人 :OOor- 


So—- OO ODL 


OQ 

一 OO:DOORw 
bk 
| 
jh 


"10N. 


:oO~ OS@DO 
:mm OO Oo 


“OO OP~ ODO. 
:OO OD 
“OCOD 


Tm 


1 9 0:.1 0 0 0 0 1 
| 0 0:~2 1000 | 
0 0 0 :一 1 一 1 1 0 0 . 
0 0 07; 1-1010 
0 0 0 0-2001 
(2 十 1( 一 2)) | 1 2 1: | 
(3 十 1( 一 3)] 3 3: | 
[3 十 2( 一 气力) 4 
3 “ 0 3 也 " | 
(2( 一 亏 )) .0 0 1 : 7 
1 0000 | 2 1 
所 以 P='~-1 一 1 100 | Q=|;0 一 二 一 44 | 
11010] 0 0 1 | 
0 一 2 0 0 1 | 
六 1 0 0 
,0 10| 
PAQ=| 0 0 0 
0 0 0 j 
0 0 0 
五 ” 解 矩 阵 方 程 


车 A，B 是 已 知 矩 了 经， 是 未 知 矩 隆 ， 则 A 入 =B，XA=B 称 
为 矩阵 方程 。 解 矩阵 方程 的 一 般 方法 是 ， 将 的 元 豪 作 为 未 知 
量 ， 根 据 皇 阵 乘法 与 皇 阵 相等 的 慨 念 ， 得 到 线性 方程 组 ， 解 线性 
方程 组 即 得 到 ^。 当 人 是 可 逆 托 阵 时 ， 由 AAA= 了 DB 得 入 一人-B， 
用 初等 变换 得 


(AB) TSE A-'D), WE X), 


于 XA 二 B 得 X= 二 BA-"!1!， 用 初等 变换 得 


161 ， 


(的 一 (os ws 


例 8 人 解 人 矩阵 方 程 


2pNvw fd 0 
(3) 1) 


解 1 出 第 件 知 ，^ 必 为 2 防 年 阵 ， 导 以 ， 说 
X= 人 (2 2 ) : 
Xe YA 
2 PNMAXI 2 )=(2 9) 

由 一 
则 由 (1 二 全 xX 2 1 
得 ,2xi 十 5Y3 一 4，2vYv。 十 5Y4 一 一 6，Y1 十 3Ys 一 2，Ya 十 3Y4 一 1， 
解 得 x 1 二 5， Xo == 一 六 9 Ya 人 00， X18,， 因由 


- ff2 一 23 
X=(0 3) 
TO) :4 1 
解 2 (1 3 : 2 1 /一 -一 ”人 \ 人 2 5:4 一 6 
[2 十 1( 一 2) ] (: 3 : 2 1) (2(—1)) € 3:2 1 
0 一 1:0 8/ 了 \0 1:0 8 


[142-93)) € 0:2 一 23 
人 人 > 人 0 1:0 a 


所 以 X=-(% 3). 
入 求 广 义 逆 征 阵 : i 
求 mxn 和 矩阵 A 的 广义 逆 从 阵 ， 求 得 可 道 佐 阵 P，Q， 使 PAQ 
为 入 的 等 价 标准 形 ， 记 A 的 秩 为 r-， 则 A 的 广义 道生 阵 为 
G=Q"1 (~ xm?) )p- 
Dnr)xr Fon-r)x(m—r) 
例 9 算 阵 A 如 例 7， 求 A 的 广义 秘 盾 阵 ， 
解 ” 按 例 7 了 求 得 P，Q， 则 A 的 广义 首 夭 陈 


102. 


i i 


hi hie— ,mr hp 和 全 一人- i pp ellier der Ned msdndie ， 


1 00 0 0~-! 
-2 1000 | 
-1 1 1 0 0 
1 1 0 10 
0 -20017 
其 中 a ;为 任意 的 数 ， 
E 证 明 题 


一 和 拖 阵 的 等 式 

根据 第 阵 相 等 的 定义 及 第 阵 的 运算 进行 证 明 ， 特 别 地 ， 证 明 
”和 引 隆 A 二 0 ， 就 是 亚 证 明和 A 的 每 个 元 素 均 为 0， 

例 1 设 A 是 n 阶 矩阵 ， 且 对 于 任 一 n 维 向 量 X==(x ,x2，…， 
x4)'， 均 有 AX=0， 证 明 A=0.， | 

证 明 设 A=(a;;), 取 X=(1,0,…,0) 得 ,(ai1,a21 as) 
-=(0,0,.…,0),, Mai=asi = ql 二 0， 叶 术 地 ， 人 1 2 一 
dd22 二 "qd 二 0 ,0414 二 42 ,二 二 Ginn 二 0， 因此 A=0， 

例 2 证明 ， 任 一 x 阶 抗 阵 A 均 可 以 表示 为 一 个 对 称 从 阵 与 
一 个 及 对 称 和 矩阵 的 各、 

分 析 用 待定 法 。 设 A= 拉 十 Y， 其 中 和 为 对 称 所 阵 ，Y 了 为 
反对 称 短 阵 ， 则 A。 一 X/ 十 Y/=X 一 Y， 从 而 求 得 X= 二 (人 十 
A' ) ，Y= 本 (A 一 A' ) ， 得 到 证 明 ， 

证 明 作 +n 阶 矩阵 B= 了 (A 二 +A),，C= 记 (A 一 人’)， 则 
RB’ 二 B，0C /== 一 C， 并 人 A 二 PBB 十 C， 得 证 ， 
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二 ， 评 邀 矩 阵 与 初等 入 上 陀 

恨 据 可 逆 上 矩阵 、 初 等 定 隆 的 嵌 念 、 性 | 质 以 及 -者 之 站 的 美 
条， 进行 证 明 ， 

全 3 证明， 和 全 一 0，R 1 ， 则 算 阵 世 一 AA 是 可 弟 第 阵 ， 
并 站 (下 一 A) = 二 ATFA?T 二 A! 

证 明 因为 (E 一 A)(E 二 A 二 A? 十 十 At1) 二 EE 一 A 二 EE 
一 0 = 上， 所 以 ， 由 矩阵 可 逆 的 性 质 得 ， 一 人 A 是 可 道 寄 阵 ， 并 
日 ，(E 一 A)-!=E+A+A?+.… A 1 

例 4 设 A 是 可 道 矩 阵 ， 并 且 A 的 各 行 元 素 之 和 和 均等 于 常数 
4。 证明: 1) a 0，2 ) A 1! 的 各 行 元 素 之 和 均等 于 a !， 

证 明 将 A 与 A ! 均 按 列 分 块 写 为 ， 人 =(al as 0,)， 

“~=(Pi bs *: ' Bb,)。 z 

1 ) 由 条 件 知 ，ai1 十 Qs 十 … 十 a 二 (aa…a)' ,从 而 必 有 a 二 0， 
每 则 ，al 十 cz 十 … 十 au 一 0， 人 A 的 列 回 量 线 性 相关 ， 从 而 A 的 秩 
小 于 n， 人 A 不 可 道 ， 引 出 矛盾 . 

2 ) 由 A "1A = 上 得 A"!aj=ej，j 一 1，2,…,n， 其 中 ej 的 第 
j 个 分 量 为 1， 其余 分 量 均 为 0 。 从 而 : 

AI (aa…a) "一 A-!(al 二 as 十 … 十 a，) 

一 A-lai 十 Alay 十 … 十 Alia， 
一 8 十 ez 十 …… 十 en 一 (11…1)/， 
人 (aa…0) 一 (DDN)(aG…a)/ 
一 41 十 as 十 … 十 a8=a(8 二 十 … 十 D 
所 以 BitFBi+*…*+Bs=a (Cl 1 1) =(a lo! 1!) 
因此 ，A”' 的 各 行 元 素 之 和 均等 于 a 1!， 
例 5 设 A=(® 45), ad-bc=1. 
证 明 :，，A 可 以 表 成 消 法 矩阵 的 乘积 ， 
证 明 办 为 ed 一 bc 二 4， 所 以 a，c 不 能 同时 为 0。 当 ax#0 
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时 ， 作 如 下 初等 变换 | 
人 1 ) ( b ) 一 一 一 一 人 0_ 
0 a : 0 0 


人 0 1) 
| ea la 1 1 

用 初等 祭 隆 的 弱 法 形式 写 为 

PC2, (~—1))P (1,201—a)) P (2,1(0!)) PC(1,2(—ab)) 


C 1 G” 一 ] 
PCOIC-c))A=( 7), 
所 以 A=P(2,1( ))P(,2C0b)T 2,1(-0°'))P(,20—)) 


PC2,1(1))P(1,2Ca !—1)), 

a= 0 时 ， 虽 cz 0， 于 bc= 一 1 ，08 二 一 ce !， 类 似 地 得 到 

A=P(1,2(~c-!))P(2,1(c) ) P (1,2(c*1:(d—1)) ). 

三 ”矩阵 的 秩 

先 列 出 下 面 的 / 

基本 事实 ， 设 A，D 是 矩阵 , 若 AB=0， 则 B 的 列 阿 量 均 为 
章 次 线性 方程 组 AX == 0 的 解 ，A 的 行 向 量 均 为 齐 次 线 性 方程 组 
BA=0 的 解 ， 

所 基本 事实 出 发 ， 利 出 活 次 线性 方程 组 关于 基础 解 系 的 伪 
论 ， 二 以 很 自然 地 统一 地 解决 一 类 关于 矩阵 的 秩 的 问题 ， 

另外 ， 关 于 矩阵 的 秩 ， 有 一 些 通常 的 关系 式 ， 等 式 或 不 等 
式 ， 常 常 和 用 这 些 关 系 式 证 明 关 于 第 阵 的 秩 的 问题 ，。 

例 6 设 A 为 mxrn 夫 隆 , 为 nx :起 阵 。 证 明 ， 阁 AB=0， 
则 秩 (A) 十 秩 (B) 委 nr。 

证 明 由 AB=0 知 ，B 的 任 一 列 向 量 均 为 齐 次 线性 方 程 组 
AX=0 的 解 。 

当 秩 《 A) ==n 时 ，AX==0 仅 有 零 解 ， 从 而 B 的 任 一 列 向 晤 
的 为 零 问 量 ，D=0， 秋 8) 一 0， 络 论 成 立 ， 
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当 秩 《AY) 二 7 之 xn，AX=0 的 基础 解 系 存 在 ， 且 会 三 
n 一 ?个 解 问 景 ， 从 而 BB 的 列 回 最 A 
回 量 ， 即 秩 (B ) <n—r, 结论 也 成 立 

因此 ， 秩 (AA) 十 秋 (B) 三 1, 

例 7 了 六 A 是 1 阶 秆 际 (xn 写 2)， 章 

fm， 当 秩 (AA) = 
秋 (A*) 一 11， 当 秩 (A) =n 一 1; 
0， 当 秩 《A) <n 一 1. 

证 明 直接 相 乘 得 AA*=|Alt， 

当 秩 (A) =n 时 ，| Al1z0， | ATA =]IAIEl=|Al' 
知 ，|]A*|] 生 0， 从 而 秩 ( A*) ==n, 

当 秩 《A) = 二 xn 一 1 时 ，| A 二 0， 从 而 AA*=0， 了 A* 有 非 
零 的 列 向 量 ， 由 于 AX=0 的 基础 解 系 由 一 个 解 向 量 组 成 ， 而 A* 
的 列 向 量 均 为 AX = 0 的 解 所 以 秋 (A*) 一 1， 

当 秩 《 A ) <? 一 1 时 ， A 的 非 夫 子 式 的 最 大 阶 狐 二 一 从 
而 Ax* 一 0， 秩 (Ax) 一 0， 

例 8 设 A，B， 忆 均 为 阶 乱 阵 . 证 明 ， 若 秩 CCc) -nm 
A(BA+C)= 0， 则 秩 (A) 十 秩 (BA 十 C) =n, 

证 明 与 例 6 相同 ， 证 得 秩 (A ) 十 秩 (BA+C) 和 2。 央 
为 ，C=(BA-+C) 十 (一 BA )， 又 ， 秩 (C)=n， 秩 (一 BA) 
志 秩 (A )， 所 以 ， 秩 (A) 十 秩 ( BA 十 C) 之 fn 因此 ， 秩 (A ) 
十 秩 (BA+C)=n, 

例 9 设 A=(aij;):4,BB=(b;)j) ,wn 证明, 秩 (AB) 之 秩 (A) 
十 秩 《 了 3 ) 一 2 。 

证 明 . 设 A 的 秩 为 r， 则 有 可 道 矩 阵 P,，Q， 使 A=PA,Q,， 
其 中 人 i 的 (1,1), (2,2),…,(r,?) 元 素 均 为 1, 而 其 余 元 素 均 为 0。 

对 于 任意 知 阵 C= 二 (ci;),m，AiC 的 第 1 至 第 7r 行 与 C 相 辣 ， 
而 其 全 移行 均 为 0 ， 从 而 ， 由 年 曙 的 悉 的 定义 得 ， 秩 (AC)y>> 
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un 一 一 一 一 一 - 


匠 (C) 一 (2 一 )。 再 由 头 于 矩阵 乘积 的 忽 的 评 至 ， 得 到 
秩 ( AB)= 秩 (P(A1QB)) 
， 三 秩 (A QB)> 秋 CQB) 一 (nr) 
二 秩 (B) 一 《nr)= 秩 (A)+(B) 一 n. 
四 “特殊 矩阵 
根据 特殊 矩阵 的 概念 及 性 质 ， 进行 证 明 . 
例 10 议 人 A， 9 均 为 区 对 称 逢 车 ， 证 田 ， AB 态 是 对 称 拭 隆 人 9 
AB=BA. / 
证 明 过， CAB)/ = BA BA,CAB)’ =AB, AB=BA, 
< (AB) =B“A“=BA=AB，AB 是 对 称 矩 阵 ， 
例 11 和 若 A 是 反对 称 窍 阵 , 且 A 可 道 , 则 A- :也 是 反对 称 些 阵 ， 
证 明 因为 A 一 A7!)=( 一 A)( 一 A 7 =, 所 以 (A 
一 一 人 -1 又 ， (A 1) 一 (A)- » 所 以 ;CA 1 7 一 一 太一 局 
此 ， 人 A. 人 大 届 对 区 短 ， ;i 
i 行列 式 
罗 类 和 行列 式 是 分 其 年 阵 的 行列 式 ， 证 明 这 类 行列 式 可 以 用 
分 块 矩 阵 以 及 分 居 乘 法 的 初等 变换 来 做 .更 一 般 的 论述 见 85, 
例 12 ” 设 A,B,C,D 都 是 z 阶 矩阵 ,并 旦 1A120，AC=CA. 


、 A 了: 
证 明 ， 开 D =IAD-CBI. 


分 析 考虑 矩阵 AB) (Xu Xs 设 


XIIXIINIABYN =(x y!’) 
Xs XA\CD Yl Y,, ” 


n(xATXLC Xi BEx!:D)=(Y: Y 
XiATXiC=Yi XiB+XisD=Y1,, 
入 za1A 十 ssC 一 Yi AzsiB 二 X22.D=Y,,. 

费 使 一 AD 一 CB， 三 此 入 a， 一 人 ， 和 21 一 一 C， 此 用， 用 入 CC 
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=CA 得 Yi=0， 更 使 Y ,1 一 卫 ， 就 查 X1i 一 0， 入 1 一 人 ”1 
此 时 Yi 一 A-5B。 oe 
A- | ~ oeB _( 了 A-:B 人 
0 AD 一 LB 
两 边 取 行列 式 ， 而 条 到 志明 | 
证 明 责 挨 验证 ， 并 利用 条 件 ， 可 得 
AAA” 0 (é B (6 人 -1 


~_—C AAAC D/ \o AD-CB/ 

两 边 取 行列 式 ， 并 利用 行 和 得 
A-! 0 |é 8 [= IE AIB | 
‘CA 0 AD-CB，’ 


A IAN C DB (=IEIAD~CB), 


A B|-IAD-CBI. 


CD 
例 13 设 A，B 都 是 阶 实数 全 阵 , 证 明 , | _ 人 外 >0， 
证 明 在 复数 域 上 考虑 问题 ， 应 用 分 决 乘法 的 初等 变换 ， 得 
] 入 有 | A B | / 
—BA| [iA+i:B A+iB 
i | 全 D :kk 0O / 和 0 
0 AtiB iE El IO | 1 
=|A 一 ?BAIBi= TATIBT| A+iDB|>0. 
六 ”广义 逆 守 阵 


根据 广义 递 矩 降 的 概念 及 性 质 ， 进 行 证 明 ， 

例 14 设 A 是 mxn 夭 阵 ，G 是 A 的 一 个 广义 道 拓 了 泗 ， 证 明 ， 

1 ) 秩 (A) 十 秩 (E,~AG)=m 

2 ) 秩 (A ) 十 牧 (E, 一 GA ) =n, 

证 明 1) 由 于 G 是 A 的 一 个 广义 道具 阵 ， 所 以 AGA =A， 
人 向， 出 秩 (A) 一 悉 (AGA) 委 秩 (AG)< 入 秩 (A) 得 ， 秋 (A)= 
秩 《AG ) 。 

» 人 0。 


又 ，(AG)(E, 一 AG)=AG-AGAG=0， 所 以 , 与 例 6 
相同 ， 可 证 得 秩 (A) 十 秩 ( 了 ,一 AG)<m。 但 是 秩 (AG) 十 秩 
(EAG) 之 秩 (AG 十 E, 一 AG)= 于 (EE， )=m, 

因此 ， 秩 CA) 十 秩 (E, 一 AG)=m。 

2 ) 类 似 于 1 ) 可 以 证 明 ， 从 略 ， 

说 明 ”本 例 用 了 关于 惩 阵 秩 的 一 些 关系 式 。 

§5 补充 资料 

1 置换 和 矩阵 

定义 。 设 P 是 n 阶 矩阵 。 若 P 的 每 行 每 列 元 案 中 恰 有 一 个 为 
1 ， 而 其 余 元 素 均 为 0， 则 称 P 为 阶 置换 矩阵 ， 当 P 的 (1,1i 1)， 
(2,1 2),…,(n,i,) 元 素 为 1 时 ， 记 为 P=P (| 这:…? ). 

理 、n(n 之 1) 阶 矩阵 P 是 置换 候 阵 的 必要 充分 条 件 是 P 为 n 
推论 。 置 换 矩 阵 的 行列 式 等 于 十 1 或 一 1， / 

定理 。 用 P=P(; 产 .… ) 左 乘 A， 相 当 于 第 记 行 变 为 第 1 
行 ， 第 ii; 行 变 为 第 2 行 ,…， 第 记 行 变 为 第 n 行 ， 出 A 得 到 PA， 
右 乘 B， 相 当 于 第 1 列 变 为 第 让 列 ， 第 2 列 变 为 第 is: 列 ,…， 第 mn 
列 变 为 第 i, 列 ， 由 B 得 到 BP. 

”行列 式 降 阶 计算 法 

第 一 降 阶 定理 。 设 A 是 ? 阶 可 逆 矩 阵 ， 了 是 中 阶 矩阵 ，M 是 
1 十 n 阶 矩阵， 则 

IMI= CD |=IAl 1D-CA-BI=IAIIM/Al, 
A = — CA-1B, 称 为 Schur 钉 ， 
是 7 界 可 并 逢 阵 ， 了 DD 是 mn 阶 入 际 ，B 是 nxm 知 陈 ，C 是 


m X 和 隆 ， 则 有 如 下 的 升降 公式 
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a 


D-CA-iB|= -| A 


] 
是 可 浊 拓 阵 HAC=CA, 


BD | 
|) | 
设 A，B，C，D 为 同 阶 定 阵 . 兰 


则 C Di=1AD- cB, 


设 A 是 n 阶 矩阵 ，DD 是 m 阶 可 道 认 阵 ， 


M 是 妈 十 2 阶 和 矩阵 ， 则 
IMI=IA? 


=1D 1A 一 BDIC1. 
第 二 隆 阶 定理 。 设 A 与 D 分 别 为 n 阶 与 n 阶 可 逆 知 阵 ,与 C 分 
别 为 n xm 纺 阵 与 mxn 系 阵 ， 则 


D-CA- BIAl 1 A-BD-'C|. 


Laplace 定 理 。 设 A 是 n 阶 和 从 阵 ， 在 |A| 中 任意 取 


定 & 个 列 ， 
其 列 号 才 合 1 <7J < < 人 0， 则 
[人 | 王 (a) 
i ioC i <nM j172°" 7 8 M A 


设 和 年 : 任 一 n 阶 咎 阵 ， J 


WAL2s( 王 M( 有 1 1+( ) 2 全) 六 


"jk 


ji 二 | TS i234 


下 t+(, i hn M(， MA 


no 1 17 2 
Cauchy-Binet 公 式 , 设 A 是 nxm 人 条 阵 ， 
1 ) 当 n>m 时 ， 恒 有 |AB|=0， 
2 ) 当 h 志 mm 时， 成 六 


[ADI1= y、 MA(  )y (人 人 
lj jn :Lm 1 171 2 


nl 


和 二 9 Xi 是 阵 ， 则 


其 中 Ma 与 Mn 分别 表示 人 A 与 了 的 子 A 
认 C 二 入 B， 而 A 是 Xn 矩阵 ，B 是 nx/ 甜 阵 ， 则 当 pn 时 
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| i i 
Me )=0, mk<nN Me(, , )= 
j1 Jj2 ''* J8 j1 372 jk 


2 M ， ?1 ? 2 机 S1 So *** 
ISiI< 二 ( Si So 1 | 7 je 
第 三 活 阶 定理 ， 没 巷 尖 阵 和 的 了 顺序 主子 式 


As=M(1 3 2 fk ) + 0， 1 入 AR 委 2 一 1， 


、 “ki 、. 
记 了 ;一 时 1 2 下 i ,7 =Rk 二 1,R+2,.…,n, 
Dr p+ D1 p42 | 只 Ri 
则 1A|= 一 一 一 Deryapr: DR 
， oe | 
D, pi D, ,2 机 Dn 
耻 和 矩阵 的 直 积 
人 。 Ul ET bi, ， 
设 A= "ot ete b | | 
\ Gui nn bl 本 


a1iB aroB 9 ai1,bB 
a,.1B CC， ;月 en G> ,日 


| 

| 圳 要 妆 腥 击 痢 [ 击 昌 [时 是， 

| ， 
ani1B an2B 机 annbB , 


buA DA ' bnA、N 
BxA= ?41 人 A 922 人 A 机 D ,人 
Cp pA pA pA 
分 别 为 A 与 B 的 直 积 ，B 与 A 的 直 积 ， 
直 积 具有 下 列 性 质 ， 
1 ) EE, XE =E,,=E, XE,. 
2 )(AxB)’=A‘’xB’, 
3 ) 若 A 与 C 为 同和 阶 和 矩阵 ，B 与 D 也 为 同 阶 窍 阵 , 则 


则 称 AxB= 
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Erion mei 


(AxB). (CxD)=ACxBD. 
4 ) 若 A 与 B 都 是 对 角 和 矩阵 ， 则 A xB 也 是 对 角 冠 降 ， 
5 ) 设 A 与 B 是 间 型 的 ( 指 同 为 上 三 角 ， 或 同 为 下 三 角 ) 三 角 
币 阵 ，: 则 A xB 也 是 同型 的 三 角 和 矩阵 ， 
6)(AxB)xC=AXx(BxC), 
7 ) 若 A 与 B 均 是 对 称 矩 阵 ， 则 AxB 也 是 对 称 和 矩阵。 


8 ) 震 A 为 n 阶 矩阵，B 为 m 阶 矩阵 , 则 [AxB|I=1A "IB 


J ) A XB 可 首 的 必要 充分 条 件 是 A 与 B 均 可 道 并 上 是 
(AxB)-:=A-!ixB-1. 

10 ) A xB 的 秩 等 于 A 的 秩 与 B 的 秩 的 乘积 ， 

11) (4A)xB=Ax(41B)=4(A x8),4 为 任何 数 。 

12) (ATB)xC=AxC+BxC, Ax(B-C)=AxB+ 
AxC, 

W 复合 矩阵 

一 个 2% 阶 撼 阵 A 的 所 有 R 阶 子 式 共 (c9 ?个 ,将 它们 按 下 面 的 方 
法 排列 成 为 一 个 c# 阶 矩阵 A42) ，1 ) 风 由 A 的 某 & 个 行 所 组 成 的 
ct 个 上 阶 子 式 为 AW*) 的 同一 行 的 元 素 ;2 ) 凡 由 A 的 某 R 列 所 组 成 
的 ct 个 k 阶 子 式 为 A*) 的 同一 列 的 元 素 ; 3 ) A*) 的 第 一 ， 二 ， 
…， 直 到 第 ct 行 ( 列 ) 都 按照 字典 的 次 序 排列 (如 A4) 中 ,由 第 
一 、 二 行 组 成 的 子 式 排 在 第 一 行 ， 在 由 第 一 、 三 ， 一 、 四 行 等 组 
成 的 子 式 之 前 ， 而 由 第 二 、 三 行 组 成 的 子 式 则 排 在 由 第 一 、# 行 
组 成 的 子 式 之 后 ,…)， 称 A 为 A 的 第 k 次 复合 矩阵 ， 

复合 矩阵 具有 下 列 性 质 ， 

1) Es = Ec. 


2 ) 着 =(41,42,…,4,)， 则 DM =(pi,p2,…,pPet), 其 
中 pp, 为 R 个 4; 之 积 ，。 
3 ) 车 D=aE,， 则 DY 二 a?Eeot， 
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4) (人 ) 一 (AD ， 

5 ) 若 A 是 对 称 矩阵 ， 则 A 中 也 是 对 称 和 矩阵 ， 

6 ) 若 A1,A,,…,A， 为 同 阶 矩阵 ， 则 (AiA2…A,)*) = 
A‘k) .ACR) 

7 ) A 为 可 逆 和 矩阵 的 必要 充分 条 件 是 A 为 可 逆 矩 阵 ， 关 且 
(AR) )-! —(A-1)(®) ， 

8 ) 若 秩 (A) =r， 则 当 R<r 时 ， 秩 (A6) )=cf， 而 当 h>r 
时 ， 秩 (A'… )= 0， 

9 ) 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 A 的 复合 矩阵 A 也 是 上 (下) 三 角 
矩阵 ， 其 主 对 角 线 上 元 素 等 于 A 的 主 对 角 线 上 & 个 元 素 的 乘积 。 

10 ) 车 A 为 n 阶 矩阵 ， 则 |A(D | = 1A1c5 

VY NMoore 一 Penrose 邀 与 Drazin 道 

一 “Moorc 一 Penrose 道 

设 和 A 是 nxm 实 盾 阵 。 若 存在 mm xn 矩阵 X， 使 得 ， 1) AXA 
=A, 2) XAX=X, 3) (AX)’=AX, 4) (XA)’=XA， 则 
称 X 是 A 的 一 个 Moore-Penrose 道 ， 

对 于 任意 的 nXm 实 矩阵 A，A 的 Moore-Penrose 迎 的 存在 

且 唯 一， 记 为 A*。 

Moore-Penrose 道具 有 下 列 性 质 ，1 ) (A1)+*==A， 2 ) 
(A’):=(A!)’,3) A=(A’A)'A’=A’(AA)+:,4) (A’A)t+ 
二 A'(A)t+. 

二 razin 遂 

设 A 是 n 阶 实 矩 阵 ， 使 秩 (A")= 秩 (A"*1!) 成 立 的 最 小 非 负 整 
数 m， 称 为 A 的 指数 ， 记 为 lndA =m. 

任意 n 阶 实 和 矩阵 A 的 指数 均 存 在 且 叭 一 ， 

jndA= 0A 是 n 阶 实 和 矩阵 ， 且 A-! 存 在 ， 

设 A 是 n 阶 矩阵 ， IndA = 二 7， 若 存 在 n 阶 算 阵 X， 使 得 ， 1 ) 
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AX=XA, 2) AX:=X，3) AntX 一 An 则 称 X 是 A 的 一 个 
Drazia 逆 。 

对 于 任意 的 2 分 实 矩 中 A，A 的 Drazia 堵 均 存 在 且 唯 一 ， 志 
为 AD 。 

Drazina 间 具有 下 列 性 质 1 )jlndAps<1，2 )(A“ 7) 一 
(A”)’，3 ) 对 任意 自然 数 s:， 有 (A) =(A”):， 4 ) IndA 
13(A?)?S=A, 5) (A))=A, 6)A°=A:e>AA!:=A!A. 

如 高 算 陈 

秩 数 等 于 列 数 的 矩阵 称 为 高 矩阵 ， 

这 样 的 矩阵 的 行 数 不 可 能 小 于 列 数 ， 而 只 能 大 于 或 等 于 列 
数 ， 其 外 表 有 “高 ”的 形式 ， 所 以 称 为 高 矩阵 ， 

下 列 三 命题 等 价 ，1 ) Gx :是 一 个 高 矩阵 ，2 ) 有 高 矩阵 了 i， 
使 (G TI) 为 可 鸳 矩 阵 ， 3 ) 有 高 年 阵 KK， 使 KK'G = 上 ， 

若 Umx 1 为 高 盾 隆 ， 则 有 高 矩阵 晶 mwx 4m-r) 使 G' 理 ==0; 又 芳 
有 G’X= 0 ， 而 X 的 列 数 >m 一 r， 则 X 一 定 不 是 高 矩阵 。 

在 G， 卫 均 为 高 矩阵 ， 则 对 于 任意 矩阵 A， 只 要 可 以 相 乘 ， 
就 有 秩 (A)== 秩 (GA)= 秩 (AH’)= 秩 (GAH’). 

设 A 为 任意 矩阵 ， 则 秩 (A)=r 的 必要 充分 条 件 是 有 两 个 秩 
数 为 的 高 矩阵 5G， 昌 ， 使 A = 二 GH', 

若 高 官 阵 6G， 了 下，G， 开 :满足 等 式 GH7 = 一 GiH， 则 必 有 
可 逆 第 阵 P， 使 GP=Gl，PIH7 一 可 

应 用 高 矩阵 来 人 处 理 一 些 拓 阵 问 题 ， 所 得 的 结果 ， 有 些 在 多 元 
统计 分 析 中 十 很 有 用 的， 

页 和 矩 阵 分 析 

忆 育 上 矩阵 序列 {A}。 若 Ao 的 每 个 元 素 当 1 co 时 以 和 的 对 
应 位 置 的 元 素 为 极限 ， 则 称 {A 收敛 于 矩阵 A， 记 为 A, > 人 或 
lim A 二 A， 人 人称 为 {A。} 的 极限 。 不 收敛 的 矩阵 序列 称 为 发 


fi 的 
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艇 的 
若 当 m-> 吕 时 ,A 一 A，B, 一 B， 则 当 m->oc 肘 ，oA, 十 BB, 
>CA+BB，A.,.B.->AB， 其 中 a，p 为 任何 的 数 ， 
对 于 任意 有 阶 矩 阵 A = 二 (a; ;)， IALs max oi 称 为 A 
的 范 数 。 
” 设 A, 是 n 阶 矩阵 ， 则 lim Am 一 0 当 且 仅 当 lim 1A,||=0.,， 


oo N 
给 定 了 和 矩阵 级 数 ” ”2 A， 并 设 Sk= A,。 若 拭 阵 序 列 


i=1 ?771 .1 
{5w} 收 合 而 有 极限 5， 则 称 级 数 A 收 伍 并 有 和 S， 沁 为 S= 
i==] 
2 A,， 不 收敛 的 矩阵 级 数 称 为 发 散 的 ， 


1 1 


在 5 二 2 A。 中 ， 这 里 A 是 n 阶 矩阵 ， 若 n? 个 对 应 位 置 的 元 


ml z 
素 构成 的 委 个 数 项 级 数 都 是 绝对 收敛 的 ， 则 称 y"A ,是 绝 对 收 
mn 1 
敛 | 的， 
若 宪 级 数 2_, cnz" 在 整个 复 平面 内 是 收敛 的 , 则 对 于 任意 xz 阶 


m=0 
年 阵 A， 和 矩阵 筹 级 数 瑟 cA "都 是 绝对 收敛 的 ， 
?t= 0 

设 A 是 w 阶 矩阵 , 则 级 数 e* 一 EE 二 A+2A? 十 二 As+…,cosA 
= EliA?tliAt si AAA_LAs lAs . jn, 

E 区 人 十 下 全 ,Si 太一 人 a + 5A 都 是 绝 
对 收敛 的 .并且 ,e “一 cosA 十 isinA， cosA= 卫 (eit 十 e714)， 
sinA = (et—e- ht),cos(— A)=cosA,sin(— A)=—sinA. 


|] 1775， 


天 历史 资料 点 滴 
“和 矩阵 ”这 个 词 是 英国 著名 数学 家 西 勤 维 斯 特 (1814,9 ,3 一 
1897,3,15) 于 1850 年 首先 使 用 的 。 他 用 来 指 组 成 行列 式 的 数字 阵 
列 而 又 不 是 行列 式 本 身 。 实际 上 ， 和 矩阵 的 基本 性 质 也 是 在 行列 式 
理论 的 发 展 中 建立 起 来 的 ， 这 正如 英国 著名 数学 家 凯 莱 (1821， 
8 ,16 一 1895) 在 其 1885 年 的 一 篇 文章 中 所 写 的 ， 在 逻辑 上 ， 和 矩阵 

的 概念 先 于 行列 式 的 概念 ， 而 在 历史 上 次 序 正 相反 

凯 革 首先 研究 窍 阵 本 身 并 发 表 了 一 系列 文章 ， 所 以 他 被 认为 
契 矩 阵 论 的 首创 者 。 他 于 1855 年 首先 引进 矩阵 以 简化 记号 。 他 于 
1858 年 发 表 了 这 个 课题 的 头 一 篇 重要 文章 《 什 阵 论 的 研究 报导 》， 
定义 了 和 窍 阵 相等 ， 零 矩阵 ， 单 位 矩阵 ， 和 矩阵 的 加 法 ， 数 与 矩阵 的 
乘 涛 ， 他 直接 从 两 个 相继 变换 的 效应 的 表示 作出 两 个 矩阵 乘法 的 
定义 ,在 这 篇 文章 中 ,他 还 叙述 了 道 和 矩阵 ,并 列 出 了 求 3 阶 矩阵 的 递 
矩阵 公式 ， 他 还 叙述 了 转 置 第 阵 ， 给 出 了 (LMN)’=N’M’L/， 
但 没有 证 明 . 

年 阵 的 秩 的 概念 是 由 德国 著名 数学 家 弗 罗 宾 纽 斯 ( 1849 ,10， 
26 一 1917, 8 ,3 ) 于 1879 年 引进 的 .他 指出 ,一 个 矩阵 的 秩 为 + 当 且 
仅 当 它 至 少 有 一 个 r 阶 子 式 不 为 零 而 所 有 高 于 r 阶 的 子 式 都 为 零 。 

1955 年 , 彭 详 斯 对 任意 # Xm 复数 第 阵 A 引 入 Moore-Penrose 
广义 下 ; 1958 年 ，Drazin 对 于 n 阶 矩阵 A 引入 Drazin 广 义 逆 , 广 
义 鸳 在 最 小 二 乘法 等 问题 中 有 很 多 应 用 ， 现 在 仍 为 人 们 所 研究 ， 

行列 式 和 和 矩阵 两 者 都 已 经 被 推广 到 了 无 限 阶 ， 并 且 ， 十 九 世 
纪 末 和 二 十 世纪 初 的 研究 ， 其 元 素 已 由 数 而 推广 为 一 般 的 抽象 域 
中 的 元 素 。 

总 之 ， 从 十 九 世 纪 中 时 以 来 ， 和 矩阵 一 直 是 代数 学 的 一 个 分 
文 。 但 是 ， 直 到 二 十 世纪 二 十 年 代 ， 和 矩阵 才 成 为 量子 力 学 的 工 
具 。 现 在 ， 符 阵 成 为 普通 数学 教育 的 一 部 分 ， 它 在 数值 分 析 与 所 
有 其 它 应 用 数学 分 支 中 都 有 着 广泛 的 应 用 ， 
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$6 ”基本 习题 


-100 
2 设 A= 0 1 2 ， 求 所 有 与 A 可 交换 的 矩阵 
~、312. 
{3 一 4 9 、 ,，、 
3 设 A=|.2 一 3 1 ， 试 用 两 种 方法 求人 A 的 道 逢 
2 一 5 一 1- 
阵 。 
“it 1 一 1 1 一 1 1 
4 解 矩阵 方程 | 0 2 2 X= 1 1 0 
1 一 0 - .2 1 一 


5 设 A=(2 一 》 3)， 求 可 逆 矩 阵 P，Q， 使 PAQ 为 
和 A 的 等 价 标 准 形 ， 并 求 出 A 的 广义 道 ， 

6 证明 ， 与 对 角 扼 阵 可 交换 的 矩阵 必 为 对 角 和 挎 阵 ， 

7 证明 ， 若 A 是 * 阶 对 称 华 阵 ，B 是 * 阶 反对 称 和 矩阵, 则 AB 
是 反对 称 矩 阵 人 AB=BA. 

8 ” 设 A 是 n 阶 矩阵 .。 证明， 车 有 非 零 x 阶 和 矩阵 B ,使 AB 一 0， 
则 必 有 +n 阶 非 零 矩 阵 C， 使 CLA=0， 

9 证明，E 一 AB 可 逆 @SE 一 BA 可 逆 ， 

10 证 明 ， 奉 A 是 n 阶 短 等 逢 隆 ， 则 秩 (A) 十 秩 (E 一 A)==n. 
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第 五 章 二 次 型 


$1 概括 说 明 

一 次 型 的 理论 起 源 于 解析 几何 中 化 三 次 曲线 和 二 次 曲面 的 方 
程 为 标准 形式 的 问题 。 它 在 解析 儿 何 、 数 学 分 析 、 微 分 方程 、 数 
理 统计 等 数学 分 支 及 力学 ， 物 理学 中 都 有 重要 应 用 。 

矩阵 是 研究 二 次 型 的 的 有 力 工 具 ， 同 时 也 是 重要 的 研究 对 
象 。 本章 采用 矩阵 与 二 次 型 互相 活 透 的 研究 方法 ， 拭 阵 与 二 次 再 
两 餐 语言 平行 地 出 现 ， 

杰 章 的 内 容 分 为 四 个 部 分 ， 二 次 型 与 对 称 扎 阵 ， 二 次 型 的 标 
准 形 ， 复 二 次 型 与 实 二 次 型 ， 正 定 二 次 型 

一 次 型 与 对 称 第 阵 之 闻 存 在 一 一 对 应 关系 ， 二 次 型 竺 价 与 对 
称 和 矩阵 合同 本 质 上 是 一 致 的 ， z 

二 次 型 的 标准 形 是 指 二 次 型 化 得 的 平方 和 的 形式 。 化 得 标准 
形 龙 最 重要 的 问题 之 一 ， 常 采用 配方 法 与 初等 恋 换 法 两 种 方法 ， 

复 二 次 型 与 实 二 次 型 是 两 种 重要 的 二 次 型 。 鉴 于 复数 域 与 实 
数 域 的 特殊 性 ， 得 出 了 一 些 更 深入 的 结果 ， 给 出 了 等 价 类 的 类 数 
及 代表 . 

研究 二 次 型 的 取 值 的 情况 ， 得 到 实 二 次 型 的 值 类 。 主 要 讨论 
正定 二 次 型 的 问题 ， 

本 章 的 补充 资料 是 ， 牙 可比 公式 ， 二 次 型 束 ， 二 次 型 的 应 
用 ， 历 史 资 料 点 滴 ， 


$2 ”内容 提要 


[| 二 次 型 与 对 称 和 矩阵 
设 上 是 一 个 数 域 ， Xl, 2 Y+ 是 4 人 小 文字， 以 F 中 的 数 为 
。178。 | 


系数 的 一 个 “二 次 " 齐 次 多 项 式 f(x, so, xX,) 二 


G11X!1 十 2a12X1X， 十 2G13X1Xs 十 十 2G1 ,5_1X1Xs_ 1 十 2G1 XIX， 


Tas Xit2a a xy Xs 2a ,sXe Xn 1 二 2 XX, 


十 浊 呈 和 哩 志和 而 遇 中 和 出 惠普 昌 单间 


十 G， 1 01X2_1 十 20， 1 nen ln 
所 


十 G，,X 


2 
n 


称 为 数 域 F 上 的 一 个 2 元 二 次 型 ， 简 称 二 次 型 , 该 种 写法 称 为 二 次 


型 的 字典 形式 ， 


者 假定 a; ;=aj i;,i ,j= 二 1,2,…,n, 且 将 2a, jx;xj( 其 中 i 之 让) 


瑟 为 Q; ;XiXj; 十 aj;;X;x, ,出 | 
f (XisX2 Xa) =arx?i Har xixs Tal, Xx, 
十 Ga 1X2X1 十 azsX2 十 十 axyX， 
十 …… 和 : 
TaniXnXiara XnXs 二 Ta, ,XY 


ei 


1=] 7=] 
种 写法 称 为 二 次 型 的 对 称 形 式 。 
ai G12 Ql ik 
a, Co， GQ, XxX， i 
大 设 A= | 到 A/ 二 A, Xo 。 | 
| | | 
Ql Una nn x 


则 J(x 1 ,xs，… x) 一 XAX, 该 种 写法 称 为 二 次 型 的 逢 阵 形式 。 


设 有 二 次 型 f(x 1 ,x,,… ,x,) 一 XAX, A’=A, 则 称 和 是 


二 次 型 1 人 x ,Xs,… ,x,) 的 矩阵 ,A 的 秩 称 为 二 次 玲 f 的 牧 ， 

一 次 型 与其 矩阵 是 相互 唯一 确定 的 。 从 而 ， 著 Kx， ,x ,，,…， 
xn 一 和/AX=X'BX，A，B 都 是 对 称 官 阵 ， 则 A =B. 

设 X1， os" ,XN ny ye, Vn 是 两 组 文字 系数 在 数 域 F 
中 的 一 组 关系 式 
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『 Xi 一 Cl13y1 十 clsyas 十 … 十 Cinya 

(#) | * Ya Cay T Cry “Crays 
和 和 
\ 


Xu 一 ea “二 Cnn) 

称 为 由 xxz，…xs 到 yy ys 的 一 个 线性 替换 ， 和 抵 阵 C= 
(ci;;) 称 为 该 线性 严 换 的 矩阵 。 若 C 是 非 退 化 (可 首 ) 的 ， 则 称 (x%) 
是 韭 退化 (可 逆 ) 线性 替换 ， 

实际 上 ，(*) 式 可 以 写成 矩阵 形式 X=CY， 其 中 Y=(y1 y， 
“yy ) 7。 

线性 幸 换 把 二 次 型 变 为 二 次 型 。 

设 / 与 9 是 数 域 F 上 的 两 个 二 次 型 。 若 存在 -- 个 系数 在 F 中 的 
非 退 化 线性 替换 把 / 变 为 9， 则 称 /与 9 等 价 ， 

一 次 型 的 等 价 具 有 反 身 性 、 对 称 性 、 传 递 性 ， 从 而 可 以 把 一 
次 型 分 类 ， 所 得 的 类 称 为 等 价 类 ， 

设 入 、B 是 数 域 F 上 的 两 个 n 阶 矩阵 。 若 存在 F 上 的 n 阶 可 道 祭 
隆 C， 使 得 B=C’AC, 刚 称 A 与 B 会 同 ， 

数 域 F 上 的 两 个 二 次 型 等 价 ， 当 且 仅 当 它 们 的 矩阵 合同 。 

矩阵 合同 具有 下 列 性 质 ，1 ) 合同 的 些 阵 有 相同 的 秋 ， 2 ) 
起 隆 的 合同 具有 有 反 身 性 、 对 称 性 、 传 递 性 ， 从 面 可 将 矩阵 分 类 ， 
所 得 的 类 称 为 合同 类 ;3 ) 与 对 称 ( 反对 称 ) 矩阵 合同 的 矩阵 是 
对 称 〈《 反 对 称 ) 矩阵 ;4 ) 矩阵 的 合同 与 所 考虑 的 数 域 有 关 。 

两 个 二 次 型 属于 同一 个 等 价 类 ， 当 且 仅 当 它 们 的 托 阵 属于 辣 
一 个 合同 类 ， 

1 二 次 型 的 标准 形 

右 一 个 二 次 型 能 够 经 非 退 化 线性 替换 化 为 平方 和 的 形式 ， 则 
称 该 平方 和 为 该 二 次 型 的 标准 形 ， 数 域 F 上 的 任意 一 个 ?元 二 次 型 
都 可 以 经 非 退化 线性 替换 化 为 其 标准 形 ， 

玖 域 F 上 的 任意 一 个 4 阶 对 称 和 矩阵 必 合同 于 数 域 F 上 的 某 一 对 
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角形 矩 际 。 该 对 角形 答 阵 称 为 该 对 称 和 矩阵 的 合同 标准 形 。 
化 二 次 型 为 标准 形 的 常用 方法 有 两 种 ， 配 方法 ,初等 变换 法 ， 
配方 法 的 步骤 是 ，1 ) 车 f(x1,x2,… ,x。) 中 没有 平方 项 ( 即 
平方 项 的 系数 全 为 零 )， 而 有 xix ;的 系数 不 为 零 ， 此 时 作 非 退化 
线性 替换 x; 二 yi 十 yy，， th 则 出 现 
平方 项 :2 ) 若 f(x1 ,x2,… ,x,) 中 含有 平方 项 x+ ， 则 先 集中 含 
xi 的 所 有 了 项， 进行 配方 3 ) 对 于 璋 下 的 2 一 1 个 文字 ， 继 续 类 做 


地 进行 ， 直 至 全 化 为 平方 项 为 止 。 


初等 变换 法 的 步骤 是 ， 1 ) 写 出 f(x1 ,x:,… ,x,) 的 矩阵 A， 
2 ) 对 A “对 称 地 ”进行 行 与 列 的 初等 变换 ， 即 ， 对 行 作 一 初等 
变换 后 ， 立 即 对 列 作 一 同样 的 初等 变换 ， 从 而 ， 将 A 化 为 对 角形 
矩阵 DD; 3 ) 写 出 DD 对 应 的 二 次 型 ， 即 为 1(x1 ,x，,… ,x,) 的 标准 
形 。 

数 域 F 上 的 任意 一 个 二 次 型 的 标准 形 中 非 零 平方 项 的 个 数 是 
唯一 确定 的 ， 等 于 它 的 秩 ， 与 所 作 的 线性 替换 无 关 ， 

下 ” 复 二 次 型 与 实 二 次 型 

任 蕊 一 个 复 二 次 型 总 可 以 经 过 一 个 适当 的 非 退 化 线性 赫 换 化 
成 规范 形 zt 十 zt 十 … 十 2?， 而 且 , 规范 形 是 由 二 次 现 的 秩 唯一 决 
定 的 。 从而， 两 个 ?元 复 二 次 型 等 价 ， 当 且 仅 当 它 们 的 秩 相等 ,mn 
元 复 二 次 型 共有 nn 十 1 个 等 价 类 ， 

对 于 任意 一 个 秩 为 + 的 n 阶 复 对 称 矩 阵 A， 总 存在 复 可 逆 算 阵 
C， 使 LAC=(Er，0,-,), 其 中 ， 主 对 角 线 上 1 的 个 数 是 +"，0 
的 个 数 是 2 一”. 称 为 A 的 合同 标准 形 。 两 个 * 阶 复 对 称 矩 阵 合同 ， 
汪汪 它 们 有 胡同 的 合同 标准 形 , 从 而 ， n 阶 复 对 称 矩 了 泗 有 nn 十 1 

合同 类 。 

任意 一 个 实 二 次 型 总 可 以 经 过 一 个 适当 的 非 退化 线性 替换 化 
成 规范 形 z? 十 2: 十 … 十 2 一 23 ,1 一 … 一 2?， 而 且 , 规范 形 是 唯一 
的 (惯性 定律 ) ， 
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秩 为 > 的 实 二 次 型 的 规范 形 中 正平 方 项 的 个 数 b 称 为 正 惯 性 指 
数 ， 负 平方 项 的 个 数 r 一 p 称 为 负 惯 性 指数 ， 它 们 的 差 p 一 (+r 一 了 了) 
二 2p 一 + 称 为 符号 差 ， \ 

两 个 元 实 二 次 型 等 价 ， 当 且 仅 当 它 信 有 相 则 的 秩 * 与 相同 的 
正 惯性 指数 p。 从 而 ，n 元 实 二 次 型 有 十 (4 十 1)(n 十 2) 个 等 价 类 ， 

对 于 任 登 一 个 秩 为 7 的 2 阶 实 对 称 符 阵 A， 总 存在 实 可 逆 托 阵 
CC， 使 CAC=[E,， 一 E,，，0。，], 其 中 ， 主 对 角 线 上 1 的 个 
数 是 p， 一 1 的 个 数 是 7 一 p，0 的 个 数 是 n 一 r。p 与 + 由 A 唯 一 确 
定 。 称 为 A 的 合同 标准 形 。 两 个 n 阶 实 对 称 矩 阵 合同 ， 当 且 仅 当 
它们 有 相同 的 合同 标准 形 ， 从 而 ，7 阶 实 对 称 窍 阵 有 各 (n 十 1)(n 
十 2) 个 合同 类 ， 

K 正定 二 次 型 

将 实 二 次 型 (xx。，…,xw) 看 作 实数 域 上 的 元 实 函数 ， 研 
究 其 取 值 的 情况 ,从 而 进行 分 类 ,所 得 的 类 称 为 实 二 次 型 的 值 类 ， 

设 有 实 二 次 型 /xi ,Xs,…,X,)， Cc1 cc 是 任意 一 组 不 
全 为 零 的 实数 。1 ) 车 恒 有 /(ci,cs,… ,cs)>>0， 则 称 f (x1 ,x;， 
,Xn) 是 正定 的 ;2 ) 车 恒 有 f《ci,cs,…,c,) 之 0， 则 称 f(x， 
xz," Xn) 是 负 定 的 ，3 ) 车 恒 有 /(c1,cs,…,c,) 之 0， 则 称 
(x1,%2，,… ,Xs) 是 半 正 定 的 ，4 ) 车 恒 有 f(ci,cs,…,c,)<<0， 
则 称 f(X1 ,Xs,… ,xs) 是 半 负 定 的 ，5 ) 著 f(ci,cs,…,c, ) 有 豚 
为 正 ， 有 时 为 负 ， 则 称 f (x1 ,x,,…,x,) 是 不 定 的 ， 

设 有 实 二 次 型 (x1 ,xs,…,x,) 二 X’AX，X=CY 是 非 退 化 
线性 替换 ， 帮 xx xs) 二 (CY)’A(CY)=Y’(C’'AC)Y 
一 9(y1,y2,"… ,Ys)。1) 若 有 不 全 为 零 的 一 组 实数 hi, ,… ,hk，， 
使 1(R;,R,,…,R,) 二 s， 则 有 不 全 为 零 的 一 组 实数 1 ,1 ,… ,1,， 
使 g( 了 i ,12,…,1,) 二 $s; 2 ) 若 有 一 组 不 全 为 零 的 实数 1 1 /， 
,1 ， 使 g(11 和 ,1 ,…,1,') 二 s'， 则 有 一 组 不 全 为 零 的 实 数 
Ri ,Re ,Re 使 /CR ,Rs RN 7 ) 一 3S7， 
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宇 非 退 化 线性 替换 之 下 ， 实 二 次 型 的 正定 性 、 负 定性 、 半 正 
定性 、 半 负 定 性 、 不 定性 均 保 持 不 变 ， 

nn 元 实 二 次 理 (x1 ,xs,… ,x,) 的 值 类 完全 由 其 秩 r(r 之 0) 与 
正 惯 性 指数 p 决 定 ， 1 ) /是 闪 正 定 的 ， 当 且 仅 当 p=+; 2 ) /是 
正定 的 ， 当 且 仅 当 p=r= 二 ns 3 ) f 是 半 负 定 的 ， 当 且 仅 当 p=0; 
4 ) /是 负 定 的 ， 当 且 仅 当 b= 0 且 r=2， 5 ) f 是 不 定 的 ， 当 且 
仅 当 0 <<p<r。 

若 实 二 次 型 (xi xs，…xo) 一 XIAX 正 定 ， 则 称 /的 矩阵 A 
是 正定 的 ， | 

正定 矩阵 有 如 下 性 质 ，1) 正 定 人 矩阵 的 行列 式 恒 为 正 ;，2) 实 对 
称 矩 阵 A 正 定 当 且 仅 当 人 A 与 单位 矩阵 合同 ; 3) A 是 正定 上 第 阵 当 且 
仅 当 A"! 是 正定 矩阵 ，4) 两 个 正定 矩阵 的 和 是 正定 矩阵 ， 


| CLII CI2 Cl 
| ' 


子 式 Di= 和 aa 
ai G2 Ci | 
称 为 n 阶 矩阵 A=(ai; ) 的 顺序 主子 式 ， 
实 二 次 型 作 x1,x，,… ,x,) 是 正定 的 必要 充分 条 件 是 /向 第 隆 

A 的 顺序 主子 式 多 为 正 ， 


33 重点 难点 


本 章 的 主题 词 是 ， 二 次 型 ， 二 次 型 的 第 阵 ， 二 次 型 的 秩 ， 线 
住 苦 换 ， 二 次 型 等 价 ， 二 次 型 的 等 价 类 ， 和 失 阵 合同 ， 和 所 阵 的 合同 
类 上 二 次 型 的 标准 形 ， 对 称 矩 阵 的 合同 标准 形 ， 配 方法 ， 初 等 恋 
换 法 ! 复 二 次 型 ， 实 二 次 型 ， 规 范 形 ， 惯 性 定律 ， 正 惯 性 指数 ， 
负 惯 性 指数 ， 符 号 差 ， 复 对 称 矩 阵 的 合同 类 ， 实 对 称 矩 阵 的 合同 
类 ; 二 次 型 的 值 类 ， 正 定 二 次 型 ， 负 定 二 次 型 ， 半 正定 二 次 型 ， 
半 负 定 二 次 型 ， 不 定 二 次 型 ， 正 定 抢 阵 ， 顺 序 主子 式 ， 主 子 式 ,。 
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本 章 的 基本 方法 是 ， 化 二 次 型 为 标准 形 的 配方 法 ， 化 二 次 型 
为 标准 形 的 初等 变换 法 ， 对 称 和 矩阵 合同 标准 形 求 法 ， 实 ( 复 ) 二 
次 型 的 规范 形 求法 ， 实 二 次 型 正定 判别 法 。 
本 章 的 重点 是 ， 二 次 型 的 标准 形 ， 实 二 次 型 的 规范 形 ， 正 定 
二 次 型 ， 
化 二 次 型 为 标准 形 是 最 基本 的 问题 ， 是 讨论 其 它 问题 如 规范 
珍 、 正 定性 等 的 基础 。 使 对 称 姬 阵 合同 于 对 角形 ， 是 与 此 等 价 的 
问题 .化 二 次 型 为 标准 形 的 常用 方法 有 两 种 :配方 法 ,初等 变换 法 . 
配方 法 直接 化 二 次 型 为 平方 和 ， 方 法 较为 初等 ， 容 易 掌 握 ， 只 是 
计算 过 程 较 复杂 ，、， 并 且 ， 求 总 的 线性 替换 较 麻 烦 。 初等 变换 法 是 
通过 求 得 与 二 次 型 的 矩阵 合同 的 对 角形 矩阵 ， 间 接地 求 得 二 次 再 
的 标准 形 。 两 种 方法 各 有 利弊 ， 互 相 补 充 , 总之， 成 为 本 章 的 一 
个 重点 。 

实 二 次 型 的 规范 形 ， 是 在 标准 形 的 基础 上 求 得 的 ， 由 此 引入 


了 正 惯 性 指数 等 概念 ， 进 一 步 刻 划 了 实 二 次 型 ， 同 时， 通过 规范 


形 ， 很 方便 地 研究 了 实 二 次 型 的 值 类 ， 给 出 了 实 二 次 型 半 正 定 、 
正定 、 半 负 定 、 负 定 、 不 定 的 必要 充分 条 件 ， 因 此 ， 成 为 本 章 的 
一 个 重点 。 

实 二 次 型 的 取 值 问题 有 实际 的 意义 ， 而 正定 二 次 型 是 最 基本 
的 值 类 ， 正 定 二 次 型 的 判定 可 采用 两 种 方法 ，1 ) 化 实 二 次 型 为 
标准 形 (或 规范 形 ) ， 观 察 正 平方 项 个 数 、 秩 与 文字 个 数 是 否 相 
等 ，2 ) 判断 二 次 形 的 矩阵 是 否 正 定 ， 即 计算 矩阵 的 各 阶 顺 序 主 
了 手 式 ， 看 其 值 定 否 均 大 于 零 。 总 之 ， 正 定 二 次 型 成 为 杰 章 的 一 个 
重点 ， 

本 章 的 难点 是 ， 惯 性 定律 的 证 明 ，?# 阶 实 对 称 个 阵 的 合同 
类 ， 正 定 二 次 型 ， 

实 二 次 型 的 规范 形 的 唯一 性 ， 称 之 为 惯性 定律 ， 其 证 明 篇 幅 
较 长 , 而 且 使 用 反 证 法 ， 较 难 理解 ， 因 此 ， 惯 性 定律 的 证 明成 为 
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本 章 的 一 个 难点 。 解 决 困难 的 方法 是 ，1) 复 习 关 于 章 次 线性 方程 
组 非 零 解 的 问题 ,为 证 明 作 好 准备 i: 2) 研 究 关 于 取 值 的 问题 , 从 中 
发 现 导 出 让 盾 的 方法 ， 自 然 地 分 析出 证 明 中 的 齐 次 线性 方程 组 ; 
3 ) 进一步 分 析 齐 次 线性 方程 组 ， 解 释 y6 ,1 一 0,…,y, 二 0 所 起 
的 作用 ; 4 ) 分 析 y1 ys,… ,ys 与 21,22,… ,Zs 的 值 之 间 的 对 应 
关系 ， 说 明 前 9 个 方程 就 是 zi 一 zs 一 … 一 ze 一 0 5 ) 反复 研 读 
证 明 ， 加 深 理解 ， 进 一 步 认 识 证 明 的 必然 性 与 巧妙 性 。 

n 阶 实 对 称 矩 隆 的 合同 标准 形 的 结构 不 容易 想象 ， 从 而 ， 确 
定 合 同类 的 类 数 及 每 类 中 的 代表 ， 就 更 为 困难 ， 因 此 ， 成 为 本 章 
的 一 个 难点 。 解 决 困难 的 方法 是 ，1 ) 由 实 二 次 型 的 规范 形 过 渡 
到 实 对 称 矩 隆 的 合同 标准 形 ， 明 确 “ 先 1 再 一 1 最 后 0 ”的 结构 ; 
2) 明 确 同 一 类 中 的 矩阵 具有 相同 的 合同 标准 形 ， 该 合同 标准 形 就 
是 该 类 的 当然 代表 ; 3 ) 按照 “一 看 秩 二 看 1 三 看 一 1” 的 顺序 ， 
考虑 所 有 可 能 的 代表 ， 从 而 确定 合同 类 的 类 数 。 

正定 二 次 型 既是 本 章 的 一 个 重点 ， 又 是 本 章 的 一 个 难点 。 关 
于 用 顺序 主子 式 判 定 正定 的 结论 ,其 证 明 篇 幅 较 长 ,而 且 证 明 充分 
性 时 使 用 数学 归纳 法 , 还 要 进行 技术 上 的 处 理 ; 具体 使 用 时 ,有 些 
一 次 型 的 矩阵 不 易 写 出 ， 顺 序 主子 式 不 易 计 算 ， 因 此 ， 成 为 本 章 
的 一 个 难点 。 解决 困难 的 方法 是 ， 1) 明 确 f (x1 ,Xs,*… ,Xx,) 的 正 
定性 决定 了 f (x1 ,Xs,… ,x4) 的 正定 性 ;， 2) 复习 分 块 矩 阵 及 其 转 
置 ， 作 好 准备 ， 从 而 理解 对 于 归纳 假定 之 下 算 阵 的 技术 性 处 理 ; 
3 ) 复习 行 计 式 的 计算 ， 为 具体 使 用 作 淮 备 。 


$4 习题 类 解 
I ”计算 题 z 
一 ” 求 二 次 型 的 第 阵 


移 将 字典 形式 改写 为 对 称 形式 ， 而 后 写 出 朱 阵 。 必 须 注意 候 
隆 的 对 称 性 。 
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例 1 。 写 出 下 列 二 次 型 的 矩阵 ; 
1 ) (xx Xa)—=xt+Ird— Xa XIX 2X1Xs 十 3X2X3， 


2 2 pv 
2 ) fi(X1,X2, Xs ,4 一 X 十 3X8 一 YXY3 十 XI1X2 2X1Xas 十 3X2Xai 


六 23. 1 : 
3 ) fsx ts) (Naxs) 4 2 0 : | 1 
jx 


| 
解 1 ) 因为 ， fi(x1,X2,X3)= Xx1 TN XX 


十 可 2xY1 十 3Yxs 十 Sux 


2 
入 
XaXil 直 二 XX 一 Xs 


2 
i 1 、 
2 ! | 
所 以 ，1i(xciyxsyxs) 的 矩阵 是 六 3 也 
. . 3 加 了 
l 万 1 . 
1 本 1 ( 
记 3 与 0 | 
2) f(x1,Xs, Xs) xX4) 的 筷 阵 在 
3 : 
1 一 10 
0 0 0 0 
多 1 23" 
3 ) 因为 ，f 3(X! ,Xz,Xs)= (xix2xs) 4 5 6 | x 
7 8 9 Xa 
一 X8 十 5X2 十 9x: 十 6x， a | 10% 于 
135. 
所 以 ， 1Cx xx 的 矩阵 是 3 9 7 
79， 


说 明 1) 本 例 的 1 与 2 表示 相 同 ， 但 文字 的 个 数 不 则 ， 从 
而 第 阵 不 同 ， 2) 本 例 的 3 ) 说 明 ， 对 于 任意 的 n 阶 矩阵 A， X/AX 
均 为 t 元 二 次 型 ， 但 A 未 必 是 该 二 次 型 的 窍 阵 ， 
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二 求 二 次 型 的 标准 形 
利用 8 2 ， 下 中 廊 述 的 两 种 方法 ， 配 方法 ， 初 等 变换 法 . 
例 2 求 二 次 型 上 xi,xzx:)=2xixs 一 6Xsxs 十 2xX1xs 的 标 
准 形 。 
解 1 作 非 退化 线性 替换 
fxX1 一 1 十 Za 
1Xa 一 21 一 29 
3 一 23 
则 f(x1,X2,%s) 
=2(21 +72) (21— 22)— 6(21— 22)2 二 2(21 十 22)2， 
一 221 一 2zs 一 42123 十 82>223 
~—2(21—23):— 222— 222-|-8222;, 


作 非 退化 线性 替换 


人 35 < 3 一 -35 
则 xiyxsa ),X3) 一 231 一 232 一 2 十 8y sys 
=2y1—2(y:—2ys)’ 二 6y8， 
作 非 退化 线性 替换 


fu! Yl 三 WI : 
Wa= ya 一 2y3， 则 yz= wt2wy, 


则 f(xi, x Xs) = 2W1° :02 2 bw? ， 即 为 标 浴 形 . 而 这 三 
次 线性 巷 换 的 结果 相当 于 一 个 总 的 线性 替换 

X 1 !: i070 1/100 
wlio oolor 2 
x3) 00001001 .00 1 


一 | 1 -1 -1 加 
NO 0 Tuw， 。 187 。 


一 — rr i oP 人 err 全 rr 


解 2 f(x1, %,, xs) 的 阵 是 


0 1 1 
1 -3 0 
作 如 下 初等 变换 
0 1 1 -1 1 -2 /2 1 -2 
1 0 -3, 1 0 -3 1 0 -3 
1 -30 -3 0 0 
呈 【1+2(D] Qt2D) | 
0 1 0 9 1 0 110 
0 0 1 0 0 1 ‘001 
2 1 2 ， 0 请 
(3+1(1)) 区 - 3 -2 0 - -2 | 
211(- 工 9 0 -2 -2 
| 一 一 一 了 > ， tt 2 
100 1 2 本 1 (2(2)) 
1 oc 1 
| ] 2 
.001 “0 0 | | 
-2 0 0 2 0 0 1 2 0 
0 -2 -4 0 -2 -4 0-20 
0 -4 -2 aa 0 6| ,0 0 6 
站 和 320 和 
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 
1 1 加 革 1 1 1 1 -1 
0 0 1 0 0 1 ) 。 0 1 


XI 一 | 
ll 1 -1 -cl :| 
3 QO 0 ~、 ) 
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得 到 xiyxXayxXs) 一 2241 一 2242 十 643。 
说 明 本 例 的 解 2 可 以 图 示 为 
四 -CAC | 


例 3 设 有 对 称 矩 阵 “ 
1 1 1 
A=| 0 一 3 
I 一 3 0 
试 求 可 道 矩 阵 C， 使 CL'AC 为 对 角形 矩阵 ， 
解 1 作 初 等 变换 ， 见 例 2 的 解 2， 从 略 。 


上 一 1 3. “2 | 
所 以 一 | 1 1-1, CAC= -2 .. 
: (0 0 1J | 6 | 


解 2 以 4 为 符 阵 的 二 次 型 万 


f(xi 了 ),X3) 一 2X1X2 一 6X2Xs 十 2xX1X5， 


利用 配方 法 ， 见 例 2 罗 解 1 ， 从 略 。 得 到 ， 


Xi1 1 1 3 Wl!) 
x | 1 -1 -1. \ Wz f(xi,X2,Xs)=2w1—2w2 二 6w,", 


yy 0 0 1 
“1 1 3. ‘2 | 
所 以 C= 1 -1 —1|, C'AC= -| -2 
0 0 1 6 | 


说 明 1) 例 2 与 例 3 本 质 上 是 一 同事 ;2) 所 求 得 的 C 可 以 
不 同 ， 对 角形 矩阵 也 可 以 不 同 ， 

例 4 求 二 次 型 f(xi1, X2，Xas) 一 X1 十 2X1Xs 十 2X2 十 4XyXs 
十 4x。 的 标准 形 ， 

解 ” 因 为 ， f (Xi, Xs ,Xs)= (Xi 二 xs) 十 (xs 十 2x3)? ,所 以 ， 


yi 一 XI 十 X， XI 一 y1I 一 yz 十 2y3 
设 1 ya 一 X2 十 2X3， 即 1 yx: 一 yz 一 2Ya3 
3 二 Xs X 3 一 了 5? 


则 这 古 一 个 非 退 化 的 线性 替换 ， 从 而 ，f x1， xs, xs)=y? 十 y3 
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为 标准 形 ， 

说 明 1) 本 例 说 明 ， 要 从 配方 法 与 初等 变换 法 中 选取 较 简 
单 的 方法 : 2 ) 本 例 还 说 明 ， 可 以 用 一 步 来 完成 配方 ,从 而 充分 发 
挥 配 方法 的 优势 ， 但 是 ， 要 特别 注意 线性 替换 是 否 非 退 化 ， 此 
时 ， 可 能 出 现 退 化 的 情况 ! 3 ) 二 次 型 与 对 称 和 矩阵 ， 配 方法 与 初 
等 变换 法 之 间 的 关系 ， 可 概括 为 下 面 两 名 话 ， 两 类 问题 实质 相 
同 ， 可 以 互相 转化 ， 两 种 方法 各 有 利 疯 ， 应 该 酌情 选择 , 

三 求 二 次 型 的 规范 形 : 

求 二 次 型 的 规范 形 ， 一 般 完 求 出 标准 形 ， 而 后 再 作 一 次 适当 
的 线性 将 换 ， 求 得 规范 形 ; 有 了 时， 也 可 以 直接 求 得 规范 形 . 

利用 实 二 次 型 的 规范 形 ， 可 以 解答 正 惯 性 指数 、 符 号 差 等 问 
题 。 

例 5 分 别 在 复数 域 与 实数 域 中 求 二 次 型 f(x1,x;,xs) = 
2x1X2z 一 6X2Xs 十 2x1%s 的 规范 形 ， 

解 ” 同 例 1， 从 上 略 ， 求 得 标准 形 f(x1,x2,X3)=2w1 一 2w,? 
十 6wsa”。 , 
在 复数 域 中 ， 作 非 退 化 线性 替换 


| v1 V2 wi {1 
] 0 一 2 iw, 则 | ws =— Liv, 
[vs=V6ws, | v 2 
l ws= ys 
~ 


: 则 f(x1I ;2 ;,X3) 二 v1 十 02。 十 v0， 为 规范 形 ， 
在 实数 域 中 ， 作 非 退 化 线性 蔡 换 


| 一 V 2 f 1 本 
| 4 OWs 革 WU» = 
人 Us 一 AW 2 WwW,, | 4 
\ ws 一 1, 9 
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则 xxasxas) 一 4 二 42 一 4s7 为 规范 形 。 

例 6 试 求 出 三 元 实 二 次 型 (x1 ,x;,xs) 的 所 有 等 价 类 及 其 
代表 . 

解 由 实 二 次 型 的 秩 及 正 惯 性 指数 ， 可 知 三 元 实 二 次 型 共有 
10 个 练 价 类 ， 它 们 的 代表 分 别 是 所 化 得 的 规范 形 ， 0 ; yi2?， 
i 3 二 2 ?十 3 一 
ys VI VEY yy yi?. 

例 了 求 22 元 实 二 次 型 f(x1,Xxs,… X21) 一 X1Xs 斗 X3X4 十 
… 十 Yan-1X%sn 的 规范 形 ， 并 求 其 秩 及 符号 盖 。 

解 ”依次 作 非 退化 线性 替换 


人 fy 
| xx 一 yy 一 ys | 22 一 
| 2 | Yn-l 
| 43 EN 
| | 2n42= 4 
Ee 1 一 Von.1 十 ys， | ,st 


2 一 28-1 一 多 20 ， 2n Yn 9 
则 (xixs，…Xan) 一 2 一 32 十 3 一 2 十 十 3 一 
二 21 十 22 十 "十 Zn 一 Zr41 一 2442 一 "一 22 为 规范 形 。 从 而 ， 秩 
为 2n， 符 号 差 为 0， 

四 ”正定 二 次 型 的 判定 

判定 实 二 次 型 是 否 正 定 的 方法 是 ，1) 化 得 标准 形 或 规范 形 ， 
看 系数 为 正 的 项 数 是 否 等 于 文字 的 个 数 ，2 ) 计算 二 次 型 的 矩阵 
的 各 阶 顺 序 主子 式 , 看 是 否 全 为 正 ， 一般 说 来 ,方法 2) 较 为 简便 ， 

例 8 判定 实 二 次 型 f (Xi,X,,Xs) 一 5X? 十 XxX2 十 5x2 十 
4X1X2 一 8XYiX3s 一 4X2%3s 是 否 正 定 。 


解 1 因为 ， f(x1, X12,x3)= 5( itex,— 人 xs ) + 
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bd 
号 姓 一 各 zaxs 十 号 舍 一 5(0xi 十 xs 一 全 xs ) 十 二 (xs 一 
2xs)2 十 X3， 所 以 ， 作 非 退化 线性 替换 

fx 十 所 va 一 EY 

1 y= X2 一 2X3 
3 一 ~3, 


得 到 f(x1, x:， x3) 一 5 好 十 二 好 十 2 和. 因此 /> ,XzsX3) 正定 ， 


5 2 一 4 
解 2 f (x, x4,xs) 的 逢 阵 是 | 2 1 -2 | 
一 和 一 2 b 


顺序 主子 式 151>0，|5 2| > 0， 1 


1 
一 2 5 
所 以 ，f(xi,xs,Xxs) 正 定 。 
例 9 求 ? 的 值 , 使 实 一 次 型 (xi x2, ,x 0) 一 4(xf 寺 x 二 
X3) 十 2X1X5 一 2X2YX3s 十 2x3X1 十 Xi 是 正定 的 。 
解 ”二 次 型 F(xi ,xsyxsyxi 的 上 订 陈 是 


_11 1! 0 
A= 1 -1 14 0 | 
0 0 0 1.7 
当 有 顺序 主子 式 
.1 A 1 1 | 
41>0,14 > 1 2 -1I>0, IAI>0 
a 
1 — 1 A 【 
时 ， 一 次 于 Jew 下 是 由 此 得 
Ai>0 
1 -1>0 
LAFDA- 71)>0, 


解 这 个 不 等 式 组 得 ， />2, 四 此 ， 当 4 放 2 时 ， 一 次 时 J (Xi, 
Xs,X4) 是 正定 的 。 
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T ”证明 是 

一 ”关于 人 矩阵 合同 

关于 矩阵 合同 方面 的 题目 ， 证 明 的 方法 大 体 可 归纳 为 两 种 ， 
1 ) 将 对 称 矩阵 合同 的 问题 转化 成 二 次 型 来 处 理 ，2 ) 利用 矩阵 
合同 的 自身 的 性 质 来 解决 . 

例 1 证 明 ， 若 刘 i…i, 是 一 个 n 级 排列 ， 则 下 面 两 个 朱 阵 


合同 ， 
/4 


人 
| 人 儿 | 


A \ i \ 
证 明 1 记 A=| 422. B=| 4 | 
“4, ， 0 


对 于 二 次 型 FCxixsz，……xXn) 一 7/BX 一 人 21x12 十 人 ixXs2 十 十 
his xx ， 作 非 退 化 线性 替换 xi 一 2 ，x2==y ,二 yi ， 则 
j 一 4 十 人 2 十 十 和 2 1712 十 42y22 十 … 十 
hyn := YAY, 所 以 ， 两 矩阵 合同 。 其 中 入 一 (XXX )’, 
Y=(yiy2 4), 

证 明 2 设 B 的 主 对 角 线 上 第 & 个 元 素 为 4,， 则 
P(1,R)'BP(1,k)==B， 的 主 对 角 线 上 第 1 个 元 素 为 41; 设 B1 的 
主 对 角 线 上 第 1 个 元 素 为 4,， 则 P(2,1)'B1,P(2,1)=B ,的 主 对 角 
线 上 第 1 个 元 素 为 4:， 第 2 个 元 素 为 4。， 如 此 下 去 ， 就 有 
P(n-1,n) .PC(2,1)’P(1,k)’BP(1,k)P(C2,1).. :Pl(n-1,n)=A 
车 记 C=P(1,k&)P(2,7).. Pl, n)， 则 CBC 二 A。 所以， 两 
官 阵 合 同 ， 

说 明 证 明 1 较为 简洁 且 较 容易 理解 ， 

例 2 证明， 设 A 为 ? 阶 实 可 逆 和 矩阵 . 若 A 与 一 A 在 实数 域 上 
合 间 。， 则 n 必 为 侦 数 ， 
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证 明 ”因为 ，A 与 一 A 在 实数 域 上 合同 ， 所 以 ， 存 在 实 可 逆 
矩阵 C， 使 得 一 A=C'AC， 取 行列 式 得 ，( 一 DD)"IA|=| 一 A| 
一 ICIACI=1AICI 又 A 是 可 道 窍 阵 ， 所以， 
(一 1) ">>0， 因 此 ，” 必 为 偶数。 

二 ”关于 实 二 次 型 的 值 

与 实 二 次 型 的 值 有 基 的 问题 ， 常 常 归结 为 规范 形 米 处 理 。 衣 
当选 取 文 字 航 值 ， 利 用 规范 形 求 出 一 次 型 前 值 ， 并 县 ， 包 了 丁 确 定 
值 的 符号 。 

例 3 证明， 车 A 为 n 阶 实 对 称 矩 阵 ， 且 1A| 过 0， 则 一 定 存 
在 实 ? 维 向 量 XAo 关 0， 使 AAA< 0。 

证 明 ”因为 ，|A| 过 0， 记 以 ， 二 次 型 f= 入 AA 的 秩 为 1， 
且 不 是 正定 的 ， 从 而 ， 有 非 退 化 线性 炉 换 和 八 ==CY， 使 /化 为 
yt 十 yj 一 y31 一 一 一 Yn?， 了 PP 之 nn。 取 yp i 二 1， 击 其余 y ;区 
为 0， 则 得 到 相应 的 X。 三 0， 使 得 /二 入 oo’ AA, 二 一 1<0. 

例 4 证明 ， 设 (xi xs Xi) 一 X /AX 是 一 个 实 二 次 型 . 
若 有 实 ? 维 疝 量 入 ,，X*， 使 Xi AXI>O，A AA^; 达 0， 出 
一 定 有 实 ? 维 向 量 信 o 关 0， 使 六 AX。, 二 0， 

证 明 ”由 条 件 知 ， 二 次 更 是 不 定 的 ， 从 而 有 非 退 化 线性 替换 
X=CY ,使 化 为 y? 十 二 yy 一 11 一 一 y?，0 之 p<r, 取 y， 
一 yo 一， 而 其 余 yi 均 为 0， 则 得 到 相应 的 和 o 基 0， 使 得 f= 
Xi/AXu=0:2: 十 … 十 02 上 上 12 一 12 一 02 一 … 一 02 一 0。 

三 ”关于 实 二 次 型 的 秩 与 符号 差 
z 关于 实 二 次 型 的 秩 与 符号 差 的 证 明 题 目 ， 除 了 考虑 秩 与 符号 

其 的 定义 及 人 性质 之 外 ， 常 常 考虑 归 结 为 规范 形 来 处 理 ， 

例 5 证 明 ， 实 二 次 型 的 秩 r 与 符号 差 s 有 相 忆 的 奇偶 性 ， 且 
一 SS 妈 /。 

证 明 该 实 二 次 型 的 正 惯 性 指数 为 2， 负 惯性 指数 为 9， 则 
p+q=r，p 一 9 二 s。 从 而 就 有 r 十 s 二 2p, 所 以 rf 与 有 相交 的 奇偶 
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人 性。 因为 ，r 一 ;二 2g 之 0， $s 二 2p 一 ?之 一 fr， 所 以 ， 一 ?全 5 全 +f。 


例 6 证 明 实 二 次 型 jxixa，…mxXno) 一 》， 》 ( 477 十? 


1 一 | 
十 门 xixj 的 秩 和 符号 差 与 4 无 关 ， | 
证 明 (X11,X2 4) 鸭 害 隆 汶 
/ A+2 924+43 937 二 4 4 二 (2 十 介 \ 
24 十 3 474 十 4 64 十 5  ，…2H14 十 (十 2) | 
A= 34 十 4 64 十 5 92 十 6 4 | 
A C1) pnAs nr2y SnArCnr3y) . n2/A+2n / 
依次 把 A 的 第 1 j 的 (一 2 )， 《一 3 )，…， Cn) 人 分 别 
加 到 第 2，3，…，7 行 上 ， 得 : 
2 


24 十 3 34 十 4..n4 二 (n+1) 
1 -3 
DB 一 一 2 一 4 一 6 … —2n 


-(n-1) on 1) on. D.. nn 1) 
le 旧 ， 把 B 的 第 1 列 的 (一 2)， (—3),. 


(一 ?0) 信 分 别 加 到 第 2 ,3 ，: … ,1 列 上 ， 得 到 与 A 合 辣 的 托 陈 ， 


1+2 1 2 .41) 
一 1 0 0 0 | 

C=| 一 2 0 0 0 | 
一 (8 一 1) 0 0 ». 0 7/ 


最 后 ,把 C 的 第 2 行 的 去 (4 十 2)， 

一 2,… ,一 (n 一 1) 售 分别 加 到 第 1,3， 

“，7 行 上 ， 同 时 紧 接 着 作 相 应 的 列 p= 
变换 ， 得 到 与 C 合 间 的 矩阵 
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根据 合同 的 传递 性 知 ， 和 与 D 合 同 ， 从 而 可 以 经 非 退化 线 性 
替换 化 为 FCx x2,… Xn) 二 一 2y1y:。 由 此 可 知 ，f 的 秩 为 2， 
符号 差 为 0， 与 4 无 关 ， 

例 7 证 明 一 个 实 二 次 型 可 以 分 解 成 两 个 实 系 数 的 一 次 齐 次 
多 项 式 的 乘积 的 必要 充分 条 件 是 ， 它 的 秩 等 于 2 和 符号 美 等 于 
0 ， 或 者 秩 等 于 1.、 

证 明 ”人 先 证 必要 性 。 设 

f=(a1xi 十 十 QnX) (DixX1 二 十 0,X,) 大 0, 
荷 (al ,04) 与 (C01,… ,0;,) 成 比例 ， 不 妨 设 b; 二 ka;，1 二 1,2， 
…，?， 及 aG: 关 0, 则 可 以 对 /进行 非 退 化 线性 灰 换 
fy 一 01X1T 人 二 Xi 
| iA%2 
\y, =x, ， 
化 为 1=kRy1?， 此 时 f 的 秩 为 1 ， 

阁 (a1,… 45) 与 (541,…,b;,) 不 成 比例 ， 不 妨 设 (a1,a;) 与 

《61,5bs) 不 成 比例 ， 则 可 以 对 /连续 进行 下 列 非 退 化 线性 替换 


fy 一 GiYXi 十 GaX2 十 … 十 GoX， {yi1 一 2 十 >， 
| ys=bixi To xt 二 + b,x, | 7 2 21™ ?2 
1 ys 二 Xs 1 ys 一 23 

人 yw 一 %n 9 人 ys 一 z， 9 


化 为 1 二 y1y: 二 22 一 22， 此 时 f 的 秩 为 2， 符 号 差 为 0， 

骨 证 明 充 分 性 。 落 f 的 秩 为 2， 符 号 差 为 0， 则 f 可 以 通过 非 
退化 线性 替换 X= 二 CY 化 为 f=y1?-ys? 二 (yi 十 y2)(y1 一 y), 由 
Y==C71XX 知 ，y1 yy2 ,Ya 可 由 X14 ,Xx2，… ,x 线性 表示 ,代入 上 
式 ， 即 得 到 ，f 是 x; ,xs,… ,Xx, 的 两 个 一 次 齐 次 多 项 式 的 乘积 ， 

了 的 秩 为 1 ， 刚 /的 规范 形 为 v,*?， 辣 样 可 知 结论 成 立 、 

sa 1986 。 


a 


四 ”关于 正定 与 壮 正 定 

关于 实 二 次 型 或 实 对 称 集 阵 正定 与 半 正 定 方面 的 题目 ， 可 以 
考虑 下 列 几 种 处 理 方法 ，1 ) 用 定义 证 明 ， 2 ) 用 规范 形 证 明 ， 
3 ) 用 顺序 主子 式 证 明 ，4 ) 用 矩阵 合 间 证 明 ， 

例 8 证明 ， 实 二 次 型 (x! ，xX2,'…，X，,) 


=" 马 wi? 一 ( 忆 x; ) 是 半 正 定 的 . 


证 明 因为 (nDx? = 如 (xi:+x;?), 


i=1 1 <TYC 7 入 


所 以 ， 对 任意 实数 xi ,x,,…,x, 而 言 ， 有 
f= ny, xi 一 (于 2 ) 
;一 1 


1 一 :| 


1 
=(n—1)»,， XO 》 ， 2XiY 


1 一 | i 
= 2 xij))— 3) 2Xix, 
I 过 in li in 
~ 2, (Xi1° Xi? 2XiX)) 
ES 
一 2 (ii 一 2 六 之 0 ， 
i 


因此 ，J 为 半 正定 的 ， 

例 9 证 明 实 二 次 型 / 半 正 定 的 必要 充分 条 件 是 其 正 惯性 指 
数 p 与 秩 r 相 等 . | 

证 明 先 证 必要 性 。 用 反 证 法 。 若 p<r, 则 f(xi ,x2,"… ,Xs) 
经 非 退化 线性 替换 X=CY 化 为 1 一 yy 十 … 十 yp2 一 y3 一 …… 一 
yr 。 取 yr+1 一 1， 而 其 余 的 y; 均 为 0， 则 得 到 相应 的 一 组 不 全 
为 0 的 x1 ,Xs,… ,Xx 的 值 ， 使 (Xi,xs,…,X;) 二 一 1 过 0， 引出 
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了 矛盾。 因 兹 ， 户 一 ”。 

下 证 充分 性 。 若 b=r， 则 经 非 退 化 线性 替换 和 =CY 化 为 
f= 二 十 十 … 十 ,对 任意 一 组 不 全 为 0 的 实数 Yi，X2，… Yo 
由 Y 二 Cm"!X 得 一 组 不 爹 为 0 的 实数 y1 ,ys,… yn， 从 而 就 有 所 xi， 
x yy 十 十 yy: 之 0， 因 此 ，jf 半 正定 ， 

例 10 证 明 n 阶 实 对 称 失 阵 A 正定 的 必要 充分 条 件 契 它 约 一 
可 主 子 式 全 大 于 零 .所 谓 主 子 式 定 指 用 

证 明 先 证 必要 性 。 由 和 A 正 定 知 二 次 型 /xi YY ) 一 
NT 寻 于 人 的 任 一 & 阶 主子 式 

Qslgl Gpike or Gplkm 
| CR2R8L CR2R2 ‘. aa 


Gpmk!l Qkmk2 *** Opmkm 
考虑 In 元 二 次 再 fy yy Yn) 二 YAnY,Y/ =(y1 ya 
ym) ,对 十 任 巧 一 组 不 全 为 零 的 实数 V1 ys,"… ,Ym， 取 Xk1 二 
Vis Nh = Ya, ,Khn = Ym 其 余 x; 均 为 0, 则 Gy， 
二 (Xi,X2 ,X41) 这 0. 所 以 ,fn(y1,y2 yym 正 定 ,| Au| 全 0. 

再 证 充分 性 。 阁 A 的 一 切 主子 式 全 大 于 零 ， 则 A 的 一 切 顺 序 
主子 式 自 然 全 大 于 零 ， 所 以 ，A 正 定 。 

说 明 ”由 本 例 容易 得 到 ， 车 tn 阶 实 对 称 矩 阵 和 A 的 主 对 角 线 上 
有 一 元 素 之 0， 则 A 不 正定 . 

例 11 ”证明 x 阶 的 实数 矩阵 A 正定 的 必 妆 充分 条 件 是 存在 阶 
实 可 这 矩阵 P 使 A 二 PP. 

证 明 ” 先 证 必要 性 ， 洛 入 正定 ， 则 人 A 合同 于 上， 从 而 有 可 北 
实 矩 阵 Q 使 QAQ=E. 记 P=Q71, 则 A 二 (QD)’Q7T!1=P’EP 
一 PP， 

再 证 充分 性 。 若 A:= PP， 则 A“ = 一 (PP) ”= P'(P)/= 
PDP=A，A 对 称 。 又 人 二 PEP，A 与 EE 合同 、 因此 A 正定 、 
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$5 ”补充 资料 
1 。 雅 可 比 公式 
设 二 次 型 /(x1 xx) 一 X/AX 的 秩 为 r> 0， 并 且 其 爷 
阵 人 的 顺序 主子 式 Di* 0，i 一 1,2,…,7, 则 /的 标准 形 是 


1 va Da bi va 
了 ， 了 1 十 D >: 上 D. Vr, 


i 二 次 型 束 

两 个 实 二 次 现 f(X1,X2,"* ,Xn) 二 /AX,， g(xX1,X2 ,Xn) 
二 XBA 决 定 一 个 二 次 型 束 X/'AX 一 A4(X’BX),。 当 X’BX 正 定 
时 ， 称 为 正则 二 次 型 束 。 二 次 型 束 有 一 套 理论 。 此 处 从 略 。 二 次 
型 束 在 微 振动 理论 中 有 应 用 . 

丰 ”二 次 型 的 应 用 

一 ” 因 式 分 解 

z 必 有 " 克 一 次 闫 系数 多 黄 芭 
F (x1 ,Xa ,x ) = yan XiXj 十 aa 二 gr 
i=1j=!1 i 二 1 
考 慰 实 系数 4 十 1 元 二 次 型 
nn 二 1 下 十 ! 
f(xX1,X2, ,Xn Xi) = 2, DaijXiXj, 
i=] 7 一 1 

上 在 实数 域 R 中 能 够 分 解 为 两 个 一 次 多 项 式 乘 积 的 必 驶 充分 
条 件 征 实 二 次 型 /的 秩 为 2 而 符号 差 为 0 或 1 的 秩 为 1， 

在 实 二 次 型 1 的 分 解 式 中 ， 令 xi 一 1， 即 得 到 元 二 次 多 项 
式 上 的 分 解 式 。 

例子 。 上 (xi ,xzXs) 一 Xi 一 2xX22 十 3%32 十 XI1Xs 十 4X1Xa3 一 
X2%s 一 X%1 一 5X2 一 5X3s 一 2 一 (Xi1+2xXa+3Xs+1)(X1I-Xa+Xas-2)， 

二 ”二 元 男 数 的 极 值 

MkCxoy,yo) 是 二 元 函数 1(x ,7y) 的 稳定 点 ， Bf (xo,y0) 一 
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fv'(xosy0o) 一 0， 并 且 f(x,y) 的 一 切 二 阶 偏 导 数 在 M 点 连续 
记 A=f:. (X,Y0), B=f;y’(x0,y0), C=fyy” (Xo0,y0), 
则 d2f7=A Ax: 十 2BAxAy 十 CAy? 是 Ax, Ay 的 二 次 型 , 当 访 二 
次 珀 负 定 时 ,在 M 避 取 极 大 值 ， 当 旋 二 次 型 正定 时 ,在 M 点 取 极 小 
信 ， 当 该 二 次 型 不 定时 ， 在 M 点 无 极 值 ， 当 该 二 次 型 退化 时 ， 应 
进一步 考虑 。 

三 ”一 次 曲面 方 往 的 化 简 

见 第 九 章 ，》2 ，V， 四 此 处 从 赂 ， 

四 ” 微 振动 z z 

一 个 具有 # 个 自由 上 度 的 力学 系统 ， 若 系统 之 问 的 关系 不 含 有 
时 间 ， 并 在 一 个 有 势 外 力作 用 下 ， 则 这 个 系统 的 运动 是 由 微分 方 
程 组 : 


d/ol \ oT 9oU 
dt Fa ) B39 Gdr (R=l, 2, ,fn) 
米 决 定 ， 其 中 T 是 系统 的 动能 ，U 是 给 定 的 的 函数 ( 力 函 数 )， 
假定 它 不 依赖 于 时 间 1， 可 以 证 明 ,T 是 gs 对 时 间 1 的 微 商 gj 的 二 
次 型 
1 
T= > > aijdi’d;’ (ai; =a; ,), 
i=! j=1 
其 中 系数 是 9 的 已 知 通 数 。 假 定 
OU z 
99r OH 0 (k=1,2, ,0), 
从 而 微分 方程 组 有 一 个 显然 解 91 =…=g, 一 0， 与 之 对 应 的 是 这 
个 系统 的 一 个 平衡 位 置 . 研究 平衡 位 置 附近 的 微 振动 时 ， 可 以 认 
i Hi 


一 U 一 各 20919i(0 =0);), 


1 一 上/ 一] 
根据 问题 的 条 件 ， 二 次 型 T 与 一 U 是 正定 的 ， 从 而 ， 强 入 一 组 新 
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过 


的 变数 一 次 型 1 与 一 同时 化 为 平方 和 县 的 平方 系数 为 1， 


1 = Ep 》 Um itps, 
Si 
放样， 方程 组 就 变 为 
d oT \Y_ OU 1 一 一 “ne 
dt Bor )= Opr ,pr +Adespi= 0 (k=1,2, ,$)。 
W 历史 资 科 点 渍 


1748 年 ,瑞士 数学 家 欧 拉 (1707,4,15-1783,9,18) 在 他 的 《无 
穷 小 分 析 引 论 》 这 部 论著 中 写 出 了 化 三 个 变数 的 二 次 型 到 它们 的 
主轴 上 去 的 问题 ,他 详尽 地 说 明了 由 二 次 方程 定义 的 曲线 的 性 质 ， 

二 人 二 纪 来 ， 二 (1736—1813) 引入 了 nm 

1826 年 ， 法 国 数学 家 柯 西 《1787， 8 ，21 一 1857 ,5 ， 23 ) 在 他 
的 《几何 中 无 穷 小 演算 的 应 用 教程 》 这 部 著作 中 给 出 了 将 二 次 曲 
线 和 一 次 曲面 的 方程 变形 为 标准 形 的 方法 ， 并 根据 二 次 项 的 符号 
来 分 类 。 然 而 ， 那 时 并 不 清楚 ， 为 什么 在 化 简 成 标准 形 时 ， 总 得 
到 同样 数目 的 正 项 和 人 负 项 。1852 年 ， 英 国 数学 家 西 勒 维 斯 特 
(1814,9,3 一 1897,3,15 ) 回答 了 这 个 问题 ， 给 出 了 n 个 文字 的 
一 次 型 的 惯性 定律 ， 认 为 该 定律 是 自明 的 ， 没 有 给 出 证 明 。1857 
千 ， 德 国 数 学 家 雅 可 比重 新 发 现 并 证 明了 惯性 定律 ， 

德国 数学 家 高 斯 (1777 ,4,30 一 1855 ,2,23 ) 时 在 1801 年 他 出 
版 的 数学 巨著 《4 算术 的 研究 》 中 就 包含 了 对 二 次 型 的 探讨 。 他 用 
行列 式 表示 二 次 型 ax? 十 28xy 十 cy2 的 判别 式 ， 还 引进 了 正定 ， 
半 正 定 、 负 定 的 概念 ， 但 负 定 概念 实际 上 是 现代 的 半 负 定 ， 德国 
数学 家 狄 利克 雷 《 1805 一 1859 ) 努力 简化 高 斯 的 数论 ， 把 分 析 学 
的 方法 用 于 二 元 二 次 型 类 数 的 计算 ， 引 入 所 谓 狄 利克 雷 级 数 ， 

西 勤 维 斯 特 还 给 出 了 正定 二 次 型 的 必要 充分 条 件 是 它 的 矩 陈 
的 各 阶 主子 式 全 为 正 的 结论 。 


0 


1858 年 ， 德 国 数学 家 维尔 斯 特 拉 斯 (1815 ,10,31 一 1897，?， 
19 ) 对 于 同时 化 两 个 二 次 型 为 平方 和 的 问题 ， 给 出 了 一 般 的 方 
法 ， 并 把 这 一 结果 应 用 于 微 振动 的 力学 问题 ，1868 年 ， 他 完成 了 
二 次 型 的 理论 ， 并 把 这 一 理论 推广 到 双 线 性 型 的 情况 ， 


3S6 ”基本 习题 
1 用 配方 法 化 二 次 型 了 (Xi1,Xs,Xs) = 二 一 4X1Xz 十 2X1Xs 十 
2x Xs 为 标准 形 ， 
2 用 初等 变换 法 化 二 次 型 f(x1,，, xX:， Xs) 二 Xx? 一 3x2 一 


2X1X2 十 2X1X; 一 一 6X2%s 为 标准 形 ， 
3 设 A=" 3 1 5 
试 求 可 逆 逢 阵 C， 使 CAC 成 为 对 角形 ， 
”4 判定 实 二 次 型 f(x1,x2,xs) 二 10x1? 十 Bx1xXs 二 24X1X， 
二 2 一 284 59 十 Ye 是 在 正定 
5 ” 当 t 取 什么 值 时 ， 实 二 次 次 再 1 (x1,X2,Xs)=X1: 二 Xx’ 十 
5 二 21x io 一 2X1X 4 ve 是 正定 的 ， 
6 设 A 龙 n 阶 实 反 对 称 朱 阵 ， 上 上 是 n 阶 单位 矩阵 ,证 明 E-A? 
是 正定 矩阵 ， 
了 下 “开征 逢 降生 的 伴随 邱 阵 ^“ 也 是 正定 年 阵 ， 
8 议和 A， 蝇 均 为 正定 拥 阵 ， ca， 为 开 娄 数 ， 证 明 a A+pB 
是 正定 矩阵 
9 设 a;(1 二 1,2,…,n) 是 实数 ， 证 明 实 二 次 型 f(xX1,X,, 
和 YX 一 (X1I 十 aiXa)2 十 (xs 十 azxs)2 十 … 十 (x 1 十 olix，) 


十 (x ,十 axi) ?是 :正定 的 必要 充分 条 件 基 1 十 (-1) IHa; 0, 


10 证明， 若 # 元 实 二 次 理 / 的 正 负 惯性 指数 分 虽 为 pg, 则 / 
梧 化 为 a1 yi 十 … 十 ap 十 Diy241 十 … 十 bq y244 ,其 中 aj， "Up 
为 任意 p 个 正 数 ，61,… ,bs 为 任意 gq 个 负数 ， 
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第 六 草 线性 空间 


$1 概括 说 明 


行列 式 、 线 性 方程 组 、 和 矩阵 的 运算 ， 属 于 线性 代数 学 的 范 
畴 ， 可 以 认为 是 线性 代数 学 的 初等 部 分 。 同 时 ， 它 们 又 是 研究 线 
性 代数 学 的 必 备 的 工具 。 相 对 而 言 ， 组 性 空间 、 线 性 变换 等 ， 则 
是 线性 代数 学 的 高 等 部 分 。 线 性 空间 的 理论 ， 是 线性 代数 学 这 一 
学 科 的 基础 ， 

线性 空间 的 锥 型 是 解析 几何 中 的 平面 V :与 空间 Vs, 它 丰 在 
考察 了 大 量 的 数学 对 象 (如 几何 学 与 物理 学 中 的 向 量 ， 代 数学 中 
的 " 维 向 量 .矩阵 .多 项 式 ， 分 析 学 中 的 函数 等 等 ) 的 本 质 属性 后 
抽象 出 来 的 。 线 性 空间 是 最 基本 的 数学 概念 之 一 ， 它 的 理论 与 方 
法 已 经 渗透 到 自然 科学 、 工 程 技术 的 各 个 领域 。 z 

本 章 由 ,上 先 以 公理 的 形式 给 出 线性 空间 的 概念 , 而 后 出 此 概念 
出 发 进行 逻辑 推理 ,建立 线性 空间 的 一 整套 理论 。 这 种 公理 化 方 
法 的 意义 在 于 ， 它 不 涉及 讨论 对 象 的 具体 内 容 及 性 质 ， 得 到 的 结 
论 具有 一 般 性 ， 它 是 近代 数学 的 重要 标志 与 基本 手段 ， 对 后 面 的 
学 习 有 指导 意义 。 

本 章 的 内 容 分 为 四 个 部 分 ， 集 合 与 映射 ， 线 性 空间 的 定义 、 
人 性质 、 维 数 ， 基 与 坐标 、 同 构 、 基 变换 与 坐标 变换 ， 线 性 子 空间 
及 其 交 、 和 、 直 和 。 

集合 与 映射 是 数学 的 基本 概念 ， 并 不 属于 线性 空间 的 范畴 ， 
仅 作 为 讲述 线性 空间 理论 的 必要 准备 ， 

线性 空间 的 定义 可 概括 为 非 空 集 合 、 数 域 、 两 种 运算 、 八 条 
公理 ， 是 本 章 的 出 发 点 与 基础 线性 空间 也 称 为 向 量 空间 ， 其 元 
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素 称 为 癌 量 ， 讨 论 向 量 的 线性 相关 性 ， 并 由 此 得 出 维 数 的 概念 。 

对 于 线性 空间 ， 主 要 研究 有 限 维 的 情况 ， 从 而 基 起 着 根本 的 
代用。 由 基 引 出 向 量 坐 标的 概念 ， 自 然 地 建立 起 n 维 线性 空间 与 
F* 的 同 构 ， 进 而 建立 线性 空间 同 构 的 一 般 概念 。 基 之 间 的 天 系 
由 过 渡 和 矩阵 刻 划 ， 同 时 ， 基 变换 引起 坐标 变换 ， 

线性 于 空间 是 一 个 重阳 的 研究 对 腥 ， 主要 研究 作成 子 空 间 的 
条 件 ， 子 空间 的 交 、 和 、 直 和 、 直 和 在 以 后 各 章 中 将 经 常用 到 。 

本 音 的 补充 资料 是 ， 无 眼 维 线性 空间 ， 商 空间 ， 线 性 方程 组 
的 解 空间 ， 历 史 资料 点 滴 ， 


32 内 容 提 站 


1 集合 与 映 身 
一 集合 


出 描述 ， 


在 数学 上 ， 把 某 毕 被 考 罕 的 对 象 的 全 体 当 作 一 个 整体 看 待 ， 


称 为 一 个 集合 。 简 言 之 ， 所 谓 一 个 集合 就 是 作 整 体 看 的 一 堆 东 
西 。 组 成 集合 的 东西 称 为 该 集合 的 元 素 。 若是 集合 M 的 元 素 , 则 
记 为 a€ M， 读 作 “a 属 于 M”， 车 a 不 是 集合 M 的 元 案 ， 则 记 作 
a€ M 或 eg M， 读 作 “a 不 属于 M”， 

我 们 已 经 学 习 过 了 集合 F(x)，F"，M.(F ) 等 。 

所 谓 给 出 一 个 集合 就 是 规定 这 个 集合 是 由 哪些 元 素 组 成 的 。 
因此 ， 给 出 一 个 集合 的 方式 不 外 两 种 ， 一 种 是 列举 出 它 的 全 部 元 
驼 , 例 如 ,M={l，2，3}; 一 种 是 给 出 这 个 集合 的 元 素 所 具有 的 
特征 性 奈 ， 记 作 愉 ={ala 具 有 的 性 质 }, 例 如 ，M 二 {(x，y)|x,y 
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设 M、 尺 起 两 个 集合 。 者 MM 的 得 个 元 索 都 属于 N， 凤 ， 对 于 
”404， 


集合 是 数学 中 最 基本 的 概念 之 一 ， 是 不 加 定义 的 概念 ， 仅 给 
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任意 的 a€ M， 均 有 a EN， 则 称 M 是 NN 的 子 集合 ， 记 作 MEN 或 
N 汪 M， 读 作 “M 包 含 于 N "或 “N 包 含 M”.， 若 M 是 N 的 子 集合 ， 
且 存 在 6€ N， 使 得 54 M， 则 称 M 是 N 的 真子 集合 ， 记 作 MS 宝 N， 

不 包含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集合 ， 记 作 $。 例 如， 方程 
Xx? 十 1 二 0 的 实 根 的 集合 是 一 个 空 集合 我 们 规定 ， 空 集合 是 任意 
集合 的 子 集合 ， 即 ， 对 于 任意 集合 M， 均 有 与 M.， | 

” 著 两 个 集合 M 与 N 合 有 完全 相同 的 元 素 ， 即 ,a€ M 当 且 仅 当 
a €N; 则 称 它们 相等 ， 记 作 M=N。 我 们 有 :M=N eMEGEN 且 
NCEM, : 

设 M、N 龙 两 个 集合 ， 把 它们 的 元 素 合 并 在 一 起 得 到 一 个 集 
合 ， 称 为 M 与 N 的 并 集 ， 沁 作 MUN. 凤 MIJN = {xlx€EM 
或 XEN}， z 
议 M、 尺 是 两 个 集合 ，M 与 N 的 公共 元 素 的 全 体 组 成 一 个 集 
合 ， 称 为 M 与 N 的 交集 ， 记 作 M NN， 外 MNN={xijxEM 上 且 
x €N}, 

设 M、N 是 两 个 集合 ， 由 一 切 属 于 M 但 不 属于 N 的 元 素 组 成 
一 个 集合 ， 称 为 M 与 K 的 差 集 ， 记 作 MNN 或 M-~-N， 即 M-N= 
{x|xE€ M 但 x€N}. 

求 并 集 、 交 集 、 差 集 ， 称 为 集合 的 运算 | 

集合 的 运算 具有 下 列 性 质 ，1 ) MUN=NUM， MNN= 
NfIM; 2) (MUN)DUK=MU (NUK), (MNMNN) NK 
MI (NNK); 3)MNCNUK)=(MNN)U (MNK), 
MU(NNK)=(MUN)NC(MUK); 4)M—N=(MUN)-N, 
5 ) MEMUN, NEMUN, MNNEM, MNNEN; 6) 
MENeMNN=MeMUN=N., 

必 悍 、A 是 两 个 集合 ， 由 M 中 的 任 一 元 素 eo 与 N 中 任 一 元 素 0 
诉 作 成 的 有 序 元 素 对 (o， 的 的 全 体 组 成 一 个 集合 ， 称 为 MSN 
笛 卡 尔 积 集 ， 记 作 MxN, 即 MxN={(a,b)la€EM, bEN}. 
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若 一 个 集合 含有 有 恨 多 个 元 素 ， 则 称 该 集合 为 有 限 集 合 。 
例如 ， 集 全 M= 行 ，2，3}。 闪 一 个 集合 含有 无 限 多 个 元 素 ， 删 
称 访 集合 为 元 限 集合 ,例如 ， 任 冯 数 域 F， 

二 上册 射 

设 M 与 M “是 两 个 集合 ，a 是 ~ 个 法 则 。 行 对 于 M 中 的 每 一 个 
元 素 o， 根 据 法 则 c，M “中 部 有 唯一 确定 的 元 素 a 与 之 对 应 ， 则 
称 0 是 集合 M 到 集合 M' 的 一 个 映射 ， 记 作 o :M->M’'、 映射 o 使 
a€ M 与 a € M’ 对 应 ， 记 作 o(0):=a’，。 称 a/ 是 a 让 跨 庙 下 的 象 ， 
称 a 是 a 在 上 映射 o 下 的 一 个 原 象 ， 

集合 M 到 M 自 映 的 映射， 称 为 M 的 变换 ， 

设 M 是 集合 ， 定 义 o:M->M，o(a)= 二 a，a€ M， 称 o 是 集合 
M 的 恒 等 上 映射 或 单位 映射 ， 记 作 1w， : 

设 o 与 z 征 M 到 M 的 两 个 映射 。 若 对 于 任意 的 cEM， 必 有 
ctco)= 一 r(a)， 则 称 o 与 r 相 等 ， 记 作 c=?， 

设 0: MM ， 定 义 o(M)=={a’la’ 二 o(a)， aEM}， 称 
o《M) 是 M 在 映射 o 下 的 象 集合 。 我 们 有 ， o(M) 王 M', 

设 o:M->M’'。 车 由 a 天 bb 得 出 0(a)o(b5)， 对 于 任意 a,bE 
M， 则 称 o 是 MM 到 M /的 一 个 单 射 ， 也 称 有 映射 o 是 1 -1 上 的， 

设 0:M->M'。 和 奇 对 二 任意 的 4a’€ M'， 均 存在 a€ M， 使 得 
0(9a)= 二 a’， 换 言 之 ，o(M)== M’， 则 称 o 是 M 到 M’ 的 一 个 满 射 ， 
也 称 有 映 对 0 是 映 上 的 。 

若 映 对 0:M->M/， 色 是 单 射 ， 又 是 满 射 ， 则 称 o 是 一 个 双 
射 ， 也 称 a 是 一 个 一 一 对 应 ， 常 记 作 Me>M'，ace>a(e)， ae>a! 

设 有 o:M-~M/ 与 i:M/->M”， 定 义 ro:M->M’,(to)(a)= 
tr(o(a))， 对 于 任意 的 a€ M， 称 为 o 与 + 的 乘积 、 

若 o 是 M 到 M “的 喘 射 ， 则 1M" v= 二 olM=o.， 

车 o:M->M’, zr:M’>M’, y:M’->M", 则 (yr)o=Y(ro). 

设 有 0o:M->M’'。 若 有 Tr:M'->M， 使 得 ro 二 IM， 则 称 o 姨 
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左 可 道 映 射 ， 称 tr 是 o 的 左 逆 映 射 。 荐 有 Vy:M'->M， 使 得 oy = 
Im’， 则 称 o 是 右 可 北 映 射 ， 称 % 是 o 的 右 逆 映 射 。 当 o 是 双 侧 可 
逆 时 ， 称 0 是 可 道 映 射 ， 

若 o: MM’, rt:M/->M, yy:M’->~M, 量 ro=1M, ab 一 
IM ， 则 T= 二 多 。 称 tr 是 0 的 一 个 道上 映射 . 的 邀 映 射 是 唯一 的 , 记 作 
0~!。 从 而 就 有 ，o™'o=]JM，oo := 一 LIM/， 

车 0: MM/， 则 ,1 ) o 蚌 左 可 北上 映射 0 是 单身 2 ) o 是 
右 可 北上 映射 Go 是 满 射 ，3 ) o 是 可 道 映射 Go 是 双 射 ， 

若 0:M->M/，Tz:M’->M?” 均 为 可 逆 映 射 ， 则 ro 是 可 道 映 
射 ， 并 县 (rc) 一 alr 

1 线性 空间 的 定义 、 性 质 、 维 数 

一 ”定义 与 例子 : 

设 F 是 一 个 数 域 ， 其 元 素 用 小 写 英文 字母 ac,p,c… 表 示 ，V 是 
一 个 非 空 集合 ， 其 元 素 称 为 向 量 ， 用 小 写 希 腊 字 母 a,P,y,… 表 
示 。 若 

1 在 VY 中 定义 了 一 个 加 法 。 即 对 于 V 中 任意 两 个 向 量 c,p， 
在 Y 中 都 有 一 个 唯一 确定 的 向 量 > 与 它们 对 应 ， 称 ?是 c 与 的 和 ， 
记 作 ?= 十 ， 

2” 在 F 与 V 之 间 有 一 个 数量 乘法 。 即 ， 对 于 F 中 的 任 一 数 民 
与 V 中 的 任 一 向 量 w， 在 《中 都 有 一 个 唯一 确定 的 向 量 6 与 它们 
对 应 ， 称 0 是 RR 与 4 的 数量 导 积 ， 记 作 56= ka， 

3” 加 法 和 数量 乘法 满足 ，1 ) at+B=P+a; 2 ) (a+f) 
+? 二 at+(8 十 7?); 3 ) V 中 存在 一 个 向 量 ， 称 为 零 向 量 ， 记 作 
0， 使 得 ， 对 于 VY 中 任 一 向 量 a， 都 有 a 十 0 二 a; 4 ) 对 于 Y 中 
每 个 向量 4g， 部 相 应 地 在 Y 中 存在 一 个 向 量 6， 称 为 c 的 负 向 量 ， 
使 得 a 十 B==0; 5 ) k(at+fP)= kat+kp; 6 ) (g++1)a=Ra++ia, 
7 ) k(la)=(kI)a; 8 ) 1a==a， 其 中 a,8,y 是 V 中 任意 向 量 ， 
R，[ 契 F 中 任意 数 ， 
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则 称 V 对 于 加 法 与 数量 乘法 作成 E 上 的 一 个 线性 空间 ， 简 称 V 是 
F 上 的 一 个 线性 空间 ， 也 称 为 向 量 空间 。 加 法 与 数量 乘法 合 称 为 
线性 运算 。 有 时 ， 称 F 是 的 基 域 ， 称 F 中 的 数 为 纯 量 ， 称 数量 
乘法 为 纯 量 乘法 

我 们 有 下 列 线性 空间 的 例子 ， | 

1” 了 平面 (空间 ) 中 的 全 体 向 景 组 成 的 集合 VY,(Y ，) 光 实 数 
域 R 上 的 线性 空间 ; 

2”F "是 数 域 F 上 的 线性 空间 ; 

3”F(x] 对 于 多 项 式 的 加 法 与 数 和 多 项 式 的 乘法 作成 数 域 F 
上 的 一 个 线性 空间 。 数 域 F 上 的 所 有 次 数 小 于 n 的 多 项 式 及 零 多 
项 式 作 成 的 集合 记 作 F(x)，， 对 多 项 式 的 加 法 与 数 和 多 项 式 的 乘 
法 ， 也 作成 F 上 的 一 个 线性 空间 ; 

4 M .(F) 对 于 知 阵 的 加 法 与 数 和 算 阵 的 乘法 ， 作成 数 域 F 
的 上 一 个 线性 空间 ，; 

5” 复 数 域 C 是 实数 域 R 上 的 线性 空间 ， 

6” 数 域 F 是 其 自身 上 的 线性 空间 ， 

7” 全 体 实 函数 作成 的 集合 V ， 对 于 函数 的 吉 法 与 数 和 函数 
的 乘法 ， 作 成 R 上 的 线性 空间 ， 

8” 全 体 收 敛 于 0 的 实数 无 穷 数列 作成 的 集合 V ， 对 于 数列 
的 加 法 {c 小 十 { 小 一 {a 十 bs 与 数 和 数列 的 数量 乘 法 Rfo,} = 
{ka,}， 作 成 R 上 的 线性 空间 . 

一 简单 性 质 

册 线 性 空间 的 定义 ， 挫 出 下 列 简单 性 质 ， 
” 零 向 量 唯一 ; 
” 任 一 癌 量 c 的 负 铅 量 崔 一 ， 记 作 一 a， 
CE 
a 十 =p 十 a 可 由 其 它 条 件 推出 ; : 
条 件 3 ) 与 4 ) 可 改 为 ， 方程 a 十 x 一 P 对 于 VY 中 的 任意 
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向 量 4， 有 有 解 ; : 

6 0a=0, kO=0, (—1)a=—a, —(—a)=a, (一 Ra 
=h(—0)=— ha; 

7” 定义 减法 a 一 p=at+( 一 P), k(a—-P)=ka~hkhp,， c++ 
Pp 二 ?a 二 7 一 B， 对 于 VY 中 的 任意 向 量 4，P， 方 程 a 十 x 一 在 V 
中 有 且 仅 有 一 解 x=P 一 a; 

8 Ca 十 0 一 ac 十 ?会 有一 7 

9” Ra 一 0 人 2R 一 0 或 cC= 一 0 

10” 《Ri 十 Ra 十 … 十 R， ) C=Ria 十 Ra 十 十 民 ，a， 

Ra 十 az 十 … 十 ay:) 一 pa 十 Ras 十 … 十 Ra 

11” 对 于 任意 正 整 数 m， 有 ma 二 a 十 a 十 … 十 a， 共 mm 个 a， 

12 a#0,， aE€V，a，bEF， 则 a#beEaaz#ba， 从 而 ， 车 
V 中 有 非 零 向 量 ， 则 VY 有 无 限 多 个 向 量 ， 

三 ”线性 相关 性 

我 们 先 给 出 下 列 定 义 ， 

1” 设 V 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ，a1，as;，.…，a,(r 之 1) 是 
v 中 的 一 组 向 量 ， a EV。 车 有 F 中 的 数 h1，hs,…，k,， 使 得 
0 一 RiIQI 十 Rsas 十 … 十 天 Gy， 则 称 cx 是 向 量 ci， (化 2 ,"**, ar 的 一 
个 线性 组 合 ， 也 称 c 可 以 由 向 量 组 c:，c:，…，a， 线 性 表 出 ， 
2 设 ai aa ar(li) 与 pi, bi,%, BB: (2) 
是 Yv 中 两 个 向 量 组 .车 (1) 中 每 个 向 量 都 可 以 由 向 量 组 (2) 线 性 表 
出 ， 则 称 向 量 组 ( 1 ) 可 以 由 向 量 组 ( 2 ) 线 性 天 出 ， 车 (1) 与 (2) 可 
以 互相 线性 表 出 ， 则 称 (1) 与 (2) 等 价 ， 

3” 设 有 线性 空间 V 中 的 向 量 21，Q;,…， ar(r 之 1)， 车 有 
数 域 F 中 不 全 为 零 的 数 k&!，k,,…，k,， 使 得 RiQi + ka … 
+Aarcar 一 0 《3) 则 称 a1:，as,…，a. 线 性 相关 ， 若 ai， Qs, 
…， Cr 个 线性 相关 ， 即 (3) 式 仅 当 ,二 一 … 二 ,二 0 时 才 成 立 ， 
则 称 &1， cy，…， Q: 线 性 无 关 ， / 
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4” 设 有 线性 空间 Y 中 的 向 量 组 c:，cs*，…，a: 及 访问 量 组 的 
部 分 组 ci; ， C 9 9 QC, Ss 之 1， 1 之 1， 二; 1 ) wii， Ui ,9 


…， 0 5 线性 无 关 ; 2 ) 对 任 一 a1，i 二 1 ,2,…,5, 疝 量 组 
i1? "9 Ui xi 均线 性 相关 ， 则 称 ci ， Oi, 9 Oss 
是 a1，Q:，…，Q; 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 


5” 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 称 为 该 向 景 组 
的 秩 。 若 向 量 组 没有 极 大 无 关 组 ， 则 称 该 四 量 组 的 秩 征 零 ， 

由 上 述 定 义 1 一 5”， 我 们 推出 下 列 性 质 ， 

1” 若 B 可 以 由 &1，Q:,…，Q: 的 一 个 半分 组 线性 表 出 ， 则 6 
可 以 由 a1，&s,…，Q; 线 性 天 出 ， 

2 Cl Ca ,ee ar 中 的 任 一 癌 量 ;都 可 以 掉 &1，02,，…' ,0 
线性 表 出 。 

3” 浴 Q 可 以 由 Q1，Q2:,…，Q;: 线 性 表 出 ，Q1，0Q2,…，Q: 可 
以 由 Bi，B,,…,P :线性 表 出 ， 则 a 可 以 由 Pi1，Ps,…，P ;线性 表 
出 。 侧 言 之 ， 线 性 表 出 具有 传递 性 ， 

4” 雷 一 向量 组 有 一 个 部 分 组 线性 相关 ， 则 该 回 量 组 线 性 相 
关 。 阁 一 向 量 组 线性 无 关 ， 虽 其 任 一 部 分 组 均线 性 无 关 ， 

5” 知 一 向 量 组 中 有 零 向 量 ， 则 该 向 量 组 线性 相关 . 若 一 多 
量 组 线性 无 关 ， 则 其 每 个 向 量 均 不 为 零 向 量 。 

6” 对 于 单独 一 个 向 量 a 而 言 ，a 线 性 相关 ea 二 0; a 线 性 无 
关 SOa 克 0。 对 于 向 量 a1， Qs ，Qr(? 之 1) 而 言 ，Q1，Q2，*… 9 
2ar 线 性 相关 会 Cl，cz，…，Cc&r 中 某 一 向 量 可 以 由 其 余 向 量 线性 表 
出 ; Q1，Q2,…，Q; 线 性 无 关 6Q1，a;,…，a; 中 任 一 向 量 均 不 
可 以 由 其 余 向 量 线性 家 出 ， . 

7” 加 量 a1，4:,…，ar(r 之 1) 线 性 相关 G3a1=0， 或 有 一 个 
s，1< 之 sr， 使 得 a 可 以 由 a!1， 0,,…， x; -1 线性 攻 出 ; al 
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22 Crr1) 线 性 无 关 佐 ci 关 0 且 对 于 任 一 个 太一 2 3 
7 Qi 均 不 可 以 由 Q1， (to,"""*, Q1. 1! 线性 肖 出 

8” 设 Q1，02,，01Pi， Pe, | 5. 是 Y 中 的 两 个 向 量 
组 . 着 ci，az…，ar 可 以 由 DB ，p:…，0: 线 性 表 出 ， 且 r 全 8， 
则 Qi ,02,…,Q; 必 线性 相关 。 若 a1 ,Qs,…,01 可 以 由 B1，P。,…， 
有 .线性 表 出 ， 且 cl，cs，…， 2 线性 无 关 ， 则 7 和 3。 

9” 帮 Ql1，02,…，Q; 线 性 无 关 ， 而 a1，Qs,…，Q4:， BB 线 性 
相关 ， 则 pb 可 以 由 4a:!:，Q:,…，a;: 线 性 表 出 ， 目 表示 方法 唯一 ， 

10” 同 量 组 的 等 价 具有 反 身 性 、 对 称 性 .传递 性 ， 

11” 两 个 线性 无 关 的 等 价 的 向 量 组 必 合 有 相同 个 数 的 向 量 ， 

12° (替换 定理 ) 设 a1， Cy, Gr 与 B11,p,,… ,PB 是 V 中 的 
两 个 问 量 组 ， 行 Ci， Qs,…，Qr 线 性 无 关 ，Q1， 2 wxwr 可 以 
由 PB1，P;,…，B :线性 表 出 ， 则 r 才 s， 并 且 ， 必 要 时 可 以 重新 纺 
号 ， 使 得 a1，a,,…，a, 蔡 换 B1，B,,…，P, 之 后 ， 所 得 的 向 量 
组 Ci， C2 Cr 局 六 .与 六 户 pb ;等 价 ， 

13” 问 量 组 与 其 任意 一 极 大 无 关 组 等 价 ， 

14” 完 全 由 零 向 量 组 成 的 向 量 组 没有 极 大 无 关 组 .车 一 向 量 
组 含有 非 零 向 量 ， 则 该 向 量 组 一 定 有 极 大 无 关 组 ， 

15 ”一 个 向 量 组 的 极 大 无 关 组 不 一 定 是 唯一 的 ， 它 的 任 一 个 
线性 无 天 的 部 分 组 都 可 以 扩充 为 一 个 极 大 无 关 组 ， 

16° 一 个 问 量 组 的 任意 两 个 极 大 无 关 组 是 等 价 的 ， 从 而 所 包 

会 问 量 的 个 数 相等 ， 
17” 秩 是 向 量 组 自身 的 属性 ， 是 唯一 确定 的 ， 
咎 两 个 问 量 组 等 价 ， 则 它们 的 秩 相等 ， 

19 ”大 两 个 向 量 组 等 秩 且 其 中 有 一 个 组 可 由 另 一 个 组 线性 天 
出 ， 则 这 两 个 向 量 组 等 价 ， 

20” 阁 同 量 组 ul，a,,…， Gr 的 秩 是 :， 则 Qi， G2 ,0 中 
任意 # 个 线性 无 关 的 向 景 均 构成 它 的 一 个 极 大 无 关 组 ， ci，a，， 
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0 7 线性 无 关 尖 及 仅 当 它 的 秩 是 +， 当 且 仅 当 它 的 极 大 无 关 组 
只 有 其 自 喘 。 
四 维 数 
定义 。 设 V 是 数 域 F 上 的 线性 空间 。 芳 《中 线性 无 关 的 癌 景 
的 最 大 个 数 为 pm 即 ，Y 中 存在 n 个 线性 无 关 的 向 量 ， 而 V 中 任 
意 n 十 1 个 问 量 均线 性 相关 ， 则 称 线性 空间 V 是 2 维 的 ， 记 作 
dim VY 二 n。 若 对 于 任意 的 正 整 数 m， 在 V 中 总 存在 m 个 线性 无 关 
的 回 量 ， 则 称 线性 空间 V 是 无 限 维 的 。 
提 定 义 得 出 ，1 ) dimF*==n; 2 ) FUx) 是 无 限 维 的 ， 3 ) 
半 dim VV 二 0， 则 V ={0}; 4) 任 一 线性 空间 ， 不 是 有 限 维 的 ， 
并 是 无 限 维 的 
维 数 是 衡量 线性 空间 “大 小 ” 的 一 种 尺度 ， 
本 书 主要 研究 有 限 维 的 线性 空间 . 
”下 基 与 坐标 、 同 构 、 基 变换 与 坐标 变换 
一 ” 维 数 与 基 
设 《 是 数 域 Ff 上 的 线性 空间 ，el:，e:,…，s, 是 中 的 一 向 
量 组 。 若 ，1 ) 21，ey，…， 2, 线 性 无 天; 2 ) V 中 任 一 回 量 都 
不 51，E2,"…，E1 的 线性 组 合 ， 则 称 21，z，,…，e; 是 V 的 一 组 基 
《基底 、 底 ) 。 
数 域 F 上 的 线性 空间 V 是 " 维 的 会 V 中 存在 "个 向 量 e，， 
…， eu 作成 V 的 一 组 基 。 
n 维 线性 空间 VY 中 任意 ?个 线性 无 关 的 向 量 均 作 成 V 的 一 组 
基 ， 任 蕊 多 于 个 问 量 作成 的 向 量 组 必 线 性 相关 ,任意 一 组 线性 天 
关 的 问 量 都 可 以 扩充 为 一 组 基 ， 
有 限 维 线性 空间 V 的 基 不 是 唯一 的 ， 但 V 的 基 所 含 向 量 的 个 
数 古 固定 的 ， 等 于 aimy ， 
一 基 与 坐标 
在 E1，52，…，En 是 % 维 线性 空间 《的 一 组 基 ， 则 Y 中 任 一 
“212 9 
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向 景 a 均 可 以 唯一 地 崎 为 e1，e2，…，&;, 的 线性 组 合 C= alel 
Tases tT aren, 称 系数 组 (a1,0:,… ,a; ) 为 向 量 c 在 该 组 
和 开 的 和 记 作 (o1。 (oJ) 是 F" 中 的 问 量 。 (0) 也 可 以 写 为 列 

把 向 量 当 作 数 看待 并 认为 as; 一 8ia，“ 形 式 地 ” 作 竺 阵 乘 
法 ， 得 到 ; 向 量 a 在 一 组 基 e1，。 sen 下 的 坐标 是 cl ,as,… ， 


QS 


ol、 | 

a 人 

& 一 (si， 有 9 3 2 ，) 从 QG 一 (GT1， Gs, 四 0，) * | 
: Qn 网 


车 e1:62,…，e。s 是 数 域 F 上 的 线性 空间 V 的 一 组 基 ， 则 对 于 
V 中 任意 向 量 c，p 及 F 中 任意 数 &， 向 量 在 该 组 基 下 的 坐标 具 有 
性 质 ，1 ) [(a+D)=(c] 二 (0); 2 ) [4 一代， 3 ) Y 中 向 
量 al as，… ,Co 线性 无 关 台 [al)， 02), :9 em 线性 无 关 ， 

三 同 构 

定义 。 设 V 与 V' 是 数 域 F 上 的 两 个 线性 空间 - 车 有 V 到 V 
的 双 射 c， 满 足 ，1 ) ota 二 8)=o(a)+o(B); 2 ) o(ka)= 
ko(a)， 其 中 a，B 是 V 中 任意 向 量 ，& 是 F 中 任意 数 ， 则 称 o 是 
V 到 Y' 的 同 构 映 射 ， 称 V 与 V/ 同 构 ， 记 作 Y sV/ 或 V&V’ ， 

由 定义 推出 下 列 性 质 ， 

1 ) o(0)=0’, o(~a)=~—o(a); 

2 ) ol(CRial 十 Ray 十 … 十 9 一 RiIO(Cawl) 十 Ra(ay) 十 … 
二 ko(a, ); 

3)Rial 十 Raas 十 … .二 hh， 2 00hio(a) tio) +t. 
十 Ro(a,)=0’; | 

4 ) 24， aa as 线性 无 关公 xc(ci)，a(as) ,'…，o(a;) 
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线性 无 关 ; 

5 ) 同 构 映 射 的 采 积 是 问 构 喘 射 ， 回 构 映 射 是 可 道 喘 射 且 其 
逆 睦 射 也 是 辕 构 映射 ， : 

6 ) 线性 空间 的 辐 构 具 有 反 身 性 、 对 称 性 、 传 递 性 ，; 

7 ) 若 V 宕 V W 是 V 的 子 空间 ， o(W)={o(a)la EW}, 


则 og(W ) 是 V' 的 子 空间 ， 且 W 富 -oOo( W). 

设 V 是 数 域 F 上 的 % 维 线性 空间 ， 取 定 Y 的 一 组 基 e， se，， 
…，&,， 作 
/ oo:V>F", o(a)={a), Va€Y, 

即 ，a 与 a 在 E1，2:,…，E; 下 的 坐标 对 应 ， 则 ogo 是 双 射 ， 且 保持 


线性 运算 ， 从 而 V 之 F"， 

定理 .两 个 有 限 维 线性 空间 V 与 V' 同 构 ydimV dimV’ . 

在 线性 空间 的 抽象 讨论 中 ， 我 们 不 考虑 线性 空间 的 向 量 : 具体 
征 什么 ， 也 不 考虑 其 中 的 运算 是 如 何 具体 定义 的 ， 而 只 涉及 线性 
空间 在 所 定义 的 运算 下 的 代数 性 质 。 从 这 个 观点 看 来 ， 同 构 的 线 
人 性 空间 可 以 不 加 区 别 。 因 此 ， 维 数 是 有 限 维 线性 空间 的 唯一 的 本 
质 特征 ，F "可 以 作为 数 域 F 上 的 n 维 线性 空间 的 代表 ， 关 于 F" 的 
所 有 结论 在 一 般 的 n 维 线性 空间 中 均 成 立 . 

门 ” 基 变换 与 坐标 变换 

在 “形式 地 ”和 相 乘 的 意义 之 下 ， 我 们 考虑 向 量 组 与 宦 陈 间 的 
运算 性 质 。 

说 Ql 02 04 与 Pi Dj 是 线性 室 间 Y 中 的 两 个 向 
最 组 ，A==(a;;),，B=(6;;) 是 F 寺 的 西 个 z 阶 年 陡 ， 则 

1 ) (ca 和信) 了 = 一 (aa as)CAD)7; 

2 ) (casz an 人 A 十 B) 一 (aa an)A 二 [aas， 
9 X ，)B， 

3 ) (itpisastpa,, An th)A=(a, a )A 十 
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(bi, bi, ,bn)A. 
车 (Qi1,Q2,… G4) 二 (B12:)M，M 是 k 阶 可 族 夭 连 ， 
划 &1 ,Gs,… ,a: 线 性 无 关 侣 B41，B;,…，p: 线 性 无 关 ， 
者 (Ql，Qz,"，G4) 二 (B11，PBs,…，pBs)M，M 是 k& 阶 矩阵 ， 
bi1，b:,…，B :线性 无 关 ， 则 a1，a:,…，a: 线 性 无 关 e>M 是 可 
若 (B1, Bz,, Ps)=(01, Gs,*, Gn)A, 人 A 契 nX ss 矩阵 ， 
Rig Qos"'', cn 是 一 组 基 , 则 Pi ,PP，,… ;PP; 的 秩 符 于 矩阵 A 的 秩 、 
设 &1， E29 En 二 cl’, 22 ,En 泵 4 维 线性 空间 V [次 | 
组 基 ， 若 有 | 
(Ee1 061 二 +a, ed 


| £2 一 0128i1 十 dog 十 … 十 Ga2， 


or ao tar ent Fae . 
‘QL Gis 人 … Gin | 
aa CC22 ao 
则 各 和 = 
as Un2 … Qnr 
丰 基 eli，2:，…， 8 到 基 ei7/， 2: ,…，En 的 过 渡 上 矩阵 (演化 振 
阵 ) 。 即 有 《8 es ,er )=(e1, 82, ,en)A., 
震 A 是 ? 维 线性 空间 V 中 由 基 e1，&2,，…， es 到 基 e 1 ,sy/， 
…，En 的 过 渡 矩 阵 ， 则 A 是 可 道 矩 阵 。 反 之， 任 一 个 n 阶 可 北 矩 
阵 和 A 都 可 以 作为 n 维 线性 空间 V 中 由 一 组 基 到 另 一 组 基 的 过 滤 矩 
阵 ， 
大 于 基 的 过 滤 矩 阵 ， 还 有 下 列 性 质 ， 
1 ) 车 基 E1，es,…，E: 到 基 e1 ,sw…ev/ 的 过 滤 矩 阵 是 
A， 则 21 sz en 到 ee ye 的 过 渡 和 矩阵 是 A- 1， 
2 ) 若 基 si，sz，…，e 到 基 si1/， 52 men/ 的 过 渡 符 阵 站 
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人 ， 基 e1 ,22 ys 到 基 s7 ,so 的 过 流 杆 阵 大 :BB， 则 
Els 已 2 ce 到 el ,sz ，…， en 的 过 渡 和 矩阵 古人 B， 

3 ) 行 基 21，2z，…， Er 到 基 E1 ,ez ,… ,En 的 过 渡 矩 阵 契 
A， 基 E11，62，…; .61 到 基 ee ,…,Es” 鸭 过 渡 矩 阵 是 B， 则 
E17 62 yen 到 Ee1 ,62 ,… ,64 的 过 渡 矩 阵 古 AT 

下 面 给 出 坐标 变换 公式 。 

. 设 向 量 a 在 基 21,22,… ,Es 下 的 坐标 是 XX =(X1, Xs Xn)， 
而 G 在 要 e1 ;22 ,En 下 的 坐标 是 Y''= ( V1; ys, ‘Yn )s 和 并 
且 ， 藏 zj .85 Ena 到 基 E1 ,8e2 ,…， en 的 过 渡 矩 险 古 人 A， 则 


| “XI ‘Yi | V1 1 ‘Xl | 
| | Xa 
A . 二 A i 
| | | | “| 
\ ~ yn ) be ) XE ? 
或 X=AY, Y=A-iX, 


”线性 子 空间 及 其 交 、 和 、 直 和 
一 ”线性 子 空间 
设 V 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ，W 是 V 的 非 空 子 集合 浴 W 对 
于 V 的 两 种 运算 也 作成 数 域 F 上 的 线性 空间 ， 则 称 W 是 VY 的 一 个 
线性 子 空间 ， 简 称 为 子 空间 ， / 
数 域 F 上 的 线性 空间 Y 的 非 空 子 集合 W 作成 Y 的 子 容 : 间 4 €> 
( 1) at+BEW, Va, BEW,; 2) khaE W, VREF, Yack 
W )e( RiatkiBEW, VRi,k. EF, Va, BEW ). 
任意 线性 空间 V 都 有 子 空间 ， 零 空间 {0} 与 自身 VY, 称 为 平凡 
子 空 间 ， 而 其 它 的 子 空间 《〈 若 还 有 的 话 ) 称 为 非 平凡 子 空间 ,。. 
线性 空间 VY 的 子 空间 W 有 如 下 性 质 ， 
1 ) 于 空间 W 的 零 各 量 0w 与 整个 空间 V 的 从 身 量 01 一 到 Bb 
Ow=0y=03 
2) 子 空间 W 的 任 一 向 量 a 在 W 中 的 负 问 量 一 aw 与 在 整个 空 
» 216， 


间 V 中 的 负 疝 量 -cv 一 致 ， 即 一 avw= 一 2 一 一 地 

3 ) 子 空间 的 维 数 不 超 过 整个 空间 的 维 数 〈 认为 有 限 维 小 十 
无 限 维 ) 。 : 

设 V 是 数 域 F 上 的 n 维 线性 空间 ，W 是 V 的 m 维 子 空间 ，.a1， 
xz Cn 是 到 的 一 组 基 ， 则 这 组 向 量 必 定 可 以 扩充 为 整个 空 间 
的 基 。 即 ， 在 VY 中 烩 定 可 以 找到 nn 一 m 个 向量 ,1， Qm+2s “''*, 
xn 使 得 Cl，…，cmw an am， ar 是 V 的 一 组 基 ， 

一 ”线性 包 与 生成 向 量 组 

设 V 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ， 任 取 a1，a:,…，a; EV。 作 


L(gi, Qi;, as)= {Shiol er} 


则 L(gi,as,… ,0s) 是 V 的 子 空间 ， | 

称 L(a 1, CC2，…， as) 是 由 ci，cy，…， xs 所 生成 ( 张 成 ) 
的 子 空 间 ， 或 称 为 a1，a:,…， xs 的 线性 包 ， 称 c 1， Q's Qs 
在 L(cli，c:，…，as) 的 生成 向 量 组 ， 每 个 ci 称 为 生成 元 。 

L(al1，a:,…，a;s) 是 V 中 所 有 包含 a1,a:,… ,a;: 的 子 空间 
的 最 小 者 ， 它 似乎 紧 紧 地 把 ci，c: ，…， cx* 包 住 ， 起 着 “最 小 上 
界 ” 的 作用 ， 所 以 称 为 线性 包 。 确 切 地 说 ， 它 有 如 下 三 条 性 质 ， 

1 ) L(g1，Q2,…as) 是 V 的 子 空间 ， : 

2 )L(ai,G2, ay) 卫 {cas as} 

3 ) 大 W 古 的 子 空 间 ， 旦 {fci，as…，cws GEW， 刚 
L(a1,os,', Qs EW., 

线性 还 包 有 如 下 性 质 ， 

] ) L(ai, C2 3 gs:)=L(p,, Oo 有) 人 Qi 2, 
,0BP1，B:,…，Bi1 等 价 ，。 

2 ) 上 (ei，az，Gs ) 的 维 数 千 守 wy， ,…， ;的 牧 ， 

矩阵 的 行 ( 列 ) 向 量 生成 的 子 空间 称 为 它 的 行 ( 列 ) 宝 间 ， 


[om 


三 寺 空 间 的 交 与 和 
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车 W 1，W ,是 线性 空间 VY 的 子 空间 ， 则 
WfW,={alaE Wi, aE W,} 
古 V 的 子 空间 。W i 站 Wis 称 为 Wi 与 W ;的 交 ， 
子 空 间 的 交 其 有 性 质 ; 
1)WIfNhWEWI， Wf WW.,; 
2)VWifW.,=W, [Wi 
3)(WiN WI)NW, = WNW., NW,); 
4) NM Wi=WiN WN (Nw)n( NW, 


7 二 1 十 1 
车 W，;，W 4: 是 线性 空间 V 的 子 空间 ， 则 


Wit+W,={a1+a:la:€E Wi, Co 和 War 
是 VY 的 子 空间 ，。W 十 W; 称 为 Wi 与 W :的 和 ， 
子 空间 的 和 共有 性 质 : 
1 ) WCECWi+W,, WCW 十 Wo 
2 )WiTrW=W,+W,; 
3 ) WitW2)+ Ws =Wi+(W, W,); 


+ 一 上 1 一 1 j=t+! 
5 ) L(ai, 2 Qa:)+ LL(p, Pa,":, 月) 一 
L(ai,a,,*, Qs, 用 bb: ……， bi), 
子 空间 的 交 与 和 ， 具 有 人 性质 ， 
1 ) WEW!:, WEW,>WEWINW,, 
WIIEN，WSEN 人 之 Wi 十 WCGNI 
2 ) WIIEW 全 WII 站 WwW 一 Wi 会 WII 十 W 一 Wy 
3) Wifl(Wt Ws)o(W NW,)+(CW( VW,); 
4)WiN CC CW NNW)TW, )=(WiN W,)+ 
(Wf W ,); 
SWIFWIONCGWI TW )= Wt((Wi + W,)N W,). 
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4) SW =Wii Wi. +W. -(5 Wi)+( 5sw,) 


对 十 有 眼 维 线性 空 ; 间 的 子 空间 |， 有 下 列 的 维 数 公式 ， 
1 jdim(W1i+ Ws)=dimWitdimW.—dim(Wi/ VW.); 


1-—]| 


2 ) dim( SW, )= Sdimw,- Sdim(W, NW, 


一 ! tf 一 2 


两 个 子 空间 W 1 与 :的 和 是 V 的 同时 包含 W 与 IW, 的 村 经 
闻 的 最 小 者 ， 它 起 着 “最 小 上 界 ” 的 作用 ， 从 而 ， 子 空间 的 和 与 
线性 包 在 这 种 意义 下 是 类 似 的 。 实 际 上 ， 两 个 有 限 维 芍 子 空间 的 
和 就 是 这 两 个 子 空 间 的 基 所 生成 的 线性 包 ， 

四 直 和 与 补 空间 

设 W 1，W ,是 线性 空间 V 的 子 空间 ,车 和 W=Wi 十 W; 中 
每 个 同 量 o 的 分 解 式 

0 一 Ci 二 ar，arkWI，cC EW, 
在 瞧 一 的 ， 则 称 该 和 为 直 和 ， 记 作 六 =W :中 W:. 

议 W!，W :是 线性 空间 Y 的 子 空 间 ，W =W:+WwW:，， 则 下 
列 诺 条 件 等 价 ，1 ) W 二 WiHW ,; 2 ) 零 向 量 的 分 解 式 瞧 一; 
3 ) 未 一 回 量 cu 的 分 解 式 唯 一 ;4 ) WW,=10}; 5 ) dimW 
一 dimW i 十 dimW,s; 6 ) Wi 的 一 基 与 W ;的 一 其 合 起 来 即 为 


W 的 一 基 ， 
设 V 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ，W 是 V 的 子 空间 。 车 有 V 的 子 空 
间 U， 使 得 YW@U， 则 称 U 是 W 的 补 空间 (余子 空间 ) 。 


n 维 线性 空间 VY 的 任 一 子 空间 均 有 补 空间 ， 
设 W ,Ws,…,W ,是 线性 空间 V 的 子 空间 ,车 和 W = 二 W， 十 
Vs 十 … 十 W ;中 每 个 向 量 a 的 分 解 式 | 
Qa=aTast Ta, or€E Wi(i=1,2,..,s) 
在 唯一 的 ， 则 称 该 和 为 直 和 ， 记 作 W = 二 Wi1@W ,@.…@W ,， 
说 Wi1，W;,…，W ,是 线性 空间 VY 的 子 空间 , W= 二 W ,十 W， 
十 … 十 ww ， 则 下 列 诸 条 件 等 价 ，1 ) W= 二 WW..@W,， 
2 ) 零 问 量 的 分 解 式 上 唯一: 3 ) 某 一 向量 cu 的 分 解 式 唯一 ，4 ) 


"219， 


1—1 
WiN Wi={0), i=1, 9 5)Win DS W, = 
J 天 : ;二 1 
10}， 1 一 2， 33,", $3 6 ) 将 Wi， W 2, W ;任意 分 为 两 :组 
Wi Wi Wj Wj 1 ，1<h<s 一 1, 艾 
t 
有 (Wi +eTWiD)nCW TeTWiD)= {0 7) 
dimW=dimWiTdimWs 十 … 二 dimWs; 8 ) 和 名 取 W;，W，， 
…，W ;的 一 基 ， 合 起 来 即 为 W 的 一 基 ， 
关于 多 个 子 空间 的 直 和 ， 还 有 性 质 ， 若 有 子 空 间 的 和 式 
W=Wi+W., 十 … .十 WW， ( 1 ) 
Wi Wt Wt t Wn, | 
W2 一 Wai 二 Was 十 … 十 W | 
| (2) 
Wo= Wet Wist.t Wn | 
则 有 子 空间 的 和 式 
W=Wint +t Wn + Wat 十 Wanm t+" 二 Ws 
十 … 十 Wesm， (3 ) 
并 且 ，(3) 为 下 和 今 (2) 与 (1) 均 为 直 和 。 


S3 重点 难点 


本 章 的 主题 词 是 ， 和 集合 ， 映 射 ， 单 位 映射 《人 恒 等 映 射 ) ， 可 
逆 映 射 ， 线性 空间 ( 疝 量 空间 ) ， 向 量 ， 零 向 量 ， 负 向 量 ， 线 性 
相关 ， 线 性 无 关 ， 疝 量 组 的 秩 ， 维 数 ， 有 限 维 线性 空间 ， 无 限 维 
线性 空间 ， 基 (基底 、 底 )， 坐 标 ， 同 构 映 射 , 线性 空间 同 
构 ， 过 渡 和 矩阵 ( 演化 矩阵 ) ， 坐 标 变 换 ; 线性 子 空间 ， 平 凡 子 空 
问 ， 生 成 子 空间 (线性 包 ) ， 和 矩阵 的 行 ( 列 ) 空间 ， 零 空间 ， 子 
空间 的 交 ， 于 空间 的 和 ， 维 数 公式 ， 直 和 ， 补 空间 (余子 空间 ) 
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本 理 的 基本 方法 是 ， 集 合 相等 的 证 明 方 法 ， 贞 射 相 乘 及 求 逆 
映射 的 方法 ， 线 性 空间 判定 方法 ， 确 定 基 与 维 数 的 方法 ， 向 量 坐 
标 求法 ， 过 渡 和 矩阵 求法 ， 坐 标 变换 法 ， 子 空间 判定 方法 ， 子 空间 
交 与 和 的 求法 ， 子 空间 直 和 判定 方法 。 

本 章 的 重点 是 ;线性 空间 的 定义 ， 基 与 基 变 换 ， 子 空间 的 和 
与 直 和 ， 

线性 空间 的 定义 由 公理 的 形式 给 出 ， 它 是 本 章 讨论 问题 的 基 
础 与 出 发 点 。 线 性 空间 的 性 质 的 推导 ,其 它 一 些 概念 的 建立 ,都 直 
接 或 间接 地 依赖 于 线性 空间 的 定义 。 因此， 线性 空间 的 定义 成 为 
本 草 的 一 个 重点 ， 

在 有 限 维 线性 空间 的 理论 中 ， 基 占有 中 心地 位 。 若 有 限 维 线 
性 空间 V 不 是 零 空 间 ， 则 V 含 有 无 限 多 个 向 量 ， 取 定 V 的 一 组 基 
后 ，V 中 任 一 向 量 都 可 以 由 这 有 限 个 基 向 量 线性 表 出 ， 从 而 实现 
了 从 无 限 到 有 限 的 转化 。 维 数 就 是 一 组 基 中 所 含 向 量 的 个 数 。 向 
景 的 坐标 是 对 某 一 组 确定 的 基 而 言 的 、 数 域 F 上 的 n 维 线性 空间 V 
到 F "的 同 构 映射 是 在 取 定 基 的 情况 下 建立 的 , 基 也 是 线性 子 空间 
的 一 个 研究 内 容 。 总之， 基 作 为 一 个 重 要 概念 ， 既 贯穿 于 线性 
空间 理论 的 始终 ， 又 是 处 理 问题 的 一 个 基本 工具 。 同 时 ， 基 的 概 
念 既 是 向 量 组 极 大 无 关 组 概念 的 深化 ， 又 是 以 后 几 章 中 建立 线性 
变换 与 矩阵 的 一 一 对 应 的 桥梁 .另外 , 基 变 换 是 一 种 重要 的 方法 ， 
过 渡 和 矩阵 从 量 的 方面 刻 划 了 基 变 换 ， 基 变换 引起 坐标 变换 ， 以 后 
儿童 中 常常 用 到 基 变 换 . 因 此 , 基 与 基 变 换 成 为 本 章 的 一 个 重点 ， 

线性 子 空间 的 和 ， 是 本 章 的 一 个 重要 内 容 ， 占 有 较 多 的 篇 
幅 ， 其 中 直 和 的 概念 更 为 重要 。 将 线性 空间 分 解 为 其 子 空间 的 直 
和 ， 克 一 种 重要 的 研究 方法 ， 在 以 后 的 讨论 中 还 要 多 次 用 到 ， 另 
外 ， 和 与 直 和 的 思考 方法 ， 是 代数 学 中 的 重要 方法 ， 其 实质 就 是 
由 局 部 来 研究 整体 ， 在 代数 学 的 其 它 分 支 中 也 经 常用 到 。 因 此， 
子 空 间 的 和 与 直 和 成 为 本 章 的 一 个 重点 ， 
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本 音 的 难点 是 ， 线 性 空间 的 同 构 ， 维 数 公 式 , 子 空间 的 直 和 。， 

司 构 映射 的 定义 中 首先 用 到 了 映射 的 概念 ， 而 映射 概念 本 身 
是 较 难 理解 的 ， 其次， 不 但 要 求 映射 是 双 射 ， 而 且 还 要 求 保持 线 
性 运算 ， 这 样 将 映射 与 运算 联系 起 来 ， 是 较为 复杂 的 ， 另 外 ， 具 
体 建立 两 个 给 定 线性 空间 之 间 的 一 个 回 构 映射 是 较为 困难 的 工 
作 ， 尤 其 对 于 无 限 维 线性 空间 更 是 如 此 ， 没 有 一 般 的 方法 ， 而 仅 
仅 依赖 于 灵活 性 与 技巧 性 。 因此， 线性 空 的 同 构 成 为 本 章 的 一 个 
难点 。 解 决 困难 的 方法 是 ，1 ) 分 析 同 构 映 射 的 定义 ， 熟 悉 其 名 
条 要 求 ; 2 ) 通过 证 明 数 域 F 上 的 n 维 线性 空间 V 与 F" 同 构 ， 紧 
扣 同 构 映 射 的 各 条 要 求 ， 进 一 步 加 深 理 解 ，3 ) 研究 一 些 具 体例 
子 ， 总 结 证 明 同 构 的 方法 与 技巧 ， 

维 数 公式 ,尤其 是 推广 了 的 维 数 公式 ,不 容易 证 明 ， 更 不 容易 
到 ,并 且 , 证 明 的 过 程 也 较 长 ,因此 , 维 数 公式 成 为 本 章 的 一 个 难 
点 。 解 决 困难 的 方法 是 ，1 ) 反复 推敲 证 明 过 程 ， 真 正 弄 懂 ， 归 
纳 出 主要 思路 ; 2 ) 找 两 个 具体 的 子 空间 ， 算 出 维 数 ， 验 证 维 数 
公式 ， 从 而 ， 增 加 感性 认识 ， 并 有 助 于 牢记 公式 ;3 ) 分 析 维 数 
公式 的 推广 过 程 ， 并 结合 两 个 子 空间 的 情况 去 思考 ， 两 个 子 空间 
时 的 关键 是 从 它们 交 的 基 出 发 ， 

子 空 间 的 直 和 ， 是 在 和 的 基础 上 附加 条 件 得 出 的 ， 不 容易 理 
解 ， 而 且 ， 相 互 等 价 的 条 件 很 多 ， 比 较 复杂 ,因此 ， 子 空间 的 直 
和 成 为 本 章 的 一 个 难点 。 解决 困 难 的 方法 是 ， 1 ) 从 交 为 {0} 的 
条 件 出 发 ， 体 会 子 空间 之 间 的 关系 ， 理 解 直 和 的 含义 :2 ) 通过 
研究 熟悉 的 例子 来 加 深 理 解 ，3 ) 通过 研究 各 种 等 价 条 件 ， 反 回 
来 进一步 理解 直 和 的 定义 ， 


$4 习题 类 解 


wa 


I 计算 题 
一 ”有 喘 射 的 汪 法 
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例 1 已 知 0: 22>3x,， Tr>3x 十 1 是 R 到 R 的 昔 个 映 和 时 ， 求 
OT 与 raGC。 

解 ” 对 任 总 XER, (oD oo (rx) ) = or) 一 
3(3%+F1)~Ixr+3, (ro)(r)=rt (ox)) ~) 393%)+1 
一 9x 十 1，。 

一 ”线性 空间 

判定 所 给 的 集合 对 于 所 给 的 法 则 是 否 作成 线性 空间 ， 要 从 定 
义 出 发 得 出 结论 ， 并 且 ， 当 作成 线性 空间 时 要 逐条 验证 ， 当 不 作 
成 线性 空间 时 举 反例 说 明 某 一 条 不 成 立 。 

例 2 按照 抢 阵 的 加 法 及 数 与 第 阵 的 玛 潜 ， 开 列 集 全 是 否 榴 
成 上 上 的 线性 空间 ; 

1 )F 上 所 有 mx 和 矩阵 的 集合 V1， 

2 ) 了 上 所 有 ?” 阶 可 逆 定 阵 的 集合 V，， 

解 1 ) Vi 作成 上 上 的 线性 空间 ， 

自 完 ，0 二 (0)wnnE€ Vi，Yir 非 空 . 

其 次 ， 对 于 任意 A=(aij)ns， B=(bij)nn EV1, EkEF, 
ATB=(a;; Tbij;)nn EVI, RA=(ka;;)nr EVI. 

租 次 ， 对 于 任意 A，B，CEV1，k，1EF， 出 拭 陈 的 运算 
性 质 知 ， 成 立 ，1 ) A+B=B+A; 2 )(A+B)-+C= A+(B 
十 C); 3 ) 存在 0 一 (0),,EV，， 人 十 0 一 (ai 十 0) 一 《〔〈a an 
一 人 3 4) 对 任意 A=(aiy)wEVi ,存在 一 人 =( 一 ai) ET 
使 得 A 十 (一 A) 一 (ai 十 (一 0 ) ) nr=(0)nn=0; 5 ) RAT 
B)=RA+RB; 6) (RFIA=RATIA; 7 )kCIA)=(kINA, 
8)1A=A., 

2 )V ;不 作成 FE 上 的 线性 空间 ， 

人 二 上 ， 且 一 一 EE VY,, 位 入 十 中 一 0 人 VY,. 

二 基 与 维 数 


e 2 。 


求 线 手 空 亲 晤 绒 数 ， 一 般 了 地， 名 亚 求 出 它 前 一 纽 基 ， 诊 求 一 
组 基 ， 只 有 根据 基 的 定义 去 寻找 ， 在 一 般 情 况 下 ， 没 有 固定 的 程 
序 ， 视 具体 情况 而 定 。 

例 3 设 V 是 数 域 F 上 的 全 体 ? 阶 对 称 算 阵 所 作成 的 线性 空 
间 ， 试 求 dimV， 

解 ” 设 E; ;是 第 i1 行 第 7 列 的 元 素 为 1， 而 其 元 素 均 为 零 的 n 阶 
知 阵 ， 刚 Ey, Es,， EnnEV。 又 设 H;;== Ej; 十 上;;， 
1 和 1<7 委 1 则 H;; 三 芋 ij 十 了 ,一下 从 而 日 ;; EV， 多 证 
B11, Fb,,, ""*, bs H,, H , ,, “"*y Hj,,;s H , ,，, HH ,,, 
FV 的 一 组 井 ， 从 赂 。 所 以 dinVY= nn 十 
(1 一 1]) 十 十 1 二 n(n 十 1)/2，。 

例 4 试 求 Q 上 的 线性 空间 
V=QGCw2 ,v3)={a+tbvV 272+cv3 +tdv 6l1a,®b, 

c，d €Q} 的 维 数 ， 

解 证明 1，w 2 ,V3 ,v6 证 VY 的 一 组 基 ， 

1 ) 1 ,ww 了 线性 无 关 。 设 Ri 二 Rsw2 = 二 0， 则 必 有 Rh 二 0， 
其 不 然 R, 址 0， 有 v2 二 一 R11/BR,， 本 2 是 无 理 数 了 矛 居 。 从 
而 RR! = 二 0， 

2 )1,vV 2 ,V3 线性 无 关 . 设 [二 17+ 1183=0， 
则 可 得 站 十 1 2 = 一 1 3， 两 边 平方 后 得 到 (1 1? 十 21,? 一 
31,7) 十 2111,MV2 = 二 0， 由 于 1,V3 线 性 无 关 ， 所 以 111,==0， 
1 十 21 .2 一 31s? 二 0， 车 11 汪 0， 则 1 =0， 且 11? 一 31 ?= 
与 v 3 是 无 理 数 和 矛盾。 同 理 ! ;0 也 不 可 能 ， 所 以 1 = 1 :=0， 
从 而 1 二 0， 

3 )1,vV2,vV3,vV 6 线性 无 关 , 设 三 二 fw 本 十 1 本 十 
ti 6 二 0， 则 可 得 {1 十 1 V2 一 一 V3(ts 十 tf4V2)。 芳 15， 


~ 一 和 中 { 7 一 -一 - _ 
1 中 有 一 个 不 为 0， 则 可 得 -一 一 了 经 分 母 有 理 
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化 后 可 得 ，a 二 bw 本 = 一 vv 了，a 5EGQ， 与 已 证 明 的 1 ) 芝 慎 . 
所 t=t 二 0， 从 而 1 二 1 ,二 0， 

因此 ，dimV =4. 

四 ” 基 变 换 与 坐标 变换 

求 过 渡 和 矩阵 的 方法 是 ， 1 ) 根据 过 渡 和 矩阵 的 定义 直接 求 出 ， 
2 ) 引入 第 三 组 基 ， 根 据 过 湾 矩 阵 的 性 质 求 出 ， 

求 一 向 量 在 给 定 基 下 的 坐标 ， 方 法 是 ，1 ) 将 所 给 向 量 表示 
为 基 的 线性 组 合 ， 通 过 解 线性 方程 组 求 得 组 合 的 系数 ， 即 为 所 求 
的 坐标 ，2 ) 借助 于 过 渡 和 矩阵 ， 用 坐标 变换 公式 求 出 。 

例 5 在 F + 中 求 其 el， £2, €3, &4 到 医 71， 72， 0s D4 和 痢 
过 渡 和 托 阵 ， 其 中 


(es1=(1,1,1,1) (7:=(1,1, 本 
| es =(1,1,-1,-1) | nm,=(2,1,3,1) 
| £3=(1 ,~1,1 ,-1) | 7=(1,， 1 , 0, ,0) 
\e,=(1 ,~1,-1,1), [y=(0, 1 ,-1,-~1). 


解 取 F 上 :的 基 el 一 (1,0,0,0)， 2 2 ‘=(0,1,0,0), £ 3 一 
(0,0,1,0), es =(0,0,0,1)., 设 &1 ,Es ,E37， 8 17/ Bel ,es, 
E3， 82843071，7 2，773，74 的 过 渡 和 矩阵 分 别 为 A 与 DB， 则 


“1 1 ] 1 | i ] 2 1 0 1 
[1 1—-1~1 ‘1111 1 
1-1 1-1 030-1 
11 1 ‘11017? 


从 而 ，&1， E2; £3 64 到 1, 1s， 73, 4 的 过 渡 知 阵 是 
3 { 2—! 1 
A-1B 一 1 一 1 2 3 | 
一 1 3 0 一 1 
”1-1 02-17: 
例 6 在 上 “中 ， 试 求 2 一 (1,2,1,1) 在 基 ei=(1,1,1,1), 
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£ ,={], 1,—1,—1), £3=(],—1, 1,-~1),:, = (1,-—1,-1,1) 
下 的 侍 标 ， 
解 1 设 Q 二 X181 十 XaEs 十 Xs63 十 XE4， 咱 
fut bel 


上 


| YI 十 Ya 一 3 一 
| Xi 一 X23 十 Xs 一 Xs 二 1 
xix 一 Xs 十 XxX, 二 1 ， 
解 得 ，x: 一 5/4，x: 二 1/4， xy 一 xi 一 一 1/4， 这 就 是 a 在 si，e，， 
23，24 下 的 从 标 。 

解 2 ca=(1，2，1，1) 在 基 7 一 (1 0, 0, 0), ea/ 一 
(0,1,0,0), #53/==(0,0,1,0), er’ 二 (0,0,0,1) 下 的 坐标 是 1,3， 
1,1。 俱 a 在 Ee1，22，e3，E4 下 的 伐 标 是 x1，x2:，xs，x,， 则 出 
81 ,862 ,es ,64/ 到 ei, 2, £3 ex: 的 过 渡 矩 阵 是 
1 1 l | 


A=i 1 
| 1 一 1 1-—1 
~1-1l1~-1 1 ， 
Xi 、 ， \ 5/4 
得 到 2 =A 2 (= 1/4 
Xs | 1 | 一 1/4 
~ xX, 1 一 17/4 .* 


五 ”生成 子 空间 

求 L(ai,as,… ,0,) 的 基 与 维 数 ， 也 也 束 是 要 求 出 1， Uz, 
Q ;的 一 个 极 大 无 关 组 ， 

例 7 了 设 a1==(2,1,3,1)，as 二 (1,2,0,1)， xs 一 (一 1，1， 
一 3,0),a4 一 (1,1,1,1), 试 求 L(a1,Qs,as,as) 的 一 组 基 与 维 数 . 

解 以 ci，cws，as，oy 为 列 作 和 天 阵 A， 并 甩 ， 对 和 A 进 行 初 和 
行 变换 ， 得 到 
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二 3， 


-T1020., 
从 出 ，C1，Ca， 24 为 一 极 大 无关 纪 。 内 此 ， L(a! ,or,as, 04 ) 
的 一 组 基 是 a1:，a;，，a4， 维 数 为 3， 

2% 子 空 间 的 交 与 和 

同 为 ,L(ai,a2, ,0s)+L(Bi, Ba, ,Pi)=L(a, G2,., 
Qfi1,B2,…,B:), 所 以 , 求 和 的 基 与 维 数 ,与 上 而 的 问题 五 相 问 、 

求 L《(ai,es a)NLCAL P,P) 的 基 与 维 数 的 一 般 
方法 证 ， 先 用 维 数 公式 确定 出 交 的 维 数 &， 再 求 出 其 向量 的 一 般 
形状 ， 而 后 从 中 找到 k 个 线性 无 关 的 向 量 即 为 一 组 基 ， 

例 8 设 Q1=(1,2,1,0)，as=( 一 1,1,1,1)，pP1=-(2, 一 1， 
0,1)，B2 王 (1, 一 1,3,7)， 试 求 L(g1,azs) 几 LC(B1,PB;) 的 一 组 基 
已 维 数 ， : 

解 1 )L(ai,as) 为 2 维 的 ， L(pB1,B;) 为 2 维 的 ， 可 求 得 
L(ai,Qs) 十 L(B1,B;) 为 3 维 的 ,从 而 ,由 维 数 公式 得 
L(ai,az) 几 L(GB1,B; ) 为 1 维 的 

2 ) 车 a EL(a1 ,a;)h L(p',p.), 则 可 设 2 一 YIQ1 十 YaC 
=— yib1— yp,, xias 十 Xx2as 十 y1B1 十 y.8; 二 0, 得 方程 组 

[Xz 一 Xs 二 2y1 十 y= 二 0 

| ox 1 + Xs yi y= 

| *1 十 x， dy 一 0 

、 Xs 十 yi 十 7ys 一 上 0， 
解 得 x = 二»,， X2 一 一 4y2，y1 一 一 3y2) ;为 任 营 数 ， 从 而 w= 
y2C1 一 4y202 一 3ya0 一 ya0，。 

3 ) .上 面 方程 组 的 系数 年 隆 的 秩 为 3， 其 基础 解 系 由 一 个 解 
盯 量 组 成 ， 取 (1, 一 4, 一 3,1)， 从 而 t= 4a,=3j1—p, = 
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六 / 
(5, 一 2, 一 3,4), 因此 ，(5, 一 2, 一 3,4) 是 Los,qs) 几 LCPB1,P;) 
的 一 组 基 。 
i 证 明 题 
集合 与 映射 
证明 集合 M 与 N 相 等 的 一 般 方法 是 ， 先 证 朋 ME N， 王 证明 
NGM， 从 而 就 有 M = 

关于 映射 的 证 明 ， 一 般 根据 定义 进行 验证 ， : 

例 1 设 /(x), g(x)EF[(x), d(x)= (f(x), g(x)), 
证 明 {uCx)f (x) + oCx) oC) u(x), v(x) EFCx)} = 
{iv(x)d(x)|w(x) EF(x)}. 

证 明 为 叙述 方便 ， 记 M = {u(x)f(x) 十 "Cg ue), 
v(x)EFC(x)}, N={w(x)d(x)|w(x) EFCx)}. 

先 证 明 MEN,. 记 f(x)=d(x)f (x), g(x)=d(x)gi(x). 
对 于 MM 中 的 任 元 素 a= 4(x)f(x) 十 v(x)g(x)， 有 

a=u(x)d(x)f (x) +v(x)d(x)og(x) 
= (u(x)fi(x)+vu(x)gi(x) ) d(x) 
aEN, MCN., 

再 证 NGM 。 因 为 d(x) 二 (f(x),g(x))， 所 以 ， 根 据 最 
大 公 因 式 的 性 质 ， 存 在 uo(x),，vo(x)EF[x)， 使 得 d(x) = 
u(x)f(x)TF+v (x) g(x) .对 于 N 中 的 任意 元 素 6=w(x)d(x), 有 
P=w(x) (u(x)f x) Tv (x) gx) ) = (w(x)u (x) ) fx) 
二 (w(x)vo(x) ) g(x)， 记 以 BEM，,，NEM. 

因此 ，M =N. 

例 2 设 

o:M,(F)->~M..(F), o(A)=A’, VAEM, (F), 

证 明 o 十 一 个 双 射 。 
证 明 显然 ，o 是 映射 任 取 A EM.,(F)， 则 A’EM,(F) 
o(A’)==(A')'= 二 A， 所 以 ， 0 每 满 射 。 对 于 任意 的 A，BE 
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时 (并 )， 若 人 A 了 DB， 刚 A7zDB'， 帮 (CA) 关 ac(B)， 所 以 ，a 是 音 
射 。 因 此 ，c 是 一 个 双 射 ， 

一 线性 空间 

亚 证 好 一 个 非 空 集 台 YY 作成 煞 域 上 王 的 线性 空间 ， 必 须 按 定 
义 逐 条 逐 点 进行 检验 ;而 当 证 明 V 不 作成 F 上 的 线性 空间 时 ， 只 
要 指出 不 符合 定义 中 的 菜 一 个 条 件 ， 并 且 只 要 通过 具体 例子 指出 
就 可 以 了 。 

例 3 设 V 是 正 实数 的 集合 ; 对 于 任意 的 a，P EV,， 
QDp 二 aB; 对 于 任意 的 a EV,， oR Roa 二 pr， 还 明和 ¥ 
证 RR 上 的 线性 空间 ， 

证 明 VY 显然 非 空 并且， 所 规定 的 两 个 法 则 分 别 是 VY 的 加 
法 与 R 和 7V 的 数量 乘法 ， 

又 ， 对 于 任意 a，B6，，y EVV， 任意 R〖8，1 ER， 有 

1 ) ath=ap=pa=PhWa; 

2 ) (a®HPIDr=(ap)y=a(By)=aB(BOY)) 

3 ) 1a=1la 一 ca，1 是 V 中 的 零 向 量 ; 


4 ) a= 一 -a=1， -上 -CV 是 a 的 负 向 量 ， 
C C CC 


5 ) ko(a®P)=ko(ap)=(ap)’ =atp =(koa) DC hop), 

6 ) (k+l)oa=at'!i~ata!=(koa)®D(loa); 

7 ) Ro(loa)=Ro(a!)=(a'):=a!t=a:!~(kl)oa; 

8 )1loa=a!=a, 

因此 ，V 作 成 R 上 的 线性 空间 ， 

例 4 设 n 尽 固定 正 整数 ，V 是 数 域 F 上 所 有 次 数 等 于 n 的 多 
项 式 的 集合 。 证 明 V 对 于 多 项 式 的 加 法 及 数 与 多 项 的 乘法 不 作 成 
F 上 的 线性 空间 。 

证 明 x"， 一 x"EV， 但 x" 十 (一 x") 二 0&8 V。 因此，V 不 
作成 F 上 的 线性 空间 ， 


| | 


线性 相关 性 
关于 向 量 线性 相关 性 的 证 明 ,一 般 方法 龙 


; 从 问 量 的 线性 组 合 
为 零 向 量 的 等 式 出 发 ， 应 用 已 知 条 件 求 得 组 合 系数 的 性 质 ， 得 到 
所 于 的 络 伦 。 在 证 朋 过 程 中 证 站 


:如 使 用 右 关 的 性 质 ， 
例 5 设 V 是 数 域 F 上 约 线 性 空间 。 着 g，B EVY， 线性 无 
关 ， 又 xEV 且 x 到 0， 证 明 a，x 与 6，x 中 至 少 有 一 组 线性 无 关 
证 明 用 及 证 法 。 设 gq，x 与 b， 


x 均线 性 相关 ， 则 a=c1x 9 
fy CX, C1, cs EF 由 ca， 有 0 线性 无 关 得 c 关 0， pb 到 0， 从 而 cl 
0,cs 基 0. 但 由 a 二 c1x，B 二 cox 得 a 一 


C1 


Cs 加 
从 六 a，B 线 性 相关 ， 相 出 了 矛盾。 因此 ，&，x 与 B 
组 线性 无 关 ， 


b= CIiX—CI% 二 人 0 


，xY 趾 至少 布 
例 6 设 AEM,(F)，m 是 大 于 1 的 整数 ， 使 得 A” :六 
"二 0, 证明; F "中 有 ( 列 ) 向 量 a, 使 4,Aa， 
证 明 


去 0 〇 但 
An ac 线性 无 天， 
1 ) 先 找到 a。 为 此 ， 设 
“1 “0 0、 
0 攻 下 0 
ee 
0 ， 0 1 
则 至 少 有 一 个 &;， 使 Ar-lei 关 0， 人 否则， 和 人 18, ;一 0，7 一 1 
2,…，7n， 则 有 


| 0 . 0 ~ 
Am 0 1 


一 0， 
L 人 0 
BD] Am-1 =0, 


‘1 
引出 矛盾 。 记 e;= 二 a9， 则 A”-1iQg 直 0， 
2 ) 设 有 Ra 十 RiAa 十 … ee QQ 一 0， 刚 R 一 Ri 一 … 
一 Rn_1 一 0， . 从 则 ， 说 尺 i 是 衣 ，， Ri ，: 9 R,,- :中 第 一 个 不 为 才 > 的 
小 ， 别 在 R A x 十 … 十 Po-IA ia 一 0， 用 A” i"! 乘 该 等 式 两 
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端 ， 得 Aia=0， 从 而 As 1c=0， 吉 出 矛盾 因此 ，F" 中 有 
ga， 使 4，Aa，-…，A" 1a 线 性 无 关 

四 基 与 维 数 

证 明 一 组 回 量 作 成 线性 空间 Y 的 基 ， 要 撤 黑 基 的 定义 证 明 两 
个 方面 ， 该 组 癌 量 线性 无 关 ， V 的 任 一 向 量 可 由 该 组 向 量 线性 天 
出 ; 证 明 线 性 空间 V 的 维 数 是 x， 一 般 要 选 出 V 的 n 个 向 量 ， 并 证 
了 明 这 2 个 回 量 作 成 Y 的 一 组 基 。 

例 7 议 vY， 到 是 数 域 F 上 上 的 两 个 线性 空间 ， 且 diwV 一 ”>> 
0，adimW 二 m>0。 作 VxW={(x,y)|xE€EV，yEW}， 并 且 规 
定 ， (x,y) 一 (xy1i) 当 且 仅 当 x 一 xi1， 一 Yi, (x1,Y1)P( (Xs, 
yz) 一 (XI1 十 Xa，y1 十 yz)，RCG(Cx， y)= (Rx, ky), REF。 证 明 ; 
1 ) Vx W 对 于 中 ，Q 作 成 F 上 的 线性 空间 ， 2 ) dim(VxW) 
~—dimV+dimW. : 

证 明 1 ) 根据 线性 空间 的 定义 验证 ， 从 赂 ， 

2 ) 设 x1， Xz yy 人 分别 是 Y 与 到 的 一 
组 基 ， 则 (x1,0)，(Xz,0),:…，(xu,0), (0,»1), (0,y2), ，, 
(0,yn) 是 VxW 的 一 组 基 ， 

首 完 , 设 R1 ,Rs ,oRs,1i ,1,1nEF, 使 > h(x;,0)@ 


:一 1 


1 (0,»y;)=(0,0), 由 ( 开 Xi biy; )= (0 0 ) ， 


j=] 1 一 1 1 二 1 


hi, =0, 》， /yi 一 0， 从 而 R 一 Rs 一 … 一 R 一 0 一 1 一 
一 1 7 一 1] 
二 1 二 0 所 以 ， 这 4 十 m 个 向 量 线性 无 关 ， 

其 次 ， 对 于 任意 的 (a,P)EVxW， 由 a€E€V，BEW 得 a= 


得 1 
DGiXi B= 之 bj;y;, ai,b0; EF, i=1,2,. ,7 ,j=1,2,., 


1 =r 1 1=! 
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he Hh ee ein 


th, 从 而 ，(a,p)= 
(Sax, Si )- Se (xi 9) ® Soi(0,v,). 


j= 1 
因此 ， 这 nn 十 i 个 向 量 作 成 VY x W 的 一 组 基 ,，dim(YV xW)= 
nm=dim--dimW. 

五 同 构 

证 明 线 性 空间 同 构 的 一 般 方法 是 ， 构 造 一 个 上 映射， 而 后 按 定 
义 验 证 该 映射 是 同 构 映射 。 对 于 有 限 维 的 和 情况， 也 可 以 证 明 维 数 
相等 ， 按 定理 判定 同 构 ， 

例 8 证明 实 数 域 R 作 为 自身 上 的 线性 空间 与 例 3 中 的 线性 
空间 VY 同 构 ， 

证 明 1 对 于 VY，1 是 其 零 向 量 。 取 a EV，a 二 1， 则 a 线性 
无 关 。 义 ， 对 于 任意 0€ V， 有 k= 二 1og。b， 使 5 二 koa。 所 以 ，a 作 
成 Y 的 一 组 基 ， 从 而 , V 是 一 维 的 。 而 R 作 为 其 自身 上 的 线性 空间 
也 和 古 一 维 的 。 因 此 ， 根据 定理 知 ，R 人 

证 明 2 作 ac，R>V，a(x) 一 2*，VXYCER。 显 然 ，o 是 肌 
射 ， 且 弓 证 是 双 射 ， 从 略 。 又 ， 对 任意 的 x，yER，RER， 有 有 

OCX 十 y) 一 2 全? 一 2727 一 27 引 27 一 ICx) 人 af(y)， 
oO(RX)=2**=(2*): = Ro oo 
轩 此 ，o 是 同 构 上 映射， 从 而 R 宇 V， 

入 ”线性 子 空间 

关于 线性 子 空间 的 证 明 题 ， 有 如 下 几 种 类 型 ， 1 ) 关于 线性 
空间 的 子 集 作成 子 空间 的 问题 ， 只 要 证 明子 集 非 空 且 对 于 线性 返 
算 封 闭 ， 2 ) 关于 子 空间 相等 ,包含 关系 的 问题 ， 按 集 合 的 相等 
包 合 关系 来 证 明 , 只 是 要 注意 应 用 线性 子 空 间 及 其 交 上 3 和 的 性 质 ， 
3 ) 子 空间 的 基 与 维 数 的 问题 ， 按 前 面 的 第 四 部 分 记述 方法 进 
行 ; 4 ) 关于 维 数 公式 的 证 明 题 ， 5 ) 关于 菜 些 疝 量 与 子 空间 鸣 
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关系 的 证 明 题 ，6 ) 关于 子 空 间 的 直 和 的 问题 ， 一 般 要 先 证 明 姑 
和 ， 再 证 明 零 向 量 表 法 唯一 或 交 所 具有 的 性 质 ， 对 于 有 限 维 的 情 
况 也 常常 利用 维 数 间 的 关系 来 证 明 。 

例 9 设 W,wWiWw: 都 是 线性 空间 Y 的 子 空 间 ，WIEW:， 
WNWi=WNW:，W 二 +Wi==W 二 W:， 证 明 W!==W,，。 

证 明 只 要 证 明 W,; 和 三 W1。 对 于 任意 a EW, ,由 as EW 对 
W+W,= 二 W 十 Wi 得 ，a,= 二 a 十 a1:， 其 中 x EW，ai1 EWi， 从 坝 
Qs—0—~aE W, 义 ， ol1EWIGEGW,s, 所 以 , a=a,—a: EW 
从 而 a 二 4s 一 a EWNWs=WNWi,aEWi, Gi=a+a1€EWi., 

说 明 本 例 说 明 对 于 子 空间 的 和 与 交 ， 消 去 律 均 不 成 立 ， 

例 10 设 W1,W, 是 线性 空间 V 的 子 空间 ， 证 明 WiUW， 是 
VY 的 子 空间 Wi 竺 Ws 或 W, 壬 Wi1， 

证 明 二。 用 反 证 法 。 设 Wi 生 Ws, 且 Ws 持 Wi, 则 有 a1 EW 
代 a1 WW ,， 并 且 有 Q&; EW, 但 a, Wi， 由 于 Q1 ,0 € WiUW., 
义 W 1 UW;, 是 子 空间 ， Brblaii+a, €E WiU YYW.,, 从 而 al: 十 cy 一 
bEWI 或 BE W,. 若 BE Wi， 则 ax 一 0 一 crcEWi， 引出 矛盾; 
若 6EW:， 则 同样 引出 矛盾 . 因此 ，WiIGEW, 或 wEWi。 

<， 显 然 ， 

例 11 设 V ,VY ,…,V ,是 线性 空间 V 的 s 个 非 平 几 子 空间 ， 
证 明 Y 中 至 少 有 一 个 向量 不 属于 VY ,VY,,… ,和 ,中 的 任何 一 个 ， 

证 明 ”对 于 空间 的 个 数 * 作 数学 归纳 法 。 当 s=1 时 ， 由 V ;是 
非 平凡 子 空间 知 ， 有 问 量 a FY 时， 结论 成 立 。 

设 s 二 hk 时 结论 成 并 。 对 于 s 二 kh 十 1， 有 VY 的 R 十 1 个 非 平 儿子 
空间 V1 ,Vs,… ,Vs,V si1。 由 姑 纳 假设 ， 对 于 Vi,V;,… ,Vi 
至 少 有 一 个 向量 a 不 属于 其 中 任何 一 个 V,( i=1, 2, …,k)， 车 
QF yx 则 结论 成 立 ; 若 wcEYe， 则 有 DEV ， 考虑 下 列 
Rk 十 1 个 问 量 的 癌 量 组 ， 

uatbB, 22+pb, 3at6, …, (ki)atp, (#) 
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其 中 必 有 一 个 向 量 不 属于 Vi,V,,…，V ;这 hk 个子 空 间 中 的 任 一 
个 .车 人 不然， 则 一 定 有 两 个 沿 量 属于 某 个 Vj(1 志 7 才 8), 从 而 这 两 
个 向 量 差 为 ma(0 之 |m|&) 属 于 Vj ,与 a¢ VV; 蔬 盾 。 所 以 , (*) 
中 有 问 量 ， 不 妨 设 为 ?=1a++B， 不 属于 VY,V,,…,V ;中 的 任 一 
个 。 你 ， 由 QEVi,1, PE Vi,i, 则 fa+B¢ Vi, 1, 绪论 成 立 

例 12 设 W={AIAEM,(F), A’=A}, W,={A| AE 
M.(F)，A’= 一 A}, 证 明 ，1 ) Wi ,Wi 是 M,(F) 的 子 空间 ， 
2 ) M.,(F)=WIOW,. 

证 明 1 ) 多 证 W,;，W ;作成 M,(F) 的 子 空间 ， 从 上 略 ， 

2 /) 对 于 任意 AEM ,(F)， 有 人 = 亏 (A 十 A') 十 亏 本 《人 一 
A'), 令 A1= (A+A'),，A,= 1 AA) 网 Ai 一 Ai， 
As’=(A’—A)= 一 F(A 一 A')=~A,, 所 以 ，A1€Wi， 
A.E€W,, 因此 ，M.(F)=W 十 W，,， 

对 于 BEWI1fW,， 有 BEW1, B=B’; BEW，B' = 一 DB， 


所 以 一 B= 二 B，2B 二 0，B= 二 0， 从 而 W， 1W.= {0}, 因此 ， 
M.(F)=W, MW,., 


35 ”补充 资料 


| 无 限 维 线性 空间 

芭 的 定义 。 设 Y 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ， 了 是 V 的 一 个 非 空 
本 集 合 。 若 ，1 ) B 中 任意 有 限 多 个 向 量 均 线性 无 关 ; 2 ) 对 了 于 
Y 中 的 任意 向 量 a， 均 存在 a1， G2 Qs CEB, 及 RL, Rs, oy 
Rk, EEF， 使 得 a=hi@i 十 hyQs 十 十 as， 则 称 B 是 Y 的 一 基底 ， 
简称 为 基 。 

符 的 存在 定理 ， 设 Y 是 数 域 F 上 的 非 零 线性 空间 ， 则 V 存 在 
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定义 。 设 日 是 数 域 上 上 的 线性 空间 V 的 一 基 ， 若 B 为 无 限 集 
合 ， 则 称 V 是 元 限 维 线性 空间 。 

I 次 空 间 

定义 。 设 Y 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ， QaEVY,，M 是 VY 的 一 个 子 
空间 。 若 有 ca“ EV， 使 得 a 一 a’E M， 则 称 a 与 a' 模 M 同 余 ， 记 
作 c=c' (nodM) ,向量 模 M 同 余 具 有 反 身 性 、 对称 性 、 传 递 性 ， 

设 < 是 Y 中 任意 向 量 ， 作 V 的 子 集 a 十 M={a-+m|m€M}， 
则 c=c“ (xzoaM)ea' Ea+M。 称 a 十 M 为 一 一 个 模 M 网 余 类 ， 称 
a 是 同 余 类 a 十 M 的 一 个 代表 ， 

模 M 的 同 余 类 具有 性 质 ，1 ) 车 a’Ea+M， 则 a’ 填 M= 
a 十 M。 因而， 可 取 c 士 M 中 任 一 元 素 作为 它 的 代表 。 2 ) 两 个 
异 M 间 余 类 若 不 相等 ， 则 没有 公共 元 素 ， 即 它们 的 交 为 空 集 。 因 
而 ， V 可 以 分 成 互 不 相交 的 模 M 同 余 类 的 并 集 . 

V 中 模 M 同 余 类 的 全 体 用 V 表示 。 在 V 中 规定 ， 

1 ) (at+M)+(B+M)=(a+B)+M, Va,BE€EV; 
2 )k(at+M)=ka+M, Va€V, VEEF, 

和信 生 的 认 玫 无关 言 之 ,这 分 别 是 VY 的 加 

、 上 与 V 的 数量 乘法 ， 进而 ，Y 对 于 该 加 法 与 该 数量 乘法 作成 
F | 的 绑 性 各 称 V 是 V 对 于 子 空间 M 的 高 空间 , 记 作 V/M. 

定理 。 设 V 是 数 域 F 上 的 有 全， 是 的 子 空间 ， 
Rdsim(V/M)=dimY—dimM. 

i 线性 方程 组 的 解 空间 

含有 7 个 未 知 量 的 齐 次 线性 方程 组 的 所有 解 组 成 F: 的 一 个 子 
空间 W 。 若 其 系数 逢 阵 的 秩 为 , 则 WW 的 维 数 是 n 一 r。 当 r 过 nn 有 时， 
齐 次 线性 方程 组 的 一 基础 解 系 就 是 WW 的 一 组 基 ， 当 r= 二 时，W = 
{0}。 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 不 构成 F' 的 子 空间 。 对 王 F' 的 任 
一 子 空间 W， 均 存在 一 齐 次 线性 方程 组 ,以 W 为 其 解 空间 ， 

W “历史 资料 点 清 
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英国 数学 家 哈密 尔 顿 ( 1805,8 ,3 一 1865,9,2 ) 自 1828 年 开始 
研究 四 元 数 ， 他 在 1835 年 送 交 爱尔兰 科学 院 的 论文 《 共 示 函数 或 
者 代数 对 的 理论 》 中 把 复数 a 十 5i 作 为 实 激 有 序 偶 (a,b)， 进 行 了 
详细 研究 ， 他 进一步 考虑 表示 三 个 、 四 个 及 其 它 个 数 的 情况 ， 终 
于 在 1843 年 创造 了 四 元 数 a 十 bi 十 cj 十 dk。“ 向 量 ” 一 词 是 他 首 
和 完 引 进 的 ， 他 开创 了 问 量 理论 和 问 量 计算 .他 试图 创立 三 维 空 间 
的 癌 量 代数 学 ， 引 入 “外 乘法 ”或 “ 纯 量 乘法 ”， 作 为 一 个 特殊 
的 问 量 空间 ， 

德国 数学 家 格拉 斯 曼 ( 1809,4,18 一 1877,9,26 ) 在 1844 年 发 
表 《 扩张 的 理论 ) 一文 ， 提 出 名 词 “ 超 复数 ”。n 维 超 复 数 ， 可 
以 看 作 一 个 n 元 有 序 组 (a1,a;,… ,as ) ， 也 可 认为 是 一 个 线性 组 
合 aie1 十 ae2--… 十 anen， 它 是 具有 单位 长 度 的 n 个 “独立 的 ” 
元 素 ( 即 单位 向 量 el ,e，,… ,en) 构成 的 ,而 组 合 的 系数 a1，a;， 
… ,0s 部 是 菜 个 数 域 中 的 数 。 格 拉 斯 曼 同 时 研究 了 欧 几 里 得 多 维 
空间 ， 把 点 、 直 线 、 平 画 、 两 点 之 间 的 距离 推广 到 空间 R*， 包 合 
了 一 般 的 % 维 几何 的 概念 ， 

维 数 的 概念 最 初 起 源 于 解析 几何 。1829 年 ， 德 国 数学 家 普 台 
克 (1801,7,16 一 1868 ,5,22 ) 开导 了 坐标 体系 的 新 领域 ， 导 致 了 
维 数 论 的 产生 。 他 认为 ， 一 种 几何 的 维 数 就 是 为 这 种 几何 的 基本 
元 素 定 位 所 需要 的 独立 的 誉 标的 数目 。 现 在 ， 维 数论 已 发 展 为 一 
个 具有 相当 广度 和 深度 的 课题 ， 

1906 年 ， 法 国 数学 家 弗 雷 谢 〈1878 一 1973 ) 开始 了 抽象 空间 
国 研究 ， 从 而 ， “空间 ”得 到 了 新 的 概括 ， 包 括 所 谓 “ 无 穷 维 向 
量 空间 ”， 由 此 所 产生 的 理论 与 近代 数学 的 最 重要 部 门 如 微 分 
方程 、 积 分 方程 和 三 角 级 数 等 ， 有 密切 联系 ， 同 时 与 近代 理论 物 
理 ， 首 先 与 量子 力学 有 密切 的 联系 ， 

$6 基本 习题 
i ”检验 以 下 集合 对 于 所 指定 的 法 则 是 否 构成 实数 域 上 的 线 
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性 空间 ; 

1 ) 全 体 上 三 角 和 矩阵 ， 对 于 和 矩阵 的 加 法 与 数 乘 运算 ， 

2 ) 平面 上 的 全 体 向 量 ， 对 于 通常 的 加 沁 和 如 下 定义 的 数量 
条 法 ka=0; 

3 ) 集合 与 加 法 同 2 ) ， 但 数 乘 运算 定义 为 ka=a; 

4 ) Y={f(x)lf(a)=1(B)=0，f(x) 为 实 函 数 }， 对 十 函 
数 的 加 法 及 数 与 函数 的 乘法 ，a，PB 为 固定 的 实数 ， 

2 求 F* 中 向 量 a=(3,7,,1) 对 于 基 a1 一 (1,3 5), az = 
(6,3,2)，as 二 (3,1,0) 的 坐标 ， 

3 在 Ft 中 有 两 组 基 


(21=(1,0,0,0) (Qi1=(2,1,-1,1) 
| e,=(0,1,0,0) [as=(0,3,1,0) 
1 £3=(0, 0,1 ,0 ) | 0s=(5,3,2,1) 
\e,s=(0,0,0,1), \as=(6,6,1,3), 
1 ) 求 el， se ,884 到 cl，a 2 ,03,0: 的 过 渡 和 矩阵 ， 


2 ) 求 癌 量 a= (xX1,Xs ,xs xi) 关于 cy,ay,as, as 的 坐标 。 

4 设 Q1=(1,1,0,0),，as=(1,0,1,1); B1=(0,0,1,1), 
b=(0,1,1,0), 试 求 L(ai ,cz:) 二 LCO 8:) 的 维 数 与 一 组 基 ， 

5 条 件 同 上 题 , 试 求 LCci ,ay) 站 L(B1,B;) 的 一 组 基 ， 

6 ” 证明， 车 W 是 线性 空间 V 的 真子 空间 ， “1¢ W, x.€W, 
有 旦 x, 关 0， 则 x:，x;, 线 性 无 关 。 

7 证明 ， 车 Wi， :是 线 作 空间 V 的 子 空间 ， WiEW:, 
dimWi=dimW,， 则 WW|= 

8 证明. gC 作为 实 坡 坟 R 上 的 人 5 间 与 1 ,(R) 的 
子 空间 W={(g 8)o,pe R } 辣 构 ， 

9 证明; 所 有 与 A 可 交换 的 拢 阵 作成 M ， (FP) 的 一 个 子 空 
间 ， 其 中 A 是 M,(F) 中 的 一 个 固定 矩阵 ， 

10 设 Vi 与 V: 分 别 是 齐 次 线性 方程 组 xi 十 xs 十 … 十 Yan 一 0 
与 Y1 一 X2 一 … 一 Xu 的 解 空 间 ， 证 明 F* 一 Vi, 个 V，， 
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第 七 章 ” 线 性 变换 
$1 概括 说 明 


线性 空间 是 某 一 类 事物 从 量 的 方面 的 一 个 抽象 ， 研 究 线性 空 
间 ， 不 仅 要 研究 线性 空间 的 总 体 结构 ， 线 性 空间 之 间 的 联系 ， 而 
且 更 为 重要 的 是 ， 研 究 线性 空间 的 向 量 之 间 的 各 种 各 样 的 联系 ， 
这 种 联系 就 反映 为 线性 空间 的 变换 。 线 性 变换 是 一 种 最 简单 的 同 
时 又 是 一 种 最 基本 的 变换 , 它 是 解析 几何 中 的 坐标 变换 .数学 分 析 
中 的 某 些 变量 蔡 换 以 及 别 的 数学 分 支 中 某 些 类 似 的 变换 的 抽象 、 
概括 及 推广 ， 它 在 理论 上 和 应 用 上 都 是 十 分 重要 的 ， 

线性 变换 是 线性 代数 学 的 一 个 主要 研究 对 象 ， 是 线性 代数 学 
的 重要 内 容 ， 就 一 定 意义 上 说 ， 处 于 中 心 的 地 位 。 线 竹 变换 的 理 
论 ， 在 代数 学 自身 、 数 学 的 其 它 分 支 、 其 它 自然 科学 、 工 程 技术 
领域 、 经 济 学 及 社会 科学 领域 ， 均 有 重要 的 广泛 的 应 用 ， 

我 们 主要 研究 有 限 维 线性 空间 的 线性 变换 。?* 维 线性 空 间 的 
线性 变换 与 4 阶 矩 阵 不 仅 有 密切 的 关系 ， 而 且 就 一 定 意义 上 可 以 
说 ， 二 者 是 等 同 的 。 本 章 的 中 心 问题 就 是 线性 变换 及 其 抢 阵 表 
示 。 线 性 变换 与 抢 阵 的 对 应 与 转化 ， 则 是 本 章 研 究 问题 的 基本 方 
法 ， 也 是 本 章 的 特色 。 从 而 ， 就 使 我 们 进一步 看 到 ， 矩 阵 不 仅 古 
线性 代数 学 的 工具 ， 也 十 线 性 代数 学 的 主要 研究 对 象 ， 线 性 代数 
学 又 称 为 “矩阵 论 ”。 | / 

本 章 的 内 容 分 为 四 个 部 分 ， 线 性 变换 及 其 运算 ， 线 性 变换 与 
和 矩阵 ， 相 似 和 矩阵 、 特 征 值 与 特征 向 量 ， 线 性 变换 的 邦 阵 的 化 简 。 
”线性 空间 V 的 线性 变换 o 是 V 的 保持 线性 运算 的 变换。 对 于 
线性 变换 这 种 新 的 研究 对 象 ， 要 定义 其 加 法 、 数 有 乘 法 等 运 
算 ， 还 要 研究 线性 变换 的 值 域 与 核 。 
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线性 变换 是 很 抽象 的 概念 ， 为 了 进行 研究 ， 就 要 设法 只 体 地 
表现 出 来 。 决 定 一 个 线性 变换 就 是 要 决定 每 一 个 向 量 在 其 下 的 
象 ， 对 于 % 维 线性 空间 而 言 ， 由 一 组 基 的 象 完全 决定 ， 对 一 组 基 
的 象 进行 数量 刻 划 ， 即 把 一 组 基 的 象 用 该 组 基线 性 表 出 ， 就 可 以 
得 到 一 个 n 阶 矩阵 ， 称 为 线性 变换 在 该 组 基 下 的 矩阵 ， 

研究 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 间 的 关系 ， 引 入 了 矩阵 相似 
的 概念 。 矩 阵 的 相似 与 矩阵 的 等 价 、 合 同比 起 来 ， 更 为 重要 . 

线性 变换 用 矩阵 表示 ， 自 然 地 ， 人 矩阵 越 简单 ， 刻 划 线 性 变换 
越 方便 。 最 简单 的 矩阵 莫 过 于 对 角形 的 矩阵 ， 在 对 角形 矩阵 的 情 
况 下 ， 基 向 量 e 在 线性 变换 ao 之 下 变 为 18，co(e)= 4e， 即 乘 一 个 


数 ， 这 就 引入 了 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 。 目 前 ， 这 些 概念 已 广 


泛 应 用 于 数学 的 其 它 分 支 ， 如 微分 方程 、 积 分 方程 和 泛 函 分 析 
中 ， 应 用 于 振动 理论 、 理 论 物理 和 量子 为 学 中 ， 应 用 于 经 济 学 和 
其 它 社会 科学 中 。 特 征 值 与 特征 向 量 的 概念 也 可 以 由 下 面 的 渠道 
引入 ，1) 数 乘 变换 ，2) 一 维 不 变 子 空间 。 总 之 ， 正 是 从 这 种 简 
单 化 c(s) 一 42 的 考虑 , 引入 了 如 此 重要 且 内 容 如 此 丰富 的 特征 信 
号 特征 问 量 的 概念 。 特 征 值 的 最 简单 的 应 用 ， 是 解 久 几何 中 化 二 
次 曲面 的 方程 为 标准 形 . 

线性 变换 的 矩阵 的 化 简 ， 不 仅 是 本 章 的 中 心 ， 而 旦 是 线性 代 
数学 的 其 它 部 分 ， 如 4- 和 矩阵 、 欧 氏 空间 等 的 研究 中 心 。 本 章 解 决 
了 相似 对 角 化 的 问题 ， 对 于 准 对 角形 的 情况 给 出 了 必要 充分 条 件 ， 
对 于 若 当 标准 形 作 了 介绍 。 

本 章 的 补充 资料 是 ， 线 性 映射 ， 根 子 空间 ， 极 小 多 项 式 ， 商 
空间 的 诱导 变换 ， 二 阶 三 阶 和 矩阵 的 若 当 形 ， 第 零 矩 阵 的 标准 形 
式 ， 于 本 生计， 历史 资料 点 滴 ， 


$2 内 容 提要 
[ 线性 变换 及 其 运算 
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一 ”定义 与 性 质 

设 V 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ，c 是 V 的 变换 。 车 对 于 V 中 的 
任意 询 量 a，B6，F 中 的 任意 数 k&， 均 成 立 ; 1) ao(a 二 DJ) 一 Cac) 
十 o(B)，2) ol(Ra)=ko(a), 则 称 0 是 线性 空间 VY 的 一 个 线性 变 
换 〈 常 称 c 保 持 线 性 运算 ) 。 

下 面 古 几 个 重要 的 线性 变换 ， 

1) 零 变 换 工 ,， T,(a)= 0,， 产 CEY 

2) 单位 变换 ( 恒 等 变 换 ) 工 。， T.(a)=a, a€V， 

3) 由 数 kEF 决 定 的 数 乘 ( 相似 、 位 似 ) 变换 T，,， 

Ti(a)=hka, VaEV, 

4) 射影 变换 Tp(wy: V 二 W @U， a€ V， 有 唯一 的 分 解 
式 a=B+y, BE W, rE€EU, Tpewylo)=p. 

线性 变换 0 具有 性 质 ，1) o(0)==0; 2) o( 一 a)= 一 o(a)， 
3) 0 保持 线性 组 合 不 变 ，4) 若 ai，as，…，a: 线 性 相关 ， 出 
o(Q1)，o(as),，…，o(a;) 线 性 相关 ， 但 反之 不 然 ，5) 车 WW 是 
Y 沟 子 空间 ， 则 o(W)=={o(a)la€ W} 与 oi:(W )={pl pe 
Y 且 o(B6)EW} 都 是 V 的 子 空间 ， 

设 V 蚌 数 域 F 上 的 线性 空间 ，o 是 VY 的 变换 ， 则 oo 是 线性 恋 换 
全 对 于 V 中 的 任意 向 量 a，p 与 F 中 的 任意 数 &，1， 均 成 立 o(ka 
+18)=hko(a)-+- lo(p)., 

设 0 是 t 维 线性 空间 的 线性 变换 ， 则 o 由 其 对 于 V 的 一 组 
基 的 作用 完 企 确定 。 即 ， 若 si，# 上 2 和 “9 2, 是 V 的 一 组 基 ， OT 
是 V 的 两 个 线性 变换 ， 且 o(e;) =t(e;)， i 二 1,2,…,g， 则 
o(a)= 二 tr(a) 对 于 V 中 任意 和 癌 量 a 均 成 立 ， 就 是 说 0 =， 

下 v 是 数 域 F 上 网 4 维 线性 空间 ，e1，e;，…，e,; 是 V 的 一 
组 基 ，a1，a:;，…，a: 是 V 的 任意 ?个 向 量 ， 则 存在 Y 的 叭 一 的 
线性 变换 og， 使 得 0(21)= 二 a;，i 二 1,2,.…，， 

一 运算 
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1 加 法 

定义 。 车 0o，Tt 是 线性 空间 VY 的 变换 ， 则 

1) o+r: (etre) oa) tee), QE VY ， 称 为 o 与 
的 和 ， : 

2) 一 0: (~0)(a)=~—o(a), Va€V ' 称 为 "的 所 变换 

3) oo 一 + 二 0 十 (一 +)， 称 为 0 与 + 的 差 ， 

性 质 。 对 于 V 中 的 任意 变换 0，t+，， 均 成 立 ; 

1) o+t=7+o;} 2) (oi+7r)+y=o++(r+y); 

3) o+(~0o)=T,; 4) oT,=0o., 

定理 。 阁 0, rt 是 VY 的 线性 变换 ， 则 o 十 tr 也 是 V 的 线性 变换 ， 
一 0，0 一 + 同 样 也 是 V 的 线性 变换 。 从 而 ， 线 性 变换 的 加 法 具 有 
性 质 1) 一 4)。 

2 数量 乘法 

定义 。 奋 0 证 线性 空间 Y 的 变换 ，R 是 F 中 的 数 ， 则 Ra 
(ko)(a)= 二 ko(a),，yFaEV， 称 为 k 与 0 的 数量 乘积 ， 

性 质 。 对 于 V 的 任意 变换 0o，r，F 中 的 任意 数 k,1, 均 成 立 ， 

5) (k++I)o=RkRo--lo; 6) Ra-r) 一 Ro 十 Rri 

7) k(l1o)=(hkI)o,; 8) 10=0o., 

定理 。 若 a 征 《的 线性 变换 ，R 是 F 中 的 数 ， 则 Re 也 是 V 的 线 
性 变换 。 从 而 ， 线 性 变换 的 数量 乘法 具有 性 质 5) 一 8)， 

3 乘法 

定义 。 车 6，?t 是 线性 空间 V 的 变换 ， 则 rc， (ro) (a) 
二 +7(0(Q)),，FaE€ YY， 称 为 0 与 + 的 乘积 ， : 

性 质 。 对 于 VY 的 任意 变换 o，r，y，F 中 的 任意 数 k， 有 

9) (or)y=o(ry); 10) To=oT,=0,; 

11) To=oT,=T,; 12) k(or)=(ko)r=o(kr),; 

13) (t+$)o=ro-ypo; 14) orro; : 

15) or 二 了 ,不 能 推出 oo 二 T。 或 t= 二 T，,， 
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16) ot 二 0,0 夸 卫 , 不 能 推出 z=， 

定理 。 若 o，7t 是 V 的 线性 变换 , 则 to 是 V 的 线性 变换 . 从 而 ， 
线性 变换 的 乘法 具有 性 质 9) 一 16). 此 外 ,还 具有 性 质 ， 

13’) o(tt+P)=ortoy, 

4 逆 变 换 

定义 。 设 ac 是 线性 空间 V 的 变换 。 若 存在 Y 的 变换 tr， 使 得 oT 
二 to 二 T。， 则 称 o 是 V 的 可 逆 变 换 ， 称 tr 是 0 的 一 个 道 变 换 ， 

性 质 。17) 若是 V 的 可 闭 变 换 ， 则 ac 的 道 变 换 唯 一 ， 记 作 
0 "1!， 从 而 00 1 一 oa 一 上 3 

18) o 是 V 的 可 道 变换 G30o 是 V 到 V 的 双 射 ，rt 是 0 的 一 个 逆 变 
换 忆 任意 PE V， 当 o(a) 二 Bp 时 ， 有 TB)==a。 

定理 。 若 o 是 VY 的 线性 变换 ， 且 o 是 可 道 变换 ， 则 o 的 道 变 换 
也 是 线性 变换 。 从 而 ， 可 道 线性 变换 具有 性 质 17) 与 18)， 此 外 ， 
还 具有 性 质 19) 与 20): 

19) oc 是 V 的 一 个 可 逆 线 性 变换 名 0 是 V 到 自身 的 一 个 同 构 映 
射 ， 若 si，s: ，…，8 是 ! 维 线性 空间 Y 的 一 组 基 ，c 无 Y 的 线性 
变换 ， 则 c 是 可 逆 的 会 ac(ei)，a(e)， …，a(Cso) 线 性 无 关 。 

20) 车 0 是 有 限 维 线性 空间 Y 的 线性 变换 ， 则 ca 将 Y 中 线性 无 
关 的 向 量 组 变 为 线性 无 头 的 问 量 组 会 "年 可 选 的 。 

5 方 宫 | 

定义 。 设 tt 是正 整 数 ，o 是 线性 空间 VY 的 变换 ， 则 js 个 0 的 积 
oo.…o 称 为 0 的 t 次 震 ， 记 作 o"。 又 ，o' =T。。 当 c 是 可 道 变换 
时 ，0o "一 (07!)". 

性 质 。21) oo"*==o”"™"， 

22) (am)" 一 Im 23) (or7)"XEo"r’". 
当 g，7 为 了 的 任意 变换 时 ，m1，? 为 非 负 整数 ， 当 oo，7 为 可 道 变 
换 时 ，m，4 为 任意 整数 ， : 
定理 。 车 0 是 V 的 线性 变换 ， 则 oy 方 项 也 是 VY 的 线性 变换 ， 
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从 而 ， 线 性 变换 的 方 客 具 有 性 质 21) 一 23)。 

6 多项式 

定义 。 设 / (x)==anx" 二 dn-1X" II 十 … 十 ax 二 GaVEFCx)， 
0 是 线性 空间 的 变换 ， 则 f (co)=anan 十 aian-I 十 … 十 aia 
十 ao 了 是 V 的 一 个 变换 ， 称 为 变换 a 的 多 项 式 ， 

人 性质 。 24) 设 1(x)，g(x)，h(x)EF(x),o 是 VY 的 变换 。- 
若 h(x) 二 1(x) 十 g(x)， 则 hh(o)=f(o) 十 g(o). 

定理 。 线 性 变换 的 多 项 式 是 线性 变换 。 从 而 ,具有 性 质 24). 
此 外 ， 还 具有 性质， 24’) 设 1(x)，g(x)，1(x)EF[x), oo 是 
Y 的 线性 变换 。 车 1(x) 二 A(x)g(x)， 则 1(o)==f(o)g (c)。 特 
恒 地 ，f(5)g(o)==g(o0)f(0o). 

线性 变换 之 间 的 一 些 关 系 ， 可 以 通过 线性 变换 的 运算 表示 出 
来 。 

三 TVYCGE)) 与 LT(CVCF)) 

定义 。 店 V 症 数 域 TF 上 的 线性 空间 ， 则 V 的 全 体 恋 换 的 集合 
A Y 的 全 体 线 性 变 换 的 集 合 记 为 LT(YV(F))。 当 5 

证 数 域 F 上 的 # 维 线性 空间 时 ，V 的 全 体 线性 变换 的 集合 记 为 
TV Wh 

定理 。 丰 VY 契 数 域 F 上 的 线性 空间 ， 间 T(V(F)) 对 于 变换 的 
加 法 与 数量 续 法 作成 F 上 的 线性 空间 ，LT(V(F)) 亦 然 . 

定理 。 部 V 万 数 域 PF 上 的 n 维 线性 空间 ，e;，e，,，…，e' 是 
的 一 组 基 ， 则 

1) LTCV(CF,n)) 对 于 加 法 与 数量 乘法 作成 F 上 的 n? 维 线性 
空间 ; 

R 一 :; 
Gii(ee) -9 pi R=1,2,. ,0, (i,i)=1,2,.. ,1) 

证 线性 空间 LT(V(F,n)) 的 一 组 基 ， 

四 “ 值 域 与 核 
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定义 。 设 o 是 线性 空间 VY 的 线性 变换 ， 则 o(V) 称 为 0 的 值 域 
( 象 )，o-1(0)={ala€ Vo(a) 一 0} 称 为 0 的 核 ( 肉 )， 

定理 。 奋 ca 是 线性 空间 Y 的 线性 变换 ， 则 

1) aoGy) 与 cC 1(0) 均 为 Y 的 子 空间 ! 

2) 荐 81 ,28,0… ,5s 是 VY 的 一 组 基 , 则 o(Y) 二 L(o(el), o(e,)， 
,0(2n))， 从 而 ，dim (ol(V)) 等 于 向 量 组 o(e1),o(e,),…， 
0(e') 的 秩 ， 

定义 。 若 c 是 有 限 维 线性 空间 V 的 线性 变换 , 则 dim ( o(V)) 
称 为 0 的 秩 ，dim(o'(0)) 称 为 0 的 零度 . 

定理 。 若 co 和 是 有 限 维 线性 空间 VY 的 线性 变换 ， 则 ， 1)o 的 秩 十 
0 的 零度 二 dimV; 2)o 是 双 射 Go 是 单 射 Do 是 满 射 ， 

1 线性 变换 与 矩阵 

设 V 古 数 域 PF 上 的 n 维 线性 空间 ， 21，2，…， 8 和 古 Y 的 一 组 
基 ，c 走 《的 线性 变换 。 若 基 况 量 的 象 表示 为 

CCei) 一 Gili8l 十 aol8s 十 … 十 Gile， 


IO(C8es) 一 aly8l 十 aasgs 十 … 十 Gooe， 


1 


| 是 重审 间 下 二 
\ 
9 (€1)=a) a€1 a62 十 Ce 


用 和 矩阵 表示 为 
oO(e1,82,° ,81)=(0(e,),o0(e,),. ",O(En ) ) 一 (eli ,esy… en) A 
/ Q11 dl12 “ 0in 
A Qo Cd22 0 Qo z 
则 称 A 是 o 在 基 el，e，， …， £4 下 约 和 矩阵 。 

对 于 线性 空间 Y 的 任意 一 组 基 e，ez …，se,， YY 的 任 一 
线性 变换 0 在 2;,，c。,，…, ,下 的 矩阵 A 存在 且 叭 一， 并 且 o 的 秩 
等 于 人 A 的 秩 。 不同 的 线性 交换 在 21 ,ss ，…,e, 下 的 矩阵 也 不 同 ， 
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若 任 总 选 定 线性 空间 V 的 一 组 基 se:，sr，…，s， 则 对 于 任 
一 给 定 的 AEM,(F)， 相 应 存在 唯 -- 的 CELTCVCF ,n) ) ,使 得 
0 在 ej，eE2:，… ,Es 下 的 矩阵 为 A 

设 V 是 数 域 F 上 的 维 线性 空间 ， 则 在 在 TC(V(F,n) ) 到 
M ,(F) 的 双 射 ， 且 保持 运算 《加 法 . 数 来 .来 法 、 道 恋 换 等 ) 。 其 
体 地 , 作 申 :LTCVCF ,nD))>M ,(F), 取 定 V 的 一 组 基 e| ,es，…，en， 
对 于 oE LT(V(F ,rn))，(o) 二 A ,其 中 A 是 o 在 ej ,82,… ,es 下 
的 矩阵 , 则 中 是 双 射 .并 且 , 又 设 rE LT(V(F,n))，(7)=B， 
有 1)®(T,)=0; 2) 中 (To 一 3) 中 (TD 一 AE 4)9(o+7) 
一 A+B,; 5) 四 (or) 一 AB;6) 中 (Ro) 王 AAA;7)a 可 道 ecy*A 可 逆 , 日 
中 (cc -1) 一 A-! .而 从 ， 四 是 线性 空间 LT (VCF ,n)) 到 线性 空间 
M,(F) 的 同 构 映 射 ， 从 而 LT(V(F,n)) 史 M,(F). 

设 Y 的 线性 变换 oa 在 Y 的 基 s ,82,… ,En 下 的 矩阵 是 A，aE VV 
在 基 e ,exy，… ,Es 下 的 坐标 是 ( xi,X2, ,Xn ) ， 则 c(Ca) 在 基 e，， 
220,5n 下 的 惟 标 (yyy,Yn) 按 公 式 (yi,V2, ,Vn ) ' 
二 A(CXi,X2, ,Xn) 计算 从 而 ，o(a) 表 示 为 

Oo(a)=(81 ,E62, En)A(X YX) , 

大 线性 恋 换 c 在 V 的 两 组 基 &|， Cas *"', Es 与 7 i， 2, “'', 
7s 下 的 矩阵 分 曾 且 A 号 B， 且 ss1，E2,， ,En 到 1 ?2 D4 
的 过 渡 窍 陈 是 入 , 则 B= 二 Xm"!AX。 反之 , 若 有 B=X !AX, 则 A 与 
8B 分 别 为 VY 的 同一 线性 变换 o 在 VY 的 两 组 某 下 的 系 阵 ， 而 X 是 由 其 
中 一 组 基 到 另 一 组 基 的 过 渡 和 矩阵 。 

页 矩阵 相似 ， 特征 值 与 特征 向 量 

一 上 插 阵 相 全 

设 A，BEM,(F) 。 若 有 可 道 矩 阵 XEM,(F)， 合 得 了 
=X-!1AX， 则 称 A 相 似 于 B， 记 作 A~PB， 

矩阵 相似 具有 下 列 性 质 , . 1) 号 阵 相似 具有 反 身手 对称 性 ， : 
传递 性 ; 2) 车 Bl 一 X :A,X，B,= 一 X-!A,X， 则 B, 十 B， 


aid shri on 


一 X-1(Ai 二 A.)X,B1B,=X-!1(A1A,)X;3) 若 B=X-'AX， 
则 B" 一 X":A"X，f(B)==X~!f(A)X;4) 车 A~B， 则 秩 (A) 
= 秩 (B);5) 若 A~B, 则 |Al=|B|. 

应 用 和 矩阵 相似 的 概念 ， 第 工 部 分 中 最 后 的 结论 可 以 表述 为， 
同一 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 是 相似 的 ; 反 过 来 ， 若 两 个 矩阵 
相似 ， 则 它们 可 以 看 作 同 一 线性 变换 在 两 组 基 下 的 矩阵 ， 

二 ”矩阵 的 特征 多 项 式 

设 有 数 域 F 上 的 ? 阶 盾 阵 


il GQ12 ''* G1n 
人 A 人 一 dol Qo (2n | 
dn1 dn2 g..) 


“一 -| 一 《21 儿 - 一 0y% “+t -一 Qi | 
A | 
AU Un — On ne 1 一 Ga，， ; 
称 为 A 的 特征 人 矩阵， 行列 式 
| 4 一 G1 1 -一 CGI19 和 一 G1 ， | 
14E 一 人 1 一 — ;1 A—da,, ss 0 | 
. 一 Coal 一 Cnp2 1--G，， 


称 为 和 的 特征 多 项 式 ， 记 作 f (4)， 

n 阶 矩 陈 A 的 主 对 角 线 上 元 素 之 和 称 为 A 的 迹 或 进 迹 ， 记 作 
TIT,(A), 

n 阶 矩阵 A 的 特征 多 项 上 项 式 ， 且 
了 ALC4) 王 4 一 (dll 十 ass 十 … 二 as)42 十 … + (一 1)*|Aj, 
4" :的 系数 是 一 T.(A)， 常数 项 是 (一 1)"|A1。 
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”对 于 任意 n 阶 答 阵 A,A 与 A" 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 即 fA (4 
= 了 A'(4) .对 于 任意 * 阶 目 阵 A 与 B，AB 与 BA 有 相同 的 特征 多 项 
式 , 即 /FAB (4 和) 一/BA(4)。 相 似 矩 阵 有 相同 的 特征 多 项 式 、 相同 
的 迹 ， 

密 尔 顿 - 凯 莱 定理 ， 着 f(s 内 息 隆 A 的 特征 多 项 
虽 AD 0, 

三 ”矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 / 

设 AE M.(F),。 车 对 于 4, EF， 存 在 EE€F"， 8&0， 使 得 
AS 一 4.5， 则 称 1, 是 A 的 一 个 特征 值 ， 称 上 是 A 的 属于 特征 值 4。 
的 特征 向 量 ， 

着 5 是 A 的 属于 特征 值 4, 的 特征 向 量 ， 则 对 于 任意 的 AEF， 
kz0， Rs 也 是 4 的 属于 特征 值 4, 的 特征 向 量 ， 从 而 ,一 个 特征 值 
有 无 德 多 个 特征 向 量 ， 特征 向 量 不 是 被 特征 值 唯一 决定 的 。 但 是 ， 
人 全 全 从 而 ， 特 人 信 谱 特征 向 量具 
一 确定 。 

4 是 A 的 特征 从 ，E 是 A 的 属于 和 1 的 特征 向 量 马 2, 是 : A 的 特 
征 多 项 式 fA( 作 在 F 中 的 根 ，: 是 齐 次 线性 方程 组 (4 一 A)X 
二 0 的 非 零 解 ， z 

若 t 阶 矩阵 A 在 F 中 有 + 个 特征 值 ( 重 特征 值 按 重 数 计算 ) ， 
则 人 的 所 有 特征 值 的 和 等 于 A 的 迹 ， 所 有 特征 值 的 积 等 于 A 的 行 
列 式 |Al。 

关于 4 阶 矩阵 的 特征 值 ， 有 下 列 结论 ，1)A 与 A/ 有 相同 的 特 
征 值 ，2)AB 与 BA 有 相同 的 特征 值 ，3) 0 是 A 的 特征 值 人 |A| 
一 0， 全) 零 挎 库 有 " 重 特征 值 0，5) 单 位 窍 阵 有 ? 重 特征 值 1， 6) 数 
量 和 矩阵 8 世 有 ?* 重 特征 值 A;7) 震 零 矩阵 有 "* 重 特征 值 0 ;8) 宕 等 矩阵 
(A?==A) 的 特征 值 只 可 能 是 0 或 1 ; 9) 对 合 矩 阵 (A:=E) 的 特 
征 值 只 可 能 是 1 或 一 1; 10) 么 千 矩 阵 (A:=E) 的 特征 值 只 可 能 : 
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是 ! 的 k 次 方 根 ， D 设 g(x) 是 数 域 F 上 的 任意 多 项 i 式 , A 的 特征 
值 是 4,， A,, - 则 9g(A) 的 特征 值 古 g(41) g(4,), 
gf 12) 3 和 
县 4 和 征 A 一 的 一 个 特征 值 ， 

四 符 阵 相似 于 对 角形 

行人 ~ 4 所 有 
和 性 征 值 ( 重 特征 信 按 重 数 计 算 ) ， ,只 拔 用 入 认 站 似 于 对 天 形 和 矩阵 
> 人 A 有 ?个 线性 无 关 的 特征 问 量 . 

W 线性 变换 的 矩阵 的 化 简 

一 本 3 加] 

征 数 域 F[ 上 的 线性 空间 ，c 是 的 线性 变换 ， 双 是 立 的 子 
re RoW EW, 即 ， 对 于 W 中 的 任意 向 量 a, 有 o(a)€W,， 
则 称 W 是 o 的 不 变 子 空间 ， 简称 "- 了 空间 ， 

关于 不 变 子 空间 ， 有 下 列 结论 ，1) V 及 {0} 是 任意 线性 变换 
0 的 不 变 子 空间 ;， 2) OV) 00) 是 o- 子 空间 ; 3) VY 的 任 
一 子 空间 W 者 是 数 乘 变换 了 的 不 变 子 空间 ，4) o 的 有 限 ( 无 限 ) 
个 不 变 子 空间 的 交 是 o 的 不 变 子 空间 ;5) o 的 有 限 个 不 变 子 空间 
的 和 是 o 的 不 变 子 空间 ; 6) 若 而 是 o- 子 空间 , 则 cx(W) 与 cr1CW) 
都 是 0- 子 空间 ，7) 用 OT 二 tv， 则 cty ) 与 rc 1(0) 是 r- 子 于 空间 ， 
r(CV) 与 r"1(0) 是 0- 子 空间 ，8) f(o)(V) 与 (f/f(o))-!1(0) 是 0- 
子 空间 ; 9) 设 W 是 有 限 维 线性 空间 V 的 子 空间 ， 0 是 VY 的 可 道 线 
性 变换 ，W 是 o- 子 空间 ， 则 W 是 o7! 的 不 变 子 空间 ; 10) 革 W = 
L(al,a,,.… ,a;), 则 WW 古 o- 子 空间 Bo(a1),o(a,),…,o(a,) 
EW; 11) 设 0 是 数 域 F 上 的 线性 空间 V 的 线性 变换 , 则 V 有 一 维 
0- 子 空间 镶 存 在 4, EF， 及 EE€ V， 5&0， 使 得 o(5)=AE， 

在 W 是 oo- 子 空间 ， 则 z 

olW.: (oc| W)(a)=o(a), Fa€E W, 

是 名 及 一 不 线 祭 变 光 ， 称 o|W 是 o 在 W 上 引起 前 变换 ， 或 称 将 o 
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限制 在 认 上 .例如 ，c|lc-50)= 
oo W 的 区 别 在 于 ，o 作 用 于 V 上 ,而 o| W 仅 作用 于 W 上 ， 
对 于 BE V 但 B64 W，( olW)(B) 是 无 意义 的 ， 
对 于 线性 变换 的 甜 阵 的 化 简 而 言 ， 不 变 子 空间 的 作用 ， 体现 
于 下 面 的 三 条 结论 ， 
1) 设 0 是 n 维 线性 空 ; 间 V 的 线性 变换 ， 则 存在 非 平凡 的 o- 子 


! A: 
空间 Weo 在 V 的 一 组 基 下 的 什 阵 有 形状 (0 A, )， 此 时 ,alW 
在 W 的 茶 组 基 下 的 矩阵 就 是 A. 

2) 设 o 是 t 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ， 则 存在 非 平凡 的 o- 子 
空间 Wi，Ws,，…，W,: 上 且 V 一 W@W,@.…@W ,eo 在 VY 的 一 
钥 基 下 的 矩阵 是 准 对 角形 [Aj,A,,…,A,])。 此 时 ，ojW ;在 W， 
的 某 组 基 下 的 矩阵 就 是 A ;，i==1,2,… ,s，。 

3) 设 o 是 t 维 线性 空间 VY 的 线性 变换 ， 则 V 是 i 个 一 维 o- 子 空 
间 的 直 和 《Bo 在 V 的 一 组 基 下 的 矩阵 是 对 角形 ， 

二 特征 值 与 特征 向 量 

1 特征 多 项 式 i 

设 V 是 数 域 F 上 的 x 维 线性 空间 ，o 是 V 的 线性 变换 。 若 o 在 V 
的 一 组 基 e1 ,es,,… ,Es 下 的 矩阵 是 A， 则 A 的 特征 多 项 式 就 称 为 o 
的 特征 多 项 式 ， 记 作 fo( 人 )，| A| 就 称 0 的 行列 式 ， 

0 的 特征 多 项 式 、 行 列 式 均 与 基 的 选取 无 关 ， 均 是 由 ?目光 
了 瞧 一 决定 的 。 

险 密 尔 顿 - 凯 莱 定理 . 流 o 是 r 纹 线性 空间 V 的 线性 变换 ， 有 
fo(4) 是 o 的 特征 多 项 式 ， 则 fo(o)=T，， 

2 特征 值 与 特征 向 量 

设 V 古 数 域 F 上 的 线性 空间 ，o 是 V 的 线性 变换 。 若 对 于 F 中 
的 数 4,， 存 在 非 零 间 量 SE V， 使 得 o(8)=4,5， 则 称 46 是 o 的 一 
个 特征 值 ， 称 s 是 0 的 属于 特征 值 4, 的 特征 向 量 。 
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特征 值 与 特征 向 量 有 如 下 性 质 ，1) 若 s 是 o 的 属于 4 的 特征 
问 量 ， 则 对 于 FF 中 任意 非 零 数 k&，R5 也 是 0 的 属于 特征 值 4。 的 特 
征 向 量 。 从而， 属于 同一 个 特征 值 的 特征 回 量 有 无 穷 多 个 ， 特 征 
向 量 不 是 由 特征 值 唯一 决定 的 。2) 若 4u,UeEF，4uo 关 HU， 则 二 
EVY，5 关 0， 不 能 既是 的 属于 特征 值 4 的 特征 问 量 ， 又 是 a 的 
篇 于 特征 值 x6 的 特征 向 量 。 从而， 一 个 特征 向 量 只 能 属于 一 个 特 
征 值 ， 特 征 值 被 特征 向 量 唯一 决定 。3) 设 g(x) 是 数 域 F 上 的 任 
意 多 项 式 。 若 上 是 o 的 属于 4 的 特征 向 量 ， 则 :也 是 g(o) 的 属于 
9(C4) 的 特征 向 量 .4) 若 o 是 可 道 线性 变换 , 则 0 不 是 c 的 特征 值 ， 
5) 零 变换 工 ,的 特征 值 是 且 只 能 是 0 ， 且 任 一 非 零 向 量 的 是 T, 的 
属于 特征 值 0 的 特征 向 量 。6) 单位 变换 TT。 的 特征 值 是 旦 只 能 是 
1 ， 生 任 一 非 零 向 量 均 是 了 ,的 属于 特征 值 1 的 特征 疝 量 。7) 数 
乘 变换 ! “的 特征 值 是 上 且 只 能 是 &, 且 任 一 非 零 疝 量 均 是 7 ,的 属于 
特征 值 R 的 特征 向 量 。8) 若 4, 是 可 道 线性 变换 品 的 一 个 特征 值 ， 
则 4 和 关 0， 且 4 是 ac 的 一 个 特征 值 。 

对 于 数 域 F 上 的 线性 空间 V 的 线性 变换 cz 而 刘 ，c 的 特征 值 与 
特征 回 量 ， 是 十 分 抽象 的 ， 一 般 难 于 直接 求 出 但 是 ， 对 于 ?* 维 
线性 空间 V 的 线性 变换 而 言 ， 却 可 以 与 x 阶 和 矩阵 联系 起 来, 从 而 ， 
使 问题 变 得 具体 且 可 以 解决 ， 

设 V 是 数 域 F 上 的 t 维 线性 空间 ，e ，sy ，…，o 是 了 的 一 组 
基 ,' 0o 是 V 的 线性 变换 。 若 o 在 基 e1，e,，…，z, 下 的 矩阵 是 A， 
A,EF, EEV, E00， 则 . : 

1) 4 是 ca 的 特征 值 傅 4 是 A 的 特征 值 ， 即 ， 思 是 特征 多 项 
六 人 一 全 | 在 数 域 [中 的 一 个 根 ， 

和 2) 5 一 2 ki5; 是 0 的 属于 特征 什 2, 的 特征 向 量 司 (Ri Ri, 


1 一 1 
“…，k,)' 是 齐 次 线性 方程 组 (4,E 一 A)X= 0 的 非 零 解 ， 
3) 者 (4o 上 一 A)X= 0 的 一 个 基础 解 系 是 91，72，…， 
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力 s_r， 7 为 第 阵 4,E 一 A 的 秩 ， 而 7 1 二 (G14， G24 i, Gn1)’s : 
则 61 二 > airei(t 二 1,2,… ,1 一 fr) 是 6 的 属于 特征 . 值 4， 的 


+ 一] - 
n 一 r 个 (最 大 个 数 ) 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 且 0 的 属于 特征 值 4。 
的 任 一 特征 向 量 5 为 ”三 局 1.151， 其中，12，… 14- ,是 F 
| ft 一 | 


中 的 任 一 组 不 全 为 零 的 数 : z 

4) 5i, $2 «**， .是 o 的 特征 间 量 81， 5 ，…， $ :在 zi， 
cz，…，6s 丰 的 坐标 (51)，[51)，…，[5,) 是 A 的 特征 疝 量 ， 而 
且 51，541，…，5, 线 性 无 关 必 (51)，(5,)])，…，[5,] 线 性 无 关 ， 

求 线性 变换 o 的 所 有 特征 值 与 特征 四 量 ， 可 以 按 下 列 步骤 进 
行 ，1) 选 定 YV 的 一 组 基 e] ,e:,…,E;,, 求 0 在 该 组 基 下 的 矩阵 A， 
2) 计 算 特 征 多 项 式 jo(4)=| 4 全 一 A| 并 求 fc(4) 在 数 域 F 中 的 根 
,4。，… ,4;3) 对 于 每 个 4; , 求 章 次 线性 方程 组 (4;E 一 A)X=0 
的 一 个 基础 解 系 7 1 ,7 ,，…， Droni=(a1, G2 G1n) ,2 = 


(Gz1,0229 02) ,2 Nr =(ar, 1 or i ar n) ，. 则 El 

= Tae,, ‘= Pere, 有 5 二 开 ar ye, 就 是 0 的 属于 
7 一 1 一 一 1 

4 的 7 个 (最 大 个 数 ) 线 性 无 关 的 特征 向 量 其 中 ri =z 一 秩 (4;E 

一 A), o 的 属于 4 的 记 有 特征 向 量 是 1 5 其 中 2 


六 一 |】 
让 ;是 FF 中 的 一 组 不 全 为 零 的 数 ， 
3 ”特征 子 空间 
设 V 是 数 城 F 上 的 线性 空间 ，o 是 V 的 线性 变换 ， 则 对 于 F 中 
的 数 4。，Vio 二 {alaE.V 有 Ho(a)=4,Q} 是 V 的 子 空间 ， z 
当 4, 生 5 的 特征 值 时 ， 称 V4o 是 的 属于 特征 值 4。, 的 特征 子 
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灾 邮 ,此 时 ，Vhu 由 c 的 属 诗 4。 的 一 切 特 征 向 量 玉 零 向 量 给 
成 。 而 当 4 不 是 o 的 特征 值 时 ，Vi4, = 二 {0}， 

对 于 1 维 线性 空间 V 的 线性 变换 o 而 言 ， 特 征 子 空间 V2 的 维 
数 等 于 n 一 秩 (40oE 一 A)， 其 中 A 是 o 在 一 组 基 下 的 矩阵 , 即 , V4。 
的 维 数 等 于 属于 4 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 最 大 个 数 ， 

5 的 特征 子 空 间 是 ac 的 不 变 子 室 间 ， 且 cl1V4o=T1，， 

关于 线 件 无 关 的 特征 向 量 ， 有 下 列 两 个 结论 ， 

1) 属于 不 同 特征 值 的 特征 肖 量 线性 无 关 ， 

2 ) 和 茶 41， 4 ,， … 44 契 线性 杰 换 ca 的 瑟 不 相同 的 竺 征 值 ， 
而 gyi，Qi2，…，dQiri 是 属于 4; 的 线性 无 关 的 特征 向量 , i 二 1， 
2 0 ， 则 问 量 组 Cai，…，Cir Gi1， 0 4hr 也 线 

于 是 ， 我 们 得 到 ， 若 41，4,，…，4: 是 o 的 互 不 相同 的 特征 
值 ， 则 特征 子 空间 的 和 V2 十 Vis 十 … 十 V1; 是 直 和 . 

对 于 有 限 维 线性 空间 而 言 ， 线 性 变换 c 的 特征 子 空 间 Vi 的 
维 数 不 能 大 于 4 作为 fo(4) 在 F 中 的 根 的 重 数 ， 

4 VY 按 特征 值 分 解 为 不 变 子 空间 的 直 和 

一 般 来 讲 ，V 不 能 分 解 为 特征 子 空间 的 直 和 ， 但 却 可 以 作 如 
下 的 分 解 ， 设 V 是 数 域 F 上 的 n 维 线性 空间 , o 是 V 的 线性 变换 。 车 
0 的 特征 多 项 式 在 F 上 可 分 解 为 

fo(4)=(4—A) 4mA) (AoA,), 
41，42，…，4: 互 不 相间 ， 则 V 可 分 解 为 0 的 不 变 子 空间 的 吉 和 
V=V ,VY,®:……@Y,, 其 中 
V ,={s|s€V, Hlo~AT.) (6)= 0}., 

三 ”对 角形 

设 o 古 数 域 F 上 的 # 维 线性 空间 V 的 线性 变换 . 下面 给 出 在 V 
的 一 组 基 下 的 矩阵 是 对 角形 的 条 件 。 

才 0 在 一 组 基 下 的 矩阵 是 对 角形 ， 则 oc 有 rn 个 特征 值 《 重 特征 
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值 按 重 数 计算 ) ， 而 且 ， 和 矩阵 的 主 对 角 线 上 的 数 就 是 0 的 全 部 特 
征 值 ， 

0 在 一 组 基 下 的 矩阵 是 对 角形 Go 有 +s 个 线性 无 关 的 特 位 门 量 
合 ， 可 以 分 解 为 个 一 维 c- 子 空间 的 直 和 ， 

存 5 的 特征 多 项 式 的 全 部 互 不 相同 的 根 1，， A ,4 都 属于 


F , 则 co 在 一 组 基 下 的 矩阵 是 对 角形 e 也 dim(V4;)=ne>V 是 0 的 
一 

全 部 特征 子 空间 的 直 和 <>dim(V1i) 一 的 重 数 ,1 一 1,2，…，sey 

2 秩 (4;E 一 A)=n(s 一 1), 


车 0 的 特征 多 项 式 fo(4) 在 F 中 有 n 个 互 不 相同 的 根 ， 则 必 有 
Y 的 一 组 基 ，c 在 该 组 基 王 的 第 阵 是 对 角形 ， 

车 0 在 某 组 基 下 的 矩阵 是 对 角形 ， 则 可 以 按 如 下 方法 求 出 该 
组 过 及 对 角形 ，1) 取 定 V 的 一 组 基 e1, .2,，…,e。， 求 出 0 在 8，， 
22，…，er 下 的 定 阵 人 A; 2) 求 出 A 的 特征 多 项 式 的 "个 根 1，， /2 

4 ， 再 求 属 于 4:，4:，…，,4" 的 A 的 "个 线性 无 关 的 特征 向 量 
CI 0C2 和 0 3) 分 别 以 ci, ay， … na 为 列 作 宇 阵 和 一 (cl ,ay ， 
… Cn) , 求 得 的 另 一 组 基 (71 72，… 7) 一 (eyes en)XI 
4)0 在 基 7 1 ,7 ,… ,ns 下 的 矩阵 是 C41 ,4 ,… 7， 7 ;是 属于 4 
的 的 特征 癌 量 ， 

四 震 当 形 

设 4, 是 复数 ， 则 形式 为 

/ 的 0:..0 0 0~、 


1 14.0 0 0 
J(4, ,1)= ss 
1 4，0 
1 1 Li 
的 t 阶 矩阵 称 为 若 当 决 ， 


设 V 是 复数 域 C 上 的 n 维 线性 空间 ，o 是 V 的 线性 变换 ， 则 o 在 
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YV 的 某 一 维基 下 的 矩阵 是 由 若干 个 车 当 坎 组 成 的 准 对 角形 矩阵， 
称 为 车 当 形 和 矩阵， 并 且 ， 除 去 车 当 块 的 排列 次 序 外 ， 该 若 当 形 什 
阵 由 o 唯 一 决定 ， 称 为 0 的 若 当 标准 形 ， 
若 当 标准 形 的 理论 推导 及 具体 求法 ， 将 在 下 一 一 齐 中 解决 . 但 
， 基 的 确定 较为 复杂 ， 需 经 专门 的 计算 ， 
在 线性 变换 0 的 车 当 标准 形 中 ， 主 对 角 线 上 的 元 素 丰 ac 的 特征 
项 式 /c(4) 的 全 部 根 ( 重 根 按 重 数 计算 ) . 
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本 章 的 主题 词 是 ， 线 性 变换 , 零 变换 , 单位 变换 ( 便 等 变换 )， 
数 乘 ( 相似、 位 似 ) 变换 ， 射 影 变 换 ， 线 性 变换 的 和 ， 线 性 变换 
的 积 ， 线 性 变换 的 多 项 式 ， 线 性 变换 的 值 域 ( 象 ) ， 线 性 变换 的 
核 ( 胸 )， 线 性 变 措 的 秩 ， 线 性 变换 的 零度 ; 线性 变换 的 矩阵 ; 
甜 阵 相 似 ， 特 征 和 矩阵 ， 和 矩阵 的 特征 多 项 式 ， 和 矩阵 的 特征 值 ， 矩 阵 
的 特征 问 量 ， 和 矩阵 的 迹 ( 追 迹 ) ， 险 密 尔 顿 - 凯 莱 定理 ， 不 变 子 
空间 ， 线 性 变换 在 子 空间 上 的 限制 ， 线 性 变换 的 特征 多 项 式 ， 线 
性 变换 的 行列 式 ， 线 性 变换 的 特征 值 ， 线 性 变换 的 特征 向 量 ， 特 
征 子 空间 ， 可 对 角 化 ， 若 当 块 ， 若 当 标准 形 。 

本 章 的 基本 方法 是 ， 线 性 变换 的 判定 方法 ， 线 性 变换 的 值 域 
的 求法 ,线性 变换 的 核 的 求法 ,线性 变换 的 矩阵 的 求法 ， 换 基 求 矩 
阵 法 ， 和 矩阵 相似 的 判定 方法 ， 不 变 子 空间 的 判定 方法 ， 特 征 多 项 
式 的 求法 ， 特 征 值 与 特征 向 量 求 法 ， 对 角 化 方法 . 

本 章 的 重点 是 ， 线 性 变换 的 矩阵 与 逢 阵 相似 ， 特 征 值 与 特征 
向量， 线性 变换 的 矩阵 可 以 对 角 化 的 条 件 与 方法 ， 

线性 变换 在 一 组 基 下 的 矩阵， 或 简单 邮 说 ， 线 性 恋 换 的 短 
渐 ， 直 接 贯 穿 于 金 章 的 大 部 分 内 容 中 ， 而 且 线 性 变换 的 知 阵 的 化 
简 ， 是 我 们 追求 的 目标 与 研究 的 中 心 。 线 性 变换 的 矩阵 给 4 维 线 
性 空间 的 线性 变换 以 具体 的 刻 划 ， 使 线性 变换 的 运算 转化 为 完 阵 
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的 运算 ， 反 之 ， 在 必要 时 ， 也 把 矩阵 的 问题 转化 为 线性 变换 来 处 
理 ， 一 者 古 同 一 事物 的 两 种 表现 形式 ， 其 有 完全 相 同 的 代数 性 
质 。 由 ?# 维 线性 空间 的 线性 变换 在 不 同 基 下 的 挎 阵 的 关系 的 问题 ， 
引入 了 称 阵 相似 的 概念 ， 研 究 和 矩阵 相似 是 线性 代数 的 一 个 基本 内 
容 ， 比 矩阵 等 价 与 符 阵 合同 更 为 重要 。 因 此 ， 线 性 变换 的 矩阵 与 
矩 际 相似 ， 成 为 本 章 的 一 个 重点 ， 

特征 值 与 特征 向 量 ， 是 基本 的 概念 与 基本 的 工具 ， 不 仅 本 章 
中 用 到 ， 以 后 还 要 用 ， 因 此 ， 成 为 本 章 的 一 个 重点 。 特 征 什 与 特 
征 向 量 的 求法 ， 不 仅 要 掌握 ， 而 且 要 熟练 ， 计 算 要 迅速 、 准 确 ， 
特征 值 与 特征 向 量 的 各 种 结论 ， 是 研究 矩阵 化 简 的 理论 基础 ， 也 
必须 理解 ， 并 能 够 应 用 。 另 外 ， 还 要 从 不 同 角度 认识 此 概念 引入 
的 必要 性 与 合理 性 ， z 

线性 变换 的 祭 阵 的 化 简 ， 是 本 章 的 中 心 ， 但 是 ， 本 章 仅 彻底 
解 次 了 可 以 对 角 化 的 问题 。 因 此 ， 线 性 变换 的 矩阵 可 以 对 角 化 的 
条 件 与 方法 ， 成 为 本 章 的 一 个 重点 。 要 理解 并 掌握 线性 变换 的 算 
阵 可 以 对 角 化 的 必要 条 件 、 必 要 充分 条 件 和 充分 条 件 ， 对 于 几 个 
必要 充分 条 件 ， 要 认识 它们 本 质 上 的 一 致 性 。 另 外 ， 还 要 会 具体 
地 求 出 对 角形 以 及 基 的 过 渡 和 矩阵 ， 即 掌握 对 角 化 的 方法 ， 

本 章 的 难点 是 ， 特 征 值 与 特征 向 量 ， 不 变 子 空间 ， 哈 密 尔 想 
~ 凯 莱 定理 及 其 应 用 . | 
”特征 值 与 特征 向 量 ， 既 是 本 章 的 一 个 重点 ， 又 是 本 章 的 一 个 
难点 ， 原 因 在 于 ，1) 概念 本 身 较 抽象 ，2) 不 容易 讲 清 引 入 的 背 
景 ; 3) 计算 较 复杂 ， 不 仅 量 大 ， 而 且 所 用 的 知识 多 ，4) 关于 不 
同 特 征 值 的 特征 向 量 线 性 无 关 的 结论 ， 证 明 也 较 复 杂 。 解 决 困难 
的 方法 年 :1) 如 8$1 中 所 讲 过 的 ， 要 从 不 同 的 侧面 理解 引入 概念 
的 必要 性 与 合理 性 ; 2) 用 解析 几何 的 事实 作 解 释 ， 若 线 性 变换 ac 
把 非 零 向 量 5 变 为 与 5 共 线 的 向 量 41,6， 则 s 就 是 o 的 属于 特征 值 4， 
的 特征 问 量 ，3) 用 一 些 较 简单 的 例子 来 熟悉 与 理解 概念 ,例如 ， 
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和 着 用 由 数 R 奖 定 的 数 匀 变换 人 的 属于 特征 值 R 的 特征 向 量 是 线性 
空间 中 的 任 一 非 零 向 量 这 一 具体 模型 ，4) 复习 多 项 式 .行列 式 ，、 
齐 次 线性 方程 组 、 向 量 的 坐标 等 有 关内 容 ， 为 计算 打 好 基 型; 
5) 线性 变换 c 在 基 ei，8s:，…， es 下 的 矩阵 是 A， 漠 清 o 与 A 的 
特征 多 项 式 、 特 征 值 与 特征 向 量 的 关系 ; 6) 提出 一 些 简 单 的 思 
考 讨 论题 。 

不 变 子 空间 是 本 章 的 一 个 难点 ， 原 因 在 于 ，1) 关于 不 变 子 
空间 的 定义 的 引入 ， 不 容易 说 明 , 往往 使 人 感到 突然 ! 2) 0 限制 
在 其 不 变 子 空间 WW 上， 得 到 o|W， 对 于 o|W 与 0 的 联系 与 区 测 ， 
不 容易 理解 ，3) 不 变 子 空间 又 往往 与 一 些 较 困难 的 概念， 如 直 
和 、 特 征 值 与 特征 向 量 等 ， 联 系 在 一 起 。 解 决 困难 的 方 法 是， 
1) 通过 例子 ， 如 线性 变 换 的 值 域 与 核 ， 理 解 不 变 子 空 间 的 定 
义 以 及 o1W 等 ，2) 通过 后 面 研 究 线性 变换 的 矩阵 的 化 简 ， 反 过 
来 认识 不 变 子 空间 的 意义 ; 3) 复习 线性 变换 的 矩阵 、 直 和 等 概 
念 ， 为 理解 不 变 子 空间 概念 作 准备 ， 

哈密 尔 顿 - 凯 莱 定理 及 其 应 用 是 本 草 的 一 个 难点, 原因 在 于 ， 
1) 哈密 尔 顿 - 凯 革 定理 的 内 容 不 易 理 解 , 并 容易 发 生 误 解 ， 因为 
f4(4)==|4FE 一 A|， 所 以 f(A)=|AE 一 A| 二 0; 2) 哈密 尔 顿 
- 凯 莱 定 理 的 证 明 篇 幅 较 长 ， 而 且 用 到 伴随 矩阵 、 和 矩阵 多 项 式 等 
概念 ， 不 容易 掌握 ，3) 应 用 该 定理 将 线性 空间 按 特 征 值 分 解 为 
不 变 子 空间 的 直 和 ， 其 证 明 较 困难 。 解决 困难 的 方 法 是 ，1) 复 
习 行 列 式 、 伴 随和 矩阵 等 概念 2 ) 掌握 给 阵 系数 多 项 式 的 概念 ， 
站 且 ， 人 能够 把 以 多 项 式 为 元 素 的 矩阵 写 为 惩 阵 系数 的 多 项 式 ，3) 
指出 ，fa(A) 二 1AE 一 A|， 左 右 两 边 的 含义 不 辐 ， 但 这 一 误解 
可 能 是 激发 人 们 发 现 该 定理 的 一 个 因素 ; 4) 复习 直 和 的 定义 及 
判定 方法 ， 为 证 明 按 特征 值 分 解 为 不 变 子 空间 的 直 和 作 淮 备 ， 并 
且 ， 从 整体 上 将 证 明 分 为 几 个 部 分 ， 认真 研读 ， 一步 一 步 地 搞 清 
楚 ， 
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$4 习题 类 解 
1 计算 题 
线性 变换 在 指定 基 下 的 夭 隆 : 

这 类 问题 大 体 上 可 以 分 为 三 种 类 型 ，1) o(e1),o(e,),…， 
c(es) 用 e:，s，…，s, 线 性 表 出 ， 而 后 由 定义 直接 写 出 ;2) 用 
过 渡 宁 阵 和 及 相似 关系 和 AX 3) 引 入 第 三 组 基 ， 使 所 给 的 两 
组 基 均 与 其 发 生 关 系 。 

例 1 在 WM:(F) 中 害 义 线性 变换 0 


o(X)= -(, 21) 
试 求 c 在 基 节 : E,,, bt,,, Eb,,, 下 的 矩 际 . 
和 解 因为 


:GO 0 Ooites, 
o(Es)=(e (0 = 0 0)=aE,, +eE,,, 
(FE)=(0 3 (1 0 )=(2 9) =6E, ,+dE,, 


oCEs0) = 9)(0 0)=(0 9)=0E,, dE,,, 
所以，o 在 基 E ,|!，E,，. 上 上 ， 上 :下 的 和 矩阵 是 
f° 0b 0\ 
0a0b / 
codnd | 
0 c0 dv， 
例 2 已 知 F° 中 的 线性 变换 o 在 基 n | 二 (一 1,1,1)， 一 (1 
0,—1), 7s=(0,1, J 下 的 逢 阵 是 


| 
110) 


\-121 


20{ « 


试 求 o 在 基 e | =(1,0,0)，es=(0,1,0)，8s= 一 (0,0,1) 下 的 矩阵 ， 
解 ” 关 为 


A/-1 1 0、. 
《71 7,73) 一 (el8sye3) | 1 01 
所 以 ， 74，72，7s3 到 ei，sz，es 的 过 流年 阵 看 
/-1 1 0\~i 
T1101. 
1-11/, 


因此 ， GO 在 21， £0， ss 下 的 怎 阵 是 
/1 10N-IN-I/ 101V /1 10! 711 -2 

i101 aa ,| : 
1-11/ / -1 2 1/ 、 1 -1 1 30 2/， 
例 3 设 o 是 Fs* 的 线性 变换 ，c 一 ( 一 1,0, 一 2)，ay 一 (0 ,1 
2)，Qs 二 (1,2,5) 是 F 3 的 一 组 基 ， 且 o(@1)=(2,0,-1)，o(a;) 
==(0,0,1)，o(as)=(0,1,2,)， 试 求 o 在 基 P1 = (-1,1,0)， Hp， 
二 (1,0,1)，B;, 二 (0,1,2) 下 的 矩阵 , 

解 ” 取 基 e1 二 (1,0,0)，e; = 二 (0,1,0)，es= 二 (0,0,1)， 则 
(Bi,Ps,Ps)=(e81 ,8,23)A, (ai ,as ,cs) 一 (ssi，23)D， 
(Cail,asz, cs) 一 (edsy,ss)C， 其 中 


101 = 


; | | 
| 


/-110、 101) “200， 
A= .101. B= 012| C= 001 
“012/,， \-2925/,. NIl27， 


从 而 o(pP1,Bs 0 一 a(eiesss)A 一 aiasas)B-IA 
=(elie,es)CB-IA=(Bps0)A-ICB-IA。 因此，o 在 基 
P,Ps ,Ps 下 的 矩阵 是 


2 2 -1. 
ATiCB TIA = 4 2-1 
~ -9 -了 Tv 。 
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”和 WIRE 四 aa ws 


ee 一 “ 
rar 一 一 = ec 


二 ”线性 变换 的 值 域 与 核 

设 2 维 线性 空间 V 的 线性 变换 在 基 s:，s:，…，s 下 的 抢 阵 
是 A，A 的 秩 为 r。 求 出 A 的 列 向 量 组 7;，7:，…，.7 ,的 一 极 大 
无 关 组 7，，7; ，…，7;,， 则 得 到 o(V)== L(o(e; ),c(ei )， 


9 o(e, )). 求 出 AX= 0 的 一 基础 解 系 [a1)， (a,), "yg 


[ac ， 以 它们 为 储 标 的 向 量 为 ct:， cs*，…， anw_，， 则 得 到 
IC (0) 一 LCal，as，…，awn_y)， 有 时 ， 利用 关系 式 5 的 秩 二 
0 的 零度 =n 来 简化 计算 ， oo 

例 4 设 e,， 22y £3, c4 是 4 维 线性 3 空间 V 的 一 组 基 。 已 州 
V 的 线性 变换 o 在 该 组 基 下 的 矩阵 是 


1! 02 1\ 
-1 21 3 


1 25 5 
2 -21 2 


ri 
dP, 


试 求 o 的 值 域 与 核 
解 在 c 的 核 go-1(0) 中 任 取 一 问 量 Q=X1ej es aes 
十 X484， 则 由 ol(a)= 二 0 得 / 


Xi \ (0 
A | 2 0 
Xs 0 
xs/ \0/ 
求 得 一 基础 解 系 系 为 (~-4,-3,2,0)，(-1,-2,0,1)， 从 而 ,Ql 二 一 4ei 


一 38? 十 223:， Qs 二 一 一 28; 十 £4 是 0 0) 的 一 组 基 ， 因此 ， 
gO Daa z 
由 于 0 的 零度 是 2， 所 以 o 的 秩 为 2， 即 A 的 秩 为 2。 而 A 的 
前 两 列 线 性 无 关 , 所 以 ， 0o(e1),0(e;) 是 o(e1)， o(e;), o(es), 
0(e4) 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 因 此 ，o(V)=L(o(e,),，o(e,))， 
三 ”特征 值 与 特征 向 量 
* 099。 


按 8$2，T， 二 ，2 ， 中 所 列 的 步骤 去 人 徐 。 在 计算 特征 多 项 
式 时 ， 要 设法 保留 因 式 ， 以 利于 求 根 。 

例 5 设 z 是 复数 域 C 上 的 三 维 线性 空间 Y 的 线性 恋 换 。 G 在 
基 z1，e，，&s 下 的 矩阵 为 


001\ 
‘oo 


1 0 0/， 
试 求 c 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 
解 0 的 特征 多 项 式 为 


| 40 -1 
FE-Al = 041 0|=(4-1):(4+1), 
1-10 14 


珀 以 ，o 的 特征 值 为 4=4,= 二 1，4s 二 一 1, 

解 方 程 组 (一 A ) X= 0， 得 x; 二 XxX;， 所 以 ， 一 基础 解 系 
为 (1,0,1),(0,1,0), 从 而 el 十 es 与 6 是 0 的 属于 特征 值 1 的 线性 
天 大 的 特征 疝 量 . 而 属于 1 的 一 切 特 征 向 量 是 ki(el 十 e,) 十 kh,e， 
一 Piel 十 Raes 十 Ries， 其 中 心 ， R, 为 任 一 组 不 全 为 零 的 复数 ， 

解 方程 组 (一 上 一 A)X= 0， 得 xi: 一 一 xs，xa 一 0， 所 以 ， 
一 基础 解 系 为 (1,0,-1)， 从 而 c 的 属于 特征 值 一 1 的 一 切 特 征 向 
景 是 kR(e1 一 23)=Rel— Re,, 其 中 为 任意 非 零 复 数 ， 

/1 1 1 1 


例 6 求 年 阵 A= | ”1 “1 | 的 特征 值 与 特征 疝 景 . 
1 -1 1 -1., 


| 


1 -1 -1 17 
解 A 的 特征 多 项 式 为 
| A-] -1 -1 1 | 
、 -1 4-1 1 1 | 
EPE-AI= | 一 (4 一 2)2(04 十 2)， 
-1 12-1 1 
-1 1 14-1 
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所 以 ，A 的 特征 值 沪 4.=4=4: 一 2，44 一 一 2， 

解 方 程 组 (2E 一 A )X= 0， 得 Xi 一 Xz 十 Xa 十 X4， 所 以， 一 
基础 解 系 为 5 一 (1,1;0,0)，5 一 (1,0,1,0), 5 一 (1,0,0,1)， 从 
而 ， 人 和 的 属于 特征 值 2 的 一 切 特 征 问 量 是 PS 十 Ross 十 Ross 其 
中 ，Ra，Rs 为 不 全 为 零 的 数 。 

解 方程 组 (一 2E 一 A)X= 0， 得 x | 二 一 Xx,， Xs, Xs—=X4, 
所 以 ， 一 基础 解 系 为 5 二 (一 1,1,1,1)， 从 而 ，A 的 属于 特征 值 -2 
的 一 切 特征 问 量 是 R85，'kR 是 不 为 零 的 数 ，。 

四 ”对 角 化 

先 求 出 特征 值 与 特征 向 量 ， 根 据 所 得 到 的 线性 无 关 的 特征 
回 量 的 个 数 确定 可 否 对 角 化 。 而 在 可 以 对 角 化 时 ， 以 计算 过 程 中 
所 得 的 基础 解 系 的 向 量 为 列 ， 作 成 过 渡 扎 阵 ， 但 要 注意 列 与 特征 

计算 % 阶 矩阵 A 的 R 次 寡 A“*。 一般 说 来 ，A 相 似 于 某 个 对 角 
形 ， 按 上 面 所 述 ， 求 得 入 ， 使 X "1AX 为 对 角形 D. 由 相似 矩阵 
的 运算 规则 ， 得 到 XIASX = 一 De5， 计算 D5， 最 后 求 得 A: 
— XD*:x- 1 

例 7 设 c 为 复数 域 C 上 ， 三 维 线 性 空 的 线性 变换 ， 0 在 ci， 


已 2》 2s 下 的 矩阵 是 
5 6 -3 


A=|-10 1 


1 2 -1/， 
试问 ， 是 否 有 V 的 一 组 基 ， 使 在 该 组 基 下 的 朱 隆 为 对 角形 ? 若 
有 ， 试 求 出 该 基 及 对 角形 。 
角 先 求 5 的 特征 值 及 线性 无 关 的 特征 向 量 。 


0 的 特征 多 项 式 为 
4-5 -6 3 
[AE~Al= | 1 4 -11=(14 一 2)(42 一 24 一 2)， 
-1 -2 A+1 | 
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所 以 ，o 的 转 征 信 为 4, 二 2，4,= 二 1 二 V3, 4: 二 1 一 V3. 

解 方程 组 (2 一 A)X= 0， 得 Xi 二 一 2x，，，Xxs 二 0， 所 以 ， 
一 上 基础 解 系 为 (一 2,1,0)， 从 而 ，7 1 二 一 2e1 十 E; 是 0 的 属于 特征 
值 2 的 一 个 特征 问 量 ， / : 

: 解 方程 组 ((1 十 V3)E 一 A)X==0，, 得 xX! 二 一 3Xs， Xs 一 
(一 2 十 V3 )x，,， 所 以 ， 一 基础 解 系 为 (3, 一 1,2 一 3)， 从 而 ， 
Ds 二 3e1 一 es 十 (2 一 V3)es 是 0 的 属于 特征 值 1 十 /3 和 一 个 生生 
阿 量 . 

解 方程 ( (VIE A)X 二 0， 得 Xi 二 一 3X，,，，Xs = 
一 (2 3)x;,， 所 以 ,一 基础 解 系 为 (3, 一 1,2 十 V3 )， 从 而 ， 
7 3 二 3E1 一 6 十 (2 十 V3 )e3 是 0 的 属于 特征 值 1 一 /V3 的 一 个 特征 
回 量 . 

因此 ，c 在 基 7:，7*，7s: 下 的 逢 阵 是 对 角形 (2， 1 
1 一 31j， 基 eli，ey， 5 到 基 7,，，?7。，73s 的 过 渡 扎 阵 是 


了 2 3 3 
| 1 -1 -1 
\0 2-/3 24Y3/, 
| /1 42\ 
例 8 设 A= 0-34 ” 求 A!. 
\0 43/,， : 
解 人 的 特征 多 项 式 为 
4- 1 -4 -2 ， 
AE—A|l= ， 043 -4 =(4—1)(4?—25), 


| 0 -44-3| 
所 以 ， 人 A 的 特征 值 为 41==1， 42==5，43s 一 一 
解 方程 组 (上 一 A)X= 0， 得 一 基础 解 系 (1,0,0)， 
解 方程 组 (5EE = A)X= 0， 得 一 基础 解 系 (2,1,2)， 
解 方 柱 组 (一 5 一 人 A)X= 0， 得 一 基础 解 系 (] ,一 2,1)， 
。262 。 


‘12 1\ 
所 以 ， 得 矩阵 X= | 0 1 -2 | 使 得 X 1AX=[(1,5,-5)， 
/ 0 2 1/ ， : / 
从 而 X-!'AX= 二 {1,5*,(-5)*】)。 因 此 ， 
Ar=—=X[(1,5:,(-5)"]X"! 


"12 1 2 /12 1 
= 01-2 5 \ : 01 -2 
\02 1 (-5)8 \02 1; 
12 1、 1 ~、 “5 0 -5 ~ 
-lo | a2 
02 1 \ (-5)*)/ L \0 -0 7 | 


/1 201 十 (一 1 六 5 (4+(—1)*)5 IN 
= | 0 (1+4(—1)*)5:7! 2(1+(—1):*1)5*™! | 
\0 2(1 二 (一 1)*11)5*7! 【4 十 (一 1 有 581 J/ 


| /1 0 5 一 1 
当 & 为 偶数 时 ， A'=， 0 5 ,| 
| \0 0 5*/); 
: 1 45647! 9357-11、\ 
当 R 为 奇数 时 ，A* 一 0 -3.54"! 4.54"! 
.0 4。58-1 3。5A-1 
I 证 明 题 
一 ”线性 变换 的 判定 z 
证 明 线 性 空间 的 变换 是 线性 变换 时 ， 要 按 定义 逐 条 逐 点 进行 
验证 ， 证 明 不 是 线性 变换 时 ， 仅 需要 通过 具体 向 量 指出 定义 中 的 
某 一 点 不 成 立 就 可 以 了 。 
例 1 证 明 ，M ,(F) 中 的 变换 
oa; oO(X)—=AX—-XA, WXEM.(F), 
是 线性 变换 ， 其 中 A 是 M (FJ) 中 一 固定 挎 阵 ， 
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证 明 oo 是 M,CF) 的 变换 , 且 对 于 X),X,€ M.,(F),kEF， 
有 oC(Xi 二 X,)=A(X.+X)— (XX,) A= (AX,—X,A) 
二 (AX,—X.A)= o(X,) + o(X,), 0 (RXI)= A (kXL) 
一 (RX1)A 二 RCAX. 一 XIA)=ko(X1)， 所 以 0 是 线性 变换 ， 
例 2 证明 ，R: 中 的 变换 ar 


4a,0)，ap>>0 
(0,6))= 人 


(a,—b0),ab<0, 
不 是 R “的 线性 变换 。 

证 明 ”对 于 (-2, 一 3),，( 一 1,4)E€ER2,o(( 一 2, 一 3) 十 (一 1， 
4))=0((—3,1)) =(—3,—1), o( (~—2,—3) )+o((—1,4)) 
= (2,—3)+(—1,—4)=(—3,—7),0((—2,—3)+(—1,4)) 
0(( 一 2, 一 3)) 十 0o(( 一 1,4))， 所 以 ，o 不 是 线性 变换 ， 

二 ”变换 的 等 式 

利用 已 知 的 等 式 及 各 种 运算 律 ， 展 开化 简 ， 适 当 变 形 ， 即 得 
到 证 明 ; 或 着， 根据 变换 相等 的 定义 ， 对 任 一 向 量 wc， 用 等 式 两 
赠 的 变换 去 作用 ， 而 后 证 明 所 得 的 两 个 象 相等 。 

例 3 设 c，z 是 线性 空间 V 的 两 个 变换 ， 有 ea2 =， 7 一 T， 
还 明 ，(c 十 z)2 一 II 十 rG9GT 一 7I 一 下 ，， 

证 明 (ac 二 zr 儿 一 (ac 十 z)(ac 十 rz) 王 I2? 十 ar 二 rz 十 z2 一 I 十 oz 
十 TO 十 

>>。 由 (ac 十 可 ?= 二 m 得 07 十 rv = 了。 (1)。(1) 式 左 乘 
r， 右 乘 r， 并 利用 z 三 rz， 得 rar 十 ra 一 人,，ar 十 rar 一 个 , ， 两 
式 相 减 得 cr 一 za 一 工 ， (2)。 (1) 加 (2) 得 ， 207 二 To。， 记 以 or 
一 |o5 (1) 减 (2) 得 ，2To== 了 ,所 以 ro 二 =,。 因 此 ot 二 ro= 汪 ,， 

二 。 阁 07 二 70 二 了 6，， 则 (oo 十 7)?=o 十 zt。 

例 4 在 F(x) 中 ，o(f(x))= 了 (x), rt(f(x))=xf (x), 
泪 明 ，o7t 一 to 二 Te， 

证 明 ”对 任 总 的 /(X)CFCX， 有 
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(or 一 za)(1(x))=(or)(ACx)) 一 (rr)(ACx)) 
=a(t(f (x%)))—r(o(f x)))=aCxf (x))— rf (x)) 
fx) Ff 0) xf (x)=) Te x)), 
所 以 ，oTt 一 to 二 Te， | : 
”说 明 本 例 司 推广 为 ， 对 于 任意 正 整数 fp， 都 有 oT 一 to 
=ho" 1!, 

三 ”线性 变换 的 性 质 

根据 线性 变换 的 定义 及 已 知 的 性 质 进 行 证 明 。 对 有 上限 维 线性 
空间 而 言 , 可 以 考虑 将 线性 变换 的 问题 转化 为 矩阵 的 问题 来 处 理 ， 

例 5 设 01,，o;，…，o4 是 线性 空间 V 的 k 个 互 不 相同 的 线 
人 性 变换 ，A 之 2， 证 明 ， 在 V 中 必 存 在 一 向 量 65， 使 c,(6) ,cy(6)， 
0 GAO) 互 不 相同 。 

证 明 1 对 线性 变换 的 个 数 k 用 数学 归纳 法 ， / 

1) 当 R 王 2 时 ,出 ci， 5z 个 相同 即 得 , 必 存 在 66 Y， 使 o ,1(0) 
0;,(0), 结论 成 立 。 

2) 设 8 一 1 时 成 立 ， 考 虑 & 的 情况 。 对 于 互 不 相同 的 线性 变换 
01， az: "…，0h， 由 归纳 假设 ， 存 在 xz€ V， 使 01(a), o,(a)， 
,Os_1(Q) 互 不 相同 ， 车 有 oi(a)zoi(a) (i=1,2,...,k—1), 
则 记 c=0， o1(0), 02(0), “Sg os.(6) 互 不 相同 ， 结论 成 立 ， 
硅 有 j，1<<j 志 hk 一 1, 使 0 (a)==o;(a)， 则 当 i==1,2,…,k 一 1 且 
i 基 j 时 ,有 os(a)x*oi(a)， 再 由 0 与 0; 不 相同 得 , 存在 BE V, 售 
得 oi(B) 二 o;(8)。 由 ca 与 68 作 向 量 ?=4a 十 6,4EF ,下面 证 有 明 , 对 
i,1=1,2,…,h, 且 i 1, 至 多 有 一 个 1EF ,使 得 0;(y)=o1(y). 

右 人 不 然 , 设 14 关 41, 使 0 1(ha+P)=o1(ha+P) 与 0;(41a++)= 
oi(hia 二 8B), 则 , 工 ) 当 i 与 1 均 不 是 8, 或 1 与 1 中 有 一 个 为 上 面 另 一 
个 不 为 1 时 ,得 到 (4 一 4,)oi(a)=(4 一 41)o1(a)， 村 由 4 关 4; 得到 
0i(a) 二 o.:(a) ， 矛 盾 ; 1 ) 当 i 与 1 有 一 个 为 k 而 另 一 个 为 j] 时 ， 得 
到 co,(6)=o;(B), 矛 盾 ， 
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因此 ， 对 o 1，0;， ) OA 而 至 多 有 F 中 的 c2 个 数 2， 使 
vi(ha 二 +B)=o1(ha 十 8). 但 是 ，F 有 无 穷 多 个 解 ， 从 而 ， 必 有 
4uEF， 使 (6)， 0 …、，0Oi:(6) 互 不 相同 ， 6=4ua 十 有 

证 明 2 设 V ;=={ala€ V 有 HL oi;(a)=0;(0)},i<i,i,1=1, 
2,…,R， 则 易 证 Vi;i 是 V 的 子 空间 ， 从 略 。 又 ，01，02，…"*， 
ox 互 不 相同 ， 所 以 ， 对 于 cj，cji，i< 1， 存在 PEV， 使 i(CO) 
大 0;(B)， 即 BEV;;， 从 而 ，Y ;ij; 是 VY 的 真子 空间 

当 V,; 均 为 V 的 非 平 凡 子 空间 时 ， 由 第 六 章 久 已 有 结果 知 ， 
存在 SECEV， 使 9 不 属于 所 有 的 Vi， 即 ac(0)，as(0) OUMO) 
互 不 相同. 四 

当 {Vii} 中 有 平凡 子 空间 时 ， 则 只 能 是 零 空 间 ， 此 时 ， 只 要 
aEV，ac 关 0， 了 屿 有 ar， (a) + 0;(0), 将 这 种 平 及 子 空间 去 掉 ， 剩 
下 的 非 平 凡 子 空间 ， 归 缚 为 已 证 的 情况 ， 从 而 ， 仍 存在 SEY， 使 
o1(6)，o2.(《6)，…，o#(《6) 互 不 相同 ， 

例 6 设 V 是 F 上 的 n 维 线性 空间 ，o 是 V 的 线性 变换 , :并且 
0 与 V 的 全 体 线性 变换 可 交换 ， 证 明 ，o 是 数 腰 变 换 。 

证 明 取 V 的 一 组 基 z;,，e;，…，,， 设 o 在 该 组 基 下 的 完 
阵 为 A。 因为， 在 基 s:，s:*，…，sg* 之 下 ，Y 的 线性 变 换 与 2 阶 
抢 阵 一 一 对 应 ， 且 保持 运算 ， 所 以 ， 由 条 件 知 ，A 与 一 切 ” 阶 称 
阵 可 交换 。 又 ， 与 一 切 x 阶 矩阵 可 交换 的 矩阵 必 为 数量 所 阵 ， 而 
数量 卸 阵 与 数 乘 变换 相对 应 ,所 以 ,A 是 数量 矩阵 ,是 数 乘 变换 ， 

四 和 矩阵 相似 | : 

根据 第 阵 相 似 的 定义 ， 找 到 X， 使 B=X-:AX; 或 者 ,证 明 

与 是 线性 室 间 Y 的 线性 变 焕 在 不 同 基 下 的 年 险 ， 

例 7 设 有 两 个 n 阶 矩阵 

1 ll1 “有 0. 0 
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证 明 A 与 B 相 似 ， 

证 明 1 因为 P(i,j(kR))-!=P(i,j(-k))， 所 以 由 矩阵 的 恢 
法 得 到 P(1,2(1))P(2,3C1))…P(n—1,n(1))AP(n—1,n(—1)) 
…P(2,3(-1))P(1,2(-1)) 一 Bi， 


TE 
eB) -7 CA) 


所 以 ，A 与 B 相 似 ， : 

证 明 2 设 V 是 数 域 T 上 的 n 维 线性 空间 ，e1 ,82;,… ,Er 是 V 
的 一 组 基 ， 则 有 的 线性 变换 o， 使 0 在 e:，e，，…，e+ 下 的 矩阵 
为 B,， Bo(e()=ney, oe;)= 0, 1i=2, 3, '':， 1 

讽 71 一 1 十 ez 十 十 En 12 一 61 一 CE2 13 一 2 一 L8 "sy 
7Tn 一 El 一 En 则 务 证 7 772， '，D a 线性 无 关 ， 从 而 作成 VY 的 一 
组 基 . 易 知 CDi)= 595)==… 二 0(71) 二 nai 二 D1 十 7 十 十 7 
所 以 ，o 在 基 71，7:;、，…，77s 下 的 矩阵 是 A。， : 

因此 ，A 与 相似， z 

例 8 设 A 与 B 是 数 域 F 上 的 两 个 n 阶 矩阵 ，A"==B"= 0 ,但 
A" 二 0，B" 和 0，t 之 1， 证 明 A 与 8B 相似， 

证 明 1) 设 V 是 数 域 F 上 的 n 维 线性 空间 。e1，&;，…，&， 
是 VY 的 一 组 苦 ， 虽 有 VY 的 一 线性 变换 90， 使 0 在 £1，82，…，&6s 
下 的 矩阵 是 A。 由 A"= 0 但 AI 类 0 知 oa" 一 个 ,但 ae 了 人， 
从 而 有 cE V, 使 0"(a)== 0 但 0" 1(a) 关 0。 可 以 证 明 ，a， 
ca)，…，0" (co) 线 性 无 关 ， 从 而 作成 V 的 一 组 基 ， 此 处 从 
赂 。 易 知 ，0 在 基 G，o(a)，…，o”"!'(a) 下 的 矩阵 是 

7 0 0 “0 Q 
N= 10…00 


四 O O a 1 0O 上 
”二 GT， 


所 以 ， 人 与 人 相似 ， 

2) 同 理 可 证 ，B 与 N 相 似 . 

3) 因此 ，A 与 B 相 似 ， 

五 ”特征 值 与 特征 向 量 、 对 角 化 

根据 特征 值 与 特征 向 量 的 定义 与 性 质 ， 以 及 可 以 对 角 化 的 条 
件 ， 进 行 证 明 ， 

例 9 设 o,， rt 是 有 限 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ， 证 明 cr 与 
zc 有 相同 的 特征 值 。 

证 明 1 设 4 是 cr 的 特征 值 。 

和 4 二 0 ， 则 易 知 ot 不 是 单 射 ， 证 明 从 略 。 由 于 V 是 有 有限 维 
的 ， 所 以 ot 是 不 可 道 的 ， 从 而 o 或 r 是 不 可 道 的 ， 因 此 to 是 不 可 
逆 的 ，0 是 ro 的 特征 值 、 

若 4 了 0， 则 存在 V 的 向 量 cx 0， 使 (o7) (a)=ha。 设 
p=t(a)， 则 由 a 0 ，4# 0 得 ，a(8)=(or)(a) 王 4az 0， 从 
而 Pp 天 0。 所 以 ，(ro)(8)=(to)(r(a))=r((o7)(a) ) =r(ha) 
= 人 (rc) ) 二 4B， 因 此 ，/ 是 to 的 特征 值 ， 

辐 理 可 证 ， 夺 4 是 to 的 特征 值 ， 则 4 也 是 or 的 特征 值 。 因 
此 ，cz 与 rz5 有 相同 的 特征 值 ， 

证 明 2 设 g，t 在 V 的 某 组 基 下 的 矩阵 分 别 是 A，B， 又 ， 
是 a 阶 单位 矩阵，4 是 一 个 文字 ， 则 由 

CC 一 ) A ) 0 A) 


0 AEAM\E BA WE 1B 
AME 
两 边 取 行 列 式 得 4 FF np | =A4"(—1) |4E— ABI. 
E 0wWA AE AE 
间 理 ， 由 (8 1EM(E = = BA 0 ) 
得 和 A 4 = A"(-1)"2|AE—BA|. 
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所 以 ，|4E 一 AB|==|4E 一 BA1, ort 与 ro 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 
因此 ，ot 与 ro 有 相同 的 特征 值 . 
例 10 设 A，B 都 是 数 域 Fi 的 n 阶 矩阵 。 着 有 F 上 的 n 阶 可 道 
,矩阵 X， 使 X"!AX，X-1BX 间 时 为 对 角形 ， 则 AB=BA。 反 
之 ， 若 A，B 都 可 与 对 角形 相似 ， 且 AB= BA， 则 有 F 上 的 w 阶 可 
逆 插 隆信， 使 六 1AX，X-1BX 间 时 为 对 角形 。 
证明 1) 由 于 X 1AX，X~!1BX 同 时 为 对 角形 ， 所 以 
(X IAX)(X :BX)=(X-"!BX)(X"'!AX)， 因 此 ，AB=BA.， 
2) 设 V 是 数 域 F 上 的 n 维 线性 空间 ， 取 V 的 一 组 基 (A), 则 有 
V 的 线性 变换 co，r， 使 得 g，7 在 基 ( 人 A) 下 的 矩阵 分 别 为 A， B。 
由 AB=BA 得 ot==7to.， 
由 于 人 A 与 对 角形 相似 ， 所 以 V 可 以 分 解 为 
V= Vit Vi ®t Vt (1) 
其 中 ;为 0 的 特征 位 ， V4 为 0 的 属于 特征 值 4; 的 特征 子 空间 . 
由 于 8B 与 对 角形 车 似 ， 所 以 rt 有 tn 个 特征 向 量 61:，B;，…，pB， 
作成 了 的 一 组 基 。 人 不 站 设 D 是 rz 的 属于 特征 值 o;, 的 特征 向 量 ， 由 
于 B11 E Y， 所 以 可 以 把 A 按 (1) 式 分 解 ， 得 
一 all 十 al 十 … 十 Gat QIi ECG Yi (2) 
表 法 是 唯一 的， 由 al;€ V4; 知 411， CGI129 “9 cai 中 了 路 零 向 量 之 
外 ， 都 是 的 特征 向 量 ， 下 面 证 朋 ，4a1,， al …，dit 中 除 零 疝 
量 外 ， 都 是 z 的 特征 向 量 ， 
用 rt 作 用 于 (2) 的 两 边 ， 有 z 
Pi)=p1Bi=piaiit*+piaie (3) 
Pi)=7(a11) + + 7a) | (4) 
由 于 ot 二 ro， 所 以 可 证 V4i; 在 tr 之 下 不 变 ,因此 ,rt(al;)E€ Vi, 
从 面 (3),，(4) 部 是 cB1) 的 按 (1) 式 的 分 解 式 ， 由 叭 --- 性 知 ， 
ra011)=Ppia4i, 1 二]，2，……， i, 即 cu,， a12， ,Git 中 除了 
等 问 量 之 外 ， 都 是 的 特征 向 量 ， 自 然 同 时 也 是 o 的 特征 向 量 ， 
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同上 ， 依 次 对 6,，…，p ,讨论 ， 最 后 得 到 

Gil 0 0It G219 2 Gnis "Ss Unt (5) 
并 且 ，(5) 中 除 零 向 量 外 ， 都 是 tz 和 oo 的 公共 特征 向 量 。p 1,，p，， 
:…， ,可 由 (5) 线 性 表 出 ， 叉 由 PB1，B,,…，pBs 是 V 的 一 组 基 知 ， 
(5) 可 由 B11，pB2;，…，B ;线性 表 出 ， 所 以 (5) 与 B1，Bs， Pn， 
可 以 互相 线性 表 出 ， 从 而 可 以 在 (5) 中 找到 ”个 线性 无 关 的 向 量 作 
成 的 一 组 基 (*)。 在 基 (* ) 之 下 ，ac，z 的 矩阵 均 为 对 角形 。 设 
V 的 基 (A) 到 (* ) 的 过 渡 詹 阵 是 X， 则 X "1!AX，X-!1BX 分 别 是 
o, Tr 在 (*) 下 的 矩 隆 ， 即 X"!1AX，X -1BX 同 时 为 对 角形 ， 

六 ”不 变 子 空间 | 

根据 不 变 子 空间 的 定义 进行 证 明 ， 有 时 与 特征 值 特征 向 
量 、 特 征 多 项 式 联系 在 一 起 ， 所 以 ， 要 注意 综合 使 用 各 种 有 关 的 
知识 。 

例 11 设 o 是 数 域 F 上 向 量 空 间 V 的 一 个 线性 变换 ， 并 且 o? 
一 0。 证 明 ， 

1) o (0)={s~o(é)|s € V}; 

2) VY 一 0 1(0)Wo( VV); 

”3) 着 z* 是 的 线性 变换 ， 则 ca- :00) 和 a(C Y) 都 是 t 的 不 变 子 
过 间 人 CT 一 7GO。 

证 明 1) 设 -W= {6 一 ols)| 5€ VV}。 对 任意 5€ V， 
o(s—0(8))=o0(5) 一 0*(8) 二 0， 所 以 WGo 1:(0)。 对 任意 的 
7€0-1(0), 有 ca(7)=0 ,所 以 7 一 0(7)EW, 从 而 o71(0)EW， 
因此 ，co (0)= 二 {5 一 o(6)1ls € V}. 

2 ) 因为 ,对 任意 5s€ V,s== 《5 一 0(5)) 二 oC(8)， 所 以 ，YV 
二 0 (0) 十 o( VV). 对 于 任意 7 E07:(0) 则 oco( Y) ,有 1E€0- :1(0) 
且 7€o《 VY)， 所 以 ， 存 在 6 E€ V 使 0 (56) = 二 no (1))==0， 
从 而 7 二 7 一 0 (7 ) 二 7 一 0:(6) 二 0， 因 此, o-!1(0)N 册 co (Y) 
={0}, V=0o-!(0)@o( YY). 
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3 ) 全 .对 任意 xc E V, 由 2 ) ,a=ai 十 Qs, 其 中 aj Eo-1(0)， 
“Qs€0o( VV)， 存 在 B 使 a; 二 o()。 因 为 0-1(0),，o(Y) 
都 是 z 的 不 变 子 空间 ， 所 以 〈ro) (ca) = (ro) (a1)++ (ro)(a;) 
=(roj(cas)=(ro)(c(6))=(ro2)(0)=(ro)(8) E coCV)， 从 
而 存 在”€ V 使 (r0)(pB)=o(7)。 而 (cr) (a)=(o7) (a1)+ 
(or)(a;)=(07)(a)=(07)(0(B)) =0((r0)(P))=0(0(y)) 
二 0(7)。 因 此，(r0)(a)=(o7)(a)， 即 ro=or. 

千 。 设 07 二 tr。 对 于 o-1(0) 中 的 任意 向 量 5 一 o(5)， 有 
r(s—o(s))=7(E)—(ro)() =r(£) —o(r(£)) Eo-1(0)， 所 以 

0 《0) 是 rz 的 不 变 子 空间 。 对 于 任意 7 Eo( V)， 存 在 EE€ V， 使 

?一 cs)， 有 r(7) 一 r(a(E)) 一 (ro0)(8)=0(7(£)) Eo V)， 所 
以 ，o( V) 是 + 的 不 变 子 空间 . | 

例 12 设 V 是 数 域 F 上 的 n 维 线性 空间 ，o 是 V 的 线性 变换 ， 
证 明 ， 

1) 大 W 是 V 的 非 平 凡 不 变 子 空间 ， 则 olW 的 特征 多 项 式 
j (olW)(4) 整 除 fo(4); 

2) 阁 co 有 +n 个 互 异 的 特征 值 , 则 o 共 有 2" 个 不 变 子 空间 : 

证 明 1) 取 W 的 一 组 基 e ,， 上 2 和 Cn 将 它 扩充 为 V 的 
一 组 基 e1，e。，，…，em，Em+1，…，en。 设 0 在 该 组 基 下 的 矩 阵 


为 A ， 则 
: A ( C 
~“\o Dh, 
oe Co “9 em 下 的 挫 隆 ， 从 而 ， 
| 4E,— -C1 
fID B,D =/(0)h0). 


但 j(ow)(4)=fa(4)， 所 以 f(ow)(4) 整 除 fo(4)， 
2) 设 4，， 41,， … ,4 ,为 0 的 n 个 互 异 的 特征 值 ， CI1yCC2 ”5 
Qs 分别 为 0 的 属于 4,， 42， "9 A: 的 特征 向 量 ， 则 cx， C29 
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…，Qn 线 性 无 关 ， 有 是 fo(4)=(4 一 41)(4 一 4,)'(4 一 4,)。 

设 W 是 0 的 m 维 不 变 子 空间， m 之 1， 则 由 1) 知 ， (ow)(4) 
二 (4 一 4; (4 一 hi )… (4 一 4i,)， 所 以 ，W 中 有 o 的 特征 向 量 
cil ai …， aimn 作 成 它 的 基 。 反 之 ， 具 有 这 样 的 基 的 子 空间 
是 0 的 不 变 子 空间 。 因 此 ，o 兴 有 2" 个 不 变 子 空间 ， 


$5 ”补充 资料 


I 线性 映射 
设 V 与 了 /是 数 臧 F 上 的 丙 个 线性 空间 ，ac 是 了 到 所 “的 味 射 ， 
车 0 满足 


ol(a+pb)=o0o(a)+o(B), Va,pEV, 
oa(kha)=ko(a), Va€ V, VREF, 
则 称 c 是 V 到 V“ 的 线性 映射 或 线性 算 子 . 

当 V 二 了 /时 ， 线 性 映射 就 变 为 线性 变换 ， 

设 V 与 V' 分 别 是 n 维 与 m 维 线性 空间 ，o 是 到 V 到 V’ 的 线 件 
映射 ， 任 意 取 定 Y 的 一 组 基 e 1，e。，…, ew 与 VY/ 的 一 组 基 e 1 ， 
82 ''', Em , 大 

fo(e1)=aries’ +asies’ + tanien 
| Oo(e2)=a1221 十 a2282 十 十 dm2Em’ 
Ce) oe tae de hae, 
即 ， 可 以 “形式 地 ” 写 为 
O(e1,62,°° ,En)—=(0(81),0(es), ,oes))= (ee, ,, 


en’)A, 
后 Ci2 CT 
0 本 三 恒 
其 中 A= 21 (0422 CC2n 
a 0 0 
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则 称 人 是 线性 映射 0 在 基 e 1，82，…，&4 与 基 E1'，82 ，…，8m 
下 的 矩阵 , 
若 0 在 基 E1，8，，…，eEw 与 基 E 1 ，&8， ，…， en 下 的 矩阵 是 
A， 在 基 7:，7*，…，7* 与 基 T117"，7:/，…，1w/ 下 的 矩阵 是 
B，si，e ，…，8n 到 71，7，…，7n 的 过 渡 矩 阵 是 P，s,， 
E20, 1 En By, D2 7/ 的 过渡 矩阵 是 Q,， 则 8B 
一 Q 1!AP, / / 
”大 0 在 基 2 1!，e，,，…，E4, 与 基 E21'，&, ，…，em /下 的 矩阵 
是 A， 其 秩 为 -， 则 存在 基 7 1，77;，…，77 ,与 基 117/，7，/， 0 
Im/， 使 ac 在 基 7:，7:，…，7* 与 基 1i/，7*/，…，7w/ 下 的 乱 


. 阵 是 
bE,. Or,nr 
(0 0.,) 
Ef 根子 空间 
设 V 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ，c 是 的 线性 变换 。 若 对 于 p6 
F， 存 在 cE V，a*0， 使 得 (pTe 一 o)*(a)=0， 其 中 hh 为 正 整 
数 ， 则 称 c 是 c 的 属于 po 的 根 向 量 。 
蔡 0 的 属于 p 的 根 向 量 存在 ， 则 p 是 o 的 一 个 特征 值 。 反 之， 
大 Pp 是 0 的 特征 值 ， 则 ao 的 属于 p 的 根 向 量 必 存 在 ， 
属于 线性 变换 o 的 某 一 固定 特征 值 p 的 所 有 根 向 量 再 添上 零 
问 量 ， 组 成 的 一 个 子 空间 , 称 为 0 的 属于 特征 值 p 的 根子 空间 ， 
属于 ca 的 不 同 特征 值 的 根 向 量 线性 无 关 。 
行 Di， PDP2, *'', Pp; 是 线性 变换 o 的 不 同 的 特征 值 ， 人 1 (0s, 
…，as* 分 唱 是 属于 0，px，…，p: 的 根 向 量 ，a 一 ai 十 cs， 十 … 
Ta:s，ak W，W 是 0 的 不 变 子 空间 ， 则 a; EW, i=1,2,…,s， 
不 同 的 根子 空间 的 交 是 零 空 间 ， 从 而 其 和 是 直 和 。 
大 % 是 c 的 属于 p 的 根 问 量 ，(oTe 一 co)"(a)=0， 但 (poTe 
一 0OJ” (al) 关 0 则 称 a 是 0 的 属于 特征 值 p 的 m 次 根 向 量 ， : 
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2 维 线 性 空间 中 的 任何 根 向 量 的 次 数 都 不 大 于 %。 

车 有 一 个 o 的 属于 特征 值 p 的 n 次 根 向 量 ， 则 co 让 V 的 某 组 基 
下 的 矩阵 是 奉 当 块 。 

页 ” 极 小 多 项 式 

设 V 是 数 域 F 上 的 2 维 线 性 空间 ，c 是 了 的 线性 变换 ，0(47 是 
F 上 的 首 1 多 项 式 。 若 g(4) 是 使 9(c) = 了, 的 次 数 最 小 的 多 项 式 ， 
则 称 9(4) 是 c 的 极 小 多 项 式 ， 也 称 为 最 小 多 项 式 ， 

5 的 极 小 多 项 式 存 在 且 唯 一 . 

若 944) 是 ac 的 极 小 多 项 式 ，/ 帮 4) 为 F 上 的 任 一 多 项 式 ， 则 
六 coc)=To 拓 9g(4)17CD)。 

类 似 地 定义 n 阶 窍 阵 的 极 小 多 项 式 ， 并 证 明 上 面 的 两 条 结论 ， 
进而 ， 相似 矩阵 有 相同 的 极 小 多 项 式 ， 著 A 一 [Ai, A,,…, A,), 
旭 人 的 极 小 多 项 式 是 A,, A,,…,A ,的 极 小 多 项 式 的 景 小 公 倍 式 ， 

就 一 定 意 义 上 来 说 ， 一 绒 性 变换 的 极 小 乡 项 式 前 是 某 一 类 和 
阵 的 极 小 多 项 式 ， 

k 阶 若 当 块 1(4,,k) 的 极 小 多 项 式 为 (4 一 14,)*。 

数 域 F 上 n 阶 和 矩阵 A 与 对 角形 矩阵 相似 的 必要 充分 条 件 为 A 的 
极 小 多 项 式 是 F 上 互 素 的 一 次 因 式 的 乘积 。 

数 域 F 上 的 ” 维 线 性 空间 Y 的 线性 变换 co 在 V 的 某 组 下 的 矩阵 
为 对 角形 的 必要 充分 条 件 是 0 的 极 小 多 项 式 是 FE 上 互 素 的 一 次 因 
式 的 乘积 。 

复数 域 C 上 n 阶 矩阵 A 与 对 角形 相似 的 必要 充分 条 件 为 A 的 极 
小 多 项 式 没有 重 根 。 

责 商 空间 的 诱导 变换 

设 V 是 数 域 F 上 的 n 维 线性 空间 ，o 是 “的 线性 变换， M 是 ar 
的 不 变 子 空间 。 作 

O V/M> V/M， Tc+MJ=ogoyTM ya€ V， 

则 ao 是 V/M 的 一 个 变换 ， 并 且 是 线性 变换 . 称 c 是 c 在 商 空 间 
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V/M 内 的 诱导 变换 。 

在 MM 内 取 一 组 基 E1，e，，…，8;， 扩 充 为 V 的 一 组 基 e |,e,， 
‘2 84。 设 

ole Ertt)=artiy riaeri tan riient hr +s, 
其 中 =1,2,…,n 一 r，Bris€E M， 则 ery1 十 M，er ys 十 M,…， 
e, 十 M 组 成 V/M 前 一 组 基 。 并 日 
ol(esys+M)=o(e,,s)+M 

ae:sTM)=a(e DTTM=(c sse 十 … 十 anyr+kenh) 
十 M 一 ar ra(erst+M) tan rs(erst M), 
从 而 ， 0 在 V/M 的 基 e ,ra 十 M， en 十 M 下 的 矩阵 为 


fe | 
A=| 
/. 
1° 


Qnyr+l "On 


此 时 ， 0 在 基 e， C2 > Er, er+ 
Ai A, 
WE) 

0 的 特征 多 项 式 为 fo( 和 ) 二 14E 一 41||4E 一 A |。 因此 ,，o 的 特 
征 多 项 式 f=(4) 二 [4E 一 人 | 是 0 的 特征 多 项 式 fo(4) 的 因 式 ， 

Y 二 阶 三 阶 和 矩阵 的 若 当 形 

设 V 是 数 域 F 上 的 n 维 线性 空间 ，o 是 V 的 线性 变换 。 若 o 的 
特征 多 项 式 的 根 全 在 F 中 , 则 o 的 任意 r 个 线性 无 关 的 特征 向 量 7 ，， 
2s **', 7:(? 之 1) 均 可 以 扩充 为 VV 均一 组 基 7 1， Nz2s '", Dr, 
2 +1， 9 使 ac 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 如 下 形式 


…， en 下 的 矩阵 为 


A A, 
A= 
(sa) 
其 中 A!，As 分 别 为 r 阶 与 一 r 阶 矩阵 ， 且 
能 Gr+t) r+l Urilsn 
Al= 42 A ,一 * : 
4 ，， a 
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设 0 尽 复数 域 上 二 维 线性 空间 VV 的 一 个 线性 恋 换 ， 则 有 7 的 
.一 组 基 ));，77;,， 使 0 在 该 组 基 下 的 窍 阵 为 下 列 两 种 形式 之 一 ，; 
(0720), (0'71). 
 ” 设 0 是 复数 域 上 三 维 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 ， 则 有 的 
一 组 基 7 1 ,7，,，，97s ,使 o 在 该 组 基 下 的 插 阵 为 下 列 三 种 形式 之 一 : 
[4 0 0 /A 0\ “4 1 0\ 
0 14， 。 i, 1 | | 0 4) 
oo Nha/ ， 0 0 4,/， \0 0 1 
VY 等 零 矩 阵 的 标准 形式 
设 V 是 数 域 F 上 的 ” 维 线性 空间 ，c 是 了 的 线性 变换 。 若 存在 
下 整数 m， 合 0" 二 。， 则 称 0 是 一 个 蛤 零 变换 ， 
当 0 是 才 零 变换 时 ， 一 定 存 在 最 小 的 正 整数 r， 使 0'= 
从 而 ,0 的 极 小 多 项 式 是 x'。 于是， 存在 so€ V， 使 0'(# 6) 二 0, 而 
0 i(é0)*0, 所 以 5， CC5o 3 oo) 线 性 无 关 ， 而 由 这 
些 向 量 生成 的 子 空 间 到 是 * 维 的 。 允 称 为 关于 co 的 一 个 循环 子 
空间 ， 简 称 0- 循 环 子 空间 . 
车 存在 一 个 疝 量 5 和 一 个 正 整 数 r， 使 得 ，1) 6。，o($,)， 
0 1(50) 构 成 WW 的 一 组 基 ，2)o (6,)= 二 0， 则 称 纯 是 循 子 空 
间 W 的 一 个 生成 同 量 ， 称 5o，o0(50),，…，o 1(50) 是 WW 的 一 个 
循环 基 ， 
若 W 是 一 个 0- 循环 子 空间 ， 而 6 6， o(é0), 机 0 (5o) 是 
江 一 个 伯 环 要 ， 风 9 在 W 上 前 限制 91W 且 W 多 一 个 下 朗 折 


并 且 在 这 组 基 下 的 盾 是 形 各 
0 0…0 0 


机 0…0 0 / 
N,=10 1 0…0 0 


00 0…1 0 
。276。 


的 一 个 * 阶 矩阵 ， N , 称 为 一 个 r 阶 震 零 车 当 和 矩阵 或 畦 零 若 当 块 . 

设 co 是" 维 线性 空间 V 的 一 个 宕 零 线性 恋 换 ， 则 站 可 以 分解 
为 -循环 子 空间 的 直 和 了 一 WW ,四 W ,四 … 四 四 ,， 并 且 r ,7 之 
‘7,， ri =dimW, ?二 1,2,."",S : 

每 一 个 n 阶 瞪 零 矩阵 痢 与 一 个 形 如 N 二 (Nr,,Nr,,.,N:,)】 
的 矩阵 相似 ,其 中 Ni 是 一 个 7 ; 阶 短 零 车 当 块 ,7 ,之 7 ,之 … 之 7,， 

设 c 是 ” 维 线性 空间 V 的 一 个 者 零 线性 变换 。 若 有 两 种 方式 将 
V 分 解 为 0- 循 环 子 空间 的 直 和 V==W,DW,@…@W,=U,@U， 
DDDU,, 并 有 dimW 一， i =1,2,.,s,dimU,=p;,jij=1, 
2,…,t， 满足 71 之 7 ,之 … 之 r;,， pi 之 p1 之 … 之 pt， 则 s=4， 
rr ;二 pp;, 1=1,2,'",5 

而 ”特征 值 的 计算 与 估计 

当 n 较 大 时 ， 利 用 定义 求 # 阶 矩阵 A 的 特征 值 是 很 困难 的 ， 原 
因 在 于 ，1) 将 行列 式 |4E 一 A1 展 开 为 4 的 n 次 多 项 式 ， 计 算 量 巨 
大 ，2) 求 出 n 次 多 项 式 f,(4) 的 根 ， 没 有 一 般 的 方法 。 因 此 ， 必 
须 探讨 求 矩 阵 的 特征 值 的 一 些 有 效 的 方法 .现在 已 找到 了 许多 这 
样 的 方法 ， 最 常见 的 是 ，1) 克 雷 洛 夫 方法 ，2) 达 尼 列 夫 斯 基 广 
法 ; 3) 勒 弗 里 叶 方 法 。 

复数 域 上 n 阶 矩阵 的 % 个 特征 值 是 复 平面 上 的 m 个 点 ， 对 于 它 
们 所 在 的 位 置 ， 给 出 一 个 范围 ， 就 是 特征 值 的 估计 问题 。 这 方面 
的 结果 很 多 ， 此 处 仅 列 出 两 个 基本 的 定理 . : 

圆 盘 定理 1 。 设 A=(cii) 为 任意 4 阶 复 矩阵 ， 则 A 的 特征 值 
都 在 复 平面 上 的 n 个 圆 |z 一 ai ;1<<R;，i 一 1,2,…,n 的 并 集 内 ,其 
中 人 ;一 |ai| 十 … 十 |ai | 十 le 十 … 二 | 

圆 盘 定 理 2 。 由 圆 盘 定 理 1 的 所 有 圆 组 成 的 连通 部 分 中 任意 
取 一 个 , 若 它 是 由 & 个 圆 组 成 的 , 则 在 这 个 连通 部 分 中 必 有 且 只 有 
A 的 & 个 特征 值 ( 对 角 线 元 素 有 相 同时 重复 计算 ， 特 征 值 有 相同 
时 也 重复 计算 ) 。 
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全 历史 资料 点 注 

从 行列 式 理论 中 带 来 的 另 一 个 概念 是 n 阶 矩阵 的 特征 方程 ， 
它 定义 为 | M 一 4E| 二 0， 这 里 ，|M 一 4E| 是 矩阵 M 一 4 的 行列 
式 ， 而 上 是 单位 矩阵 。 这 一 术语 是 由 栖 西 引进 用 于 行列 式 的 。 

特征 方程 的 概念 隐 合 地 出 现在 欧 拉 的 化 三 个 变数 的 二 次 型 到 
它们 的 主轴 上 去 的 著作 中 ， 但 他 对 特征 根 的 实 性 没有 给 出 证 明 。 

特征 方程 的 概念 首先 明确 地 出 现在 拉 格 朗 日 关于 线性 微分 方 
程 组 的 着 作 中 ， 也 出 现 于 拉 普 拉 斯 在 同一 领域 的 著作 中 。 拉 普 拉 
斯 的 特征 方程 《也 称 长 期 方程 ) 联系 于 一 个 六 阶 行列 式 , 而 4 的 值 
确定 了 微分 方程 组 的 解 . 

柯 西 从 欧 拉 、 拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 的 著作 中 认识 了 共同 的 特 
征 值 问 题 。 他 在 1826 年 的 《 几何 中 无 穷 小 演算 的 应 用 教程 》 中 着 
手 研 究 化 简 三 个 变数 的 二 次 型 的 问题 ， 并 证 明了 特征 方程 在 直角 
坐标 系 的 任何 变换 下 是 不 变 的 。 他 在 1829 年 的 《 数学 练习 》 中 ， 
开始 研究 行星 轨道 的 长 期 不 等 式 ， 证 明了 用 一 个 线性 变换 同时 化 
两 个 二 次 型 为 平方 和 ， 再 次 用 到 特征 根 概念 。 

在 1858 年 的 文章 中 ， 上 山菜 宣 告 了 一 个 结果 ， 现 在 称 为 任意 阶 
矩阵 的 Cayley-Hamilton 定 理 . 这 定理 说 ,在 特征 方程 | M 一 AE 
二 0 中 ,用 M 代 兰 4， 则 得 到 的 矩阵 是 零 算 阵 。 凯 菜 说 ， 他 对 3 阶 
的 情况 进行 了 验证 ， 又 说 进一步 的 证 明 是 不 必要 的 。 哈 密 尔 顿 与 
这 定理 的 关系 是 根据 下 列 事 实 ， 即 在 他 的 《 四 元 数 讲义 》 中 引进 
问 量 的 线性 向量 函数 ， 涉 及 到 一 个 线性 变换 ， 该 变换 的 矩阵 满足 
它 的 特征 方程 。 弗 罗 宾 纽 斯 在 他 1878 年 的 文章 中 给 出 了 这 定理 的 
第 一 个 一 般 性 的 证 明 ， 且 对 和 拢 阵 的 特征 根 有 一 些 是 相等 的 情况 修 
改 了 这 个 定理 ， 并 提出 了 极 小 多 项 式 的 概念 ， 

弗 罗 宾 纽 斯 对 于 特征 方程 提出 了 一 个 问题 ， 他 要 找 极 小 多 项 
式 ， 即 矩阵 所 满足 的 次 数 最 低 的 多 项 式 。 他 说 ， 它 是 由 特征 多 项 
式 的 因 式 所 形成 的 ,而 且 是 唯一 的 .Kurt Hensel (1861 一 1941 ) 
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在 1904 年 的 文章 中 证 明了 唯一 性 ， 还 证 明了 极 小 多 项 式 装 除 化 和 
多 项 式 . 
Heniy Jaber 在 1890 年 的 一 篇 文章 里 作为 显然 的 事实 断言 ， 
设 x" 一 mx 十 msx" ?一 … 土 m4 二 0 是 任 一 n 阶 奸 阵 M 的 特征 
方程 ， 则 M 的 行列 式 是 m,。 著 把 矩阵 的 主子 式 理解 为 这 样 的 子 
式 的 行列 式 ， 这 些 子 式 的 对 角 线 是 矩阵 M 的 主 对 角 线 的 一 部 分 ， 
则 mm ;是 i 阶 子 式 的 和 。 于 是 特别 地 ，m ,是 主 对 角 线 元 素 的 和 ， 它 
也 是 特征 根 的 和 ， 这 和 称 为 矩阵 的 迹 。 浙 育 的 证 明 是 由 别人 给 出 
的 ， 


3$6 基本 习题 


1 下 面 所 定义 的 变换 是 不 是 线性 变换 ? 

1) 在 线性 空间 V 中 ，o(a)=a+B; BE V 是 一 个 固定 向 量 ， 

2) 在 线性 空间 VY 中 ，o(a)=p，BE V 是 一 个 固定 向 量 ; 

3) 在 Fs 中 ， o((x1, x2 %3))= (x1? ,2 十 Xs, Xs ), 

2 ”证 明 下 列 变换 是 线性 变换 ， 

1) 在 M,(F) 中 ，c(X)=BXC，B，CE M， (F) 是 两 个 国 
定 和 矩阵 ; 

2) 在 实数 域 上 的 线性 空间 Cla,65)】 中 定义 变换 o(f(x)) 
=| 4CD7CDat 其 中 R(1) 是 CLa,5) 上 的 一 个 固定 的 连续 函数 ， 


3 在 M,(F) 中 ， 定 义 
oo 人 GD = 
六 ii 了 2 入 F, 求证 ui， 0: 都 是 M :(F) 的 线性 变换 ， 并 求 o | 十 o,， 


CIG2。 


4 上 题 中 ， 分 别 求 o1，o 0: 在 基 上 上 ,,,， 上 4 12, 已: ,下 :: 下 的 
29。 


“5 3 维 线性 空间 的 线性 变换 o 在 VY 的 基 e:，e,，e， 下 的 


生生 
| 3 10) 
A=| -4 -1 
-821 
. 试 求 c 的 特征 值 与 特征 向 量 . 


3 A\# 
6 计算 人- 2 
7 证明， 凑 o，7t 是 n 维 线性 空间 VY 的 任意 两 个 线性 变换 ， 
则 cr 一 rr 天 工 e。 四 

8 议 A 是 2 阶 符 阵 ，9>1，A:0， 但 Ar 一 0， 证 明 A 不 能 

与 对 角形 矩阵 相似 . 
” “9 ” 证明， 若 线性 空间 V 的 线性 变换 o 以 V 中 的 每 个 非 零 向 
量 作为 它 的 特征 向 量 ， 则 ca 是 数 乘 变换 ， 

10 ”op 表示 线性 空间 F(x) ,的 微分 变换 : ooCf (x))=f'(x)， 
证 明 op 的 全 部 非 零 不 变 子 空间 有 nn 个， 它们 是 F(x)n，0 达 mn， 


EY 
A 


第 八 章 人- 和 矩阵 
$1 概括 说 明 


通过 求 特征 值 与 特征 向 量 来 化 简 和 矩阵 ， 仅 能 解决 对 角形 的 问 
题 ， 即 ， 若 矩阵 A 与 对 角形 矩阵 相似 ， 则 可 求 得 可 逆 矩 阵 X， 使 
X-!1AX 是 对 角形 矩阵 ; 而且， 计算 相当 复杂 。 为 了 在 一 般 情 况 
下 化 简 和 矩阵 ， 就 必须 从 理论 上 考虑 另外 的 方法 ， 于 是 就 产生 了 
4A- 矩阵 的 理论 。 

求 特征 值 与 特征 向 量 ， 首 先 求 特征 多 项 式 | iE 一 A| 的 根 ， 
而 且 ，A 可 和 否 化 简 ， 部 分 地 取决 于 14E 一 A| 的 根 的 情况 ， 从 而 
就 引导 人 们 考虑 A 的 特征 矩阵 4E-A， 该 矩阵 的 元 素 中 含有 文字 
414， 换言之， 其 元 素 是 4 的 多 项 式 ， 这 就 是 一 个 4- 和 矩阵 ， 

通过 研 究 4- 什 阵 ， 进 一 步 解决 矩阵 化 简 的 问题， 给 出 了 此 
阵 的 各 种 “标准 形 ”， 建 立 了 完备 的 理论 。 而 且 ， 通 过 初等 变换 
这 样 的 简单 可 行 的 步骤 ， 就 可 以 具体 地 求 出 标准 形 ( 当然 ， 没 有 
求 出 过 渡 和 矩阵 ) 。 因 此 ，4- 和 矩阵 的 理论 是 十 分 重 歌 的 ，4- 竹 阵 
是 人 研 守 矩阵 的 一 个 有 力 工具 ， 

本 章 中 ，4- 和 矩阵 用 A(4)，B(4),… 表 示 , 而 A，B，… 表 示 
矩阵 ， 即 以 前 各 章 中 以 数字 为 元 素 的 矩阵 有 上 时， 为 了 强调 ， 说 
成 数字 和 矩阵。 由 于 数字 也 是 4 的 多 项 式 , 所 以 矩阵 也 是 4 -矩阵 ， 

本 童 的 内 容 分 为 四 个 部 分 ，4- 矩 阵 及 其 标准 形 ， 不 变 因子 
与 初等 因子 ， 寻 阵 相似 的 条 件 ， 若 当 标 准 形 ， 

如 同 第 四 章 那样 ， 对 4- 矩 阵 ， 要 讨论 加 法 、 乘 法 、 行列 式 、 
子 式 、 秩 、 可 道 ， 站 研究 初等 变换 、 等 价 、 标 准 形 ， 研 究 行列 式 
因子 ， 从 而 证 明 标 准 形 的 唯一 性 . 
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不 变 因子 、 初 等 因子 ， 是 4- 丛 阵 自身 的 理论 问题 ， 同 时 是 
研究 矩阵 的 各 种 标准 形 的 基础 与 工具 ， 

本 章 中 所 述 华 阵 相 似 的 条 件 ,主要 是 ,2 阶 上 矩阵 A 与 3 相似 当 且 
仅 当 (41- 和 抢 阵 ) 4E 一 A 与 1 一 B 等 价 。 从 而 ， 葛 定 了 用 -矩阵 
研究 数字 矩阵 的 基础 。 | 

用 -矩阵 的 理论 研究 复数 矩阵 ， 证 明了 上 一 章 中 关于 若 当 标 
准 形 的 遗留 定理 ， 并 且 ， 给 出 了 具体 的 求法 。 

本 童 的 补充 资料 是 ，4- 矩 阵 的 除法 ，Frobenius 标准 形 ， 
Jacobson 标准 形 ， 历 史 资 料 点 滴 ，。 


32 内容 提 要 


| 4- 矩阵 及 其 标准 形 
一 ” 定义、 运算、 行列 式 、 秩 
1 定义 
设 F 是 一 个 数 域 ，4 是 一 个 文字 ， 作 多 项 式 环 F(4)， 
是 “各 (和 中 的 多 项 起， 则 称 议 矩 隆 古 数 域 F 上 罗 一 个 
4- 气 阵 ， 记 作 A(4)，B(4)， 
数 域 F 上 的 抢 阵 仍 记 为 人 B， …， 为 了 量 苦 与 4- 矩 阵 的 区 
别 ， 有 时 称 为 数字 矩阵。 当然 ， 数 字 矩 阵 也 是 本 矩阵， 
两 个 4- 矩 阵 A(4) 与 B(4) 相 等 eSA(4) 90 都 是 mxn 第 
阵 ， 且 任意 (i， 门 元 素 均 对 应 相等， 
2 运算 
加 法 .两 个 中 xn 的 4- 扼 阵 A(i) 与 B( 和 相 加 ， 就 是 对 应 位 
置 二 的 元 素 相 加 ， 其 和 记 作 A(4) 十 B(4)。 加 法 适合 交换 律 ” 结 
合 律 . 由 B4) 司 以 定义 一 B(4)， 从 而 定义 减法 ，A( 和 一 BC4 ) 
一 A( 人 4 十 (一 B(C4))。 
乘法 . 由 xXa 的 4- 宇 阵 A( 妨 =(aii(4) ) 与 xs 的 4- 手 阵 
B(4)==(b;;(4)) 相 乘 ， 其 积 是 -- 个 m x s 矩 降 ， 记 作 A(4)B(4), 
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为 

积 的 (i， 门 元 素 为 ZS (4)5 (4)。 乘 法 适合 结 合 律 ， 不 适合 
交换 律 ， 习 法 对 加 法 适合 ( 左 与 右 ) 两 个 分 配 律 ， 

3 ”行列 式 与 子 式 / 

nxn 的 4- 第 阵 秆 隆 A(C =(aj;j()) 的 行列 式 定义 为 
IA(DI= 位 CD Taj (aos, (00 (1). 

1 172 : 

4- 矩阵 的 行 j 列 式 具有 第 章 中 关于 行 列 式 的 各 种 性 质 及 展 
开 规 则 ， 

对 于 两 个 Xn 的 入 - 窍 隆 A(4) 与 BC(4), 及 立 |ACDBCDI- 
=|ACAIIBCAODT,. 

在 m Xn 的 4- 矩阵 C(4) 中 ， 固 定 k 行 8 列 , 其 交点 处 的 个 
元 素 组 成 一 个 R 阶 行列 式 ， 称 为 C(4) 的 一 个 & 阶 子 式 。 其 中 ， 
1 <h<min(m, 1). 

4 秩 

车 4- 和 矩阵 A(4) 中 有 一 个 r( 之 1 ) 阶 子 式 不 为 零 ， 而 所 有 7 十 1 
阶 子 式 ( 车 还 有 的 话 ) 全 为 零 ， 则 称 AC4) 的 各 为 r.。 零 窜 阵 的 秩 
为 零 。 

| 接 照 上 六 定义 求 区 相当 让 可 以 用 后 后 面 的 方法 求 出 ， 

二 可 北 4- 和 矩阵 

设 A(4) 是 一 个 n xn 的 4- 矩 阵 。 车 有 一 个 nxn 的 4- 矩 阵 
B(4)， 使 A(4)B(4) 二 BCA)A(4)=E， 其 中 FE 是 n 阶 单位 矩阵 ， 
则 称 A(4) 是 可 逆 和 矩阵 ， 称 B(4) 是 A(4) 的 一 个 闭 和 矩阵 。 

若 A(4) 可 逆 ， 则 其 逆 和 矩阵 唯一 ， 记 作 A-!(4)， 

nX# 的 4- 和 矩阵 A(4) 可 道 e>|A(4)| 是 一 个 非 零 常数 。 

若 nXn 的 4- 矩 阵 A(4) 可 逆 ， 则 A(41) 的 秩 为 。 但 是 ， 反 之 
三 ”初等 变换 、 初 等 矩阵 、 等 价 、 标 准 形 
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i “初等 变换 | | 

下 列 三 种 变换 称 为 4- 矩 阵 A(4) 的 初等 变换 ，1 ) A(4) 的 两 
行 ( 列 ) 互 换 位 置 ，2 ) A(4) 的 某 一 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 的 数 c; 
3 ) A(4) 的 某 一 行 ( 列 ) 的 OC4) 伴 各 于 男 一 行 ( 列 )，J$(4) 是 
一 个 4 的 多 项 式 。 


采用 下 列 记 号 ，A(4):' 呈 -> 表示 交换 A(4) 的 第 i 行 与 第 j 
行 ，A() i- 用 > 表 示 交 换 A(4) 的 第 i 列 与 第 j 列 ，Ki(5)1 -> 表 
示 A(4) 的 第 ;和 以 非 零 常数 。 A(N)0iCo))> 表 示 A(4) 的 第 


i 列 乘 以 非 零 常数 c，A(4)E 十 六 人 ] 表示 第 j 行 的 和 和) 信 加 于 
第 i 行 ，A( 人 ) 让 二 jCB5] 类 示 A(2) 的 第 i 列 的 8(4) 倍 加 于 第 j 
| 

人 初等 矩阵 

下 列 三 种 4- -矩阵 称 为 初等 矩阵 ， 1 ) 交换 FE 的 第 i，j 行 ( 列 ) 
得 到 P(i ,7 ) ;2 ) 用 非 零 常数 c 乘 忆 的 第 i 行列) 得 到 P(i(c))， 

3 ) 上 的 第 j 行 (i 列 ) 的 9 和) 倍加 于 第 i 行 (j 列 ) 得 到 
P (i,7($)). 和 

初等 矩阵 都 是 可 北 的 ， 其 道 矩 阵 也 是 初等 矩阵 , 且 
POi,7) =P(i, }), POi(c))-!=P(i(ce1)), TC, 1(0)) 
=P(i,/(—$)), 

7 Xn 的 4- 知 阵 A(4) 的 初等 入 -变换 相当 于 左 乘 相应 的 扩 X 
初等 矩阵 ， 初等 列 变换 相当 于 右 乘 相应 的 上 X ?初等 矩阵 。 从 而 ， 
初等 变换 是 可 逆 的 ， 

3 等 价 

设 A(4)，B(44) 是 两 个 m xx 的 4- 虐 阵 。 若 可 以 经 一 一 系列 初等 
变换 籽 A(4) 化 为 BC4)， 则 称 A(4) 与 B(4) 和 给 价 ， 

4- 和 矩阵 的 等 价 具有 反 身 人 性、 对称 性 、 传 递 性， 

A(4) 与 B(4) 等 价 各 存在 一 系列 初等 矩阵 P,，P，,， ,PP.,, 
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EE EE EE 
hb bee rr PPP PE 


Qi Qs,，"…，Q1， 使 得 B(4)=Ps… PsPiA(AQiQ2 Q,. 

4 标准 形 站 

车 4- 矩阵 A( 力 的 左上 角 元 过 ga11 (人 xx 0 ， deg(ai1(4)) 
~>0， 并 且 A(4) 中 至 少 有 有 一 个 元 素 不 能 被 它 整除 ， 则 一 定 可 以 
找到 一 个 与 A(4 等 价 的 矩阵 B(4)， 使 得 B(4) 的 左 上 角 元 素 也 
不 为 零 ， 但 次 数 比 a11(4) 低 。 | 

任意 一 个 非 零 的 m xX 4 的 1- 矩阵 A(4) 都 等 价 于 如 下 形状 
的 矩阵 (#*); 其 (i， 门 元素 为 d (4)，i= 二 1 ，2，.…， f+,，r? 之 1， 
而 其 余 元 素 均 为 零 ， 并 且 d (4) 首 项 系数 为 1 ，di(4)1d (4 

(i 二 1,2,…， ?一 1)，(*) 称 为 A(4) 的 标准 形 (法 对 角 型 ) . 零 拭 

阵 的 标准 形 是 零 拭 阵 .于 是 ， 任 意 mXn 的 414- 矩阵 均 存 在 标准 形 ， 
四 行列 式 央 子 、 标准 形 唯一 性 
1 行列 式 因 子 
CD) 的 人 4 队 了 区 最 大 人 轩 式 DMK 长 A( 的 和 
列 式 因 子 。 

”mxXn 的 4- - 失 隆 A() 的 行列 式 因子 的 性 质 如 下 ， 1) 当 1<&< 
?1117 ，2) 时 ，R 阶 行列 式 因 子 存在 且 (不 计 常 数 因 式 ) 唯 
一 3 2.) D(A)ID, ,C4); 3 ) D6CAD) 关 0 会 至 少 有 一 个 R 阶 子 
式 不 为 零 ; 4 ) DC4)= 0 仿 所 有 Ek 阶 子 式 全 为 零 ，5 ) A(4) 的 
秩 为 re3D,(4)#0 且 D1)=…=0。 

定理 . 等 价 的 4- 和 矩阵 有 相同 的 行列 式 因 子 。 等 价 的 氏 -矩阵 有 
相同 的 秩 。 

2 标准 形 的 唯一 性 

4- 和 矩阵 (*) 的 各 阶 行列 式 因子 是 ， D1(4)=d1(4)，D,(7) 
=di(A)d.(4), 1 DA)=d Ad di DC 
一 … 一 0 

A(4) 的 标准 形 中 的 d1(4)，d (4),… ,qd1(4) 由 AC4) 的 行列 


式 因子 唯一 决定 .于 是 ,任意 m Xn 的 4- 什 阵 的 标准 形 是 唯一 的 ， 
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4- 拭 阵 A(4) 的 秩 及 行列 式 因子 可 以 按 如 下 步 又 求 出 ，1 ) 
当 A(4) 0 时， 用 初等 变换 求 得 A(4) 的 标准 形 ; 2 ) A (4) 的 
秩 为 7 ,行列 式 因子 D.(4)=d,(4),D,(4)=d,(4)d,(4), 
D.(4)=d1CA)d.(4).d(4), D(A)=.…=0; 3 ) 当 
A(4)= 0 时 ， 秩 为 零 ， 行 列 式 因 子 D1(4)=D,(1)=…=0， 

利用 行列 式 因 子 的 性 质 ， 可 以 证 得 ，n Xn 的 4- 矩 阵 A(4) 可 
逆 e3A(4) 的 各 阶 行列 式 因子 均 为 1 。 于 是 A(4) 可 道 的 必要 充分 
条 件 有 如 下 五 条 ，1 ) 1 A(4)| 等 于 非 零 常数 ;2 ) A(4) 的 各 阶 
行列 式 因 子 均 为 1 ; 3 ) A(4) 的 标准 形 是 上 ; 4 ) A(4) 与 刁 等 
价 ; 5 ) A( 四 是 一 些 初 等 矩 际 的 乘积 ， 

A(4) 与 B(4) 等 价 侣 存在 可 逆 垂 阵 P(4) 与 Q(4)， 使 得 B(2) 

=P(A4)A(4)Q(N). 

下 不 变 因 子 与 初等 因子 

一 ”不 变 因 子 

非 零 4- 矩 阵 A(4) 的 标准 形 中 的 非 零 元 素 d1(4)，d,(4)， 
…，。d,(4) 称 为 A(41) 的 不 变 因子 ， 

A(4) 的 不 变 因 子 与 其 行列 式 因 子 相互 唯一 地 决定 ， 

A(4) 与 B(4) 等 价 @ 它 们 有 相同 的 不 变 因子 全 它们 有 相同 的 
行列 式 因 子 。 

求 A(4) 的 不 变 因 子 的 问题 也 就 是 求 A(4) 的 标准 形 的 问题 ， 

二 初等 因子 


设 d (4)z 1 是 和 -矩阵 A(4) 的 一 个 不 变 因子。 车 d (= 
pin1C4) pa**(4)… ps*:(4) 是 数 域 F 上 的 标准 分 解 式 ， 则 称 


pri:(4)， par*(4)，…，psh*(4) 是 不 变 因 子 d;(4) 的 初等 因 
子 。A(4 ) 的 所 有 不 变 基 子 的 初等 因子 (相同 的 必须 按 出 现 的 次 
数 计算 ) 作成 的 集合 称 为 A(4) 的 初等 因子 组 | 
同一 个 因 式 的 方 竹 的 初等 因子 在 不 变 因 子 的 分 解 式 中 山 现 的 
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位 置 是 唯一 确定 的 。 

A(4) 的 不 变 因 子 唯一 地 决定 A(4) 的 初等 因 子 组 ;. 反之 ， 
A(4) 的 秩 与 其 初等 因子 组 上 唯一 地 决定 A(C4) 的 不 变 因 子 . 

由 A(4) 的 秩 r 与 A(4) 的 初等 因子 组 求 A(4) 的 不 变 因 子 的 具 
体 方法 是 ， 人 的 加 全 于 组 吕 国 生生 天 人 不 可 约 因 式 为 
pi(4)，p2(4)，…，pw《4)， 对 于 每 一 个 p;(4)， 将 p;《4) 的 方 
者 的 初等 因子 接 降 紧 排 列 当 个 数 个 足 r 时 ,用 pj;"*(4)= 1 补 
足 到 rr 个 。 设 为 


k , RkR,, 
pb; ri(4)， pi ~"!(4), … (4 
(7 一 1 , 2, mp w ), 


有 有 有， 
则 di(42 一 bb (4) ps (bo (4 (f=1,2,. ,7) 


是 A(4) 的 不 变 因子 。 

A(《4) 与 B(4) 等 价 台 它们 有 相同 的 秩 与 相同 的 初等 因子 组 ， 
于 是 ，A(4) 与 BC4) 等 价 的 必要 充分 条 件 有 如 下 六 条 :，1 ) 有 初 
等 抱 阵 Pi (4)，…，P, (4)，QCG)，…，Q:(4) 使 BC4) 

=P,(4)…P(CDACD)Q:CD…Q:() 2 ) 它们 有 相同 的 
标准 形 ; 3)7 有 可 道 矩 阵 P(1),Q(4), 使 BC1)=P(1)A(C4)QC4)3 
4) 它 们 有 相同 的 行列 式 因子 ，5 ) 它们 有 相同 的 不 变 因 子 ，6 ) 
它们 有 相同 的 获 与 相同 的 初等 因子 组 。 

初等 变换 保持 4- 和 矩阵 的 初等 因子 组 不 变 。 

若 多 项 式 太 (4)，j(4) 与 gl(C4)，9a(4) 互 素 ， 则 
(f1(4)9.C4), fA)92(4))=(f (4), fC4)) gC(4),g9( 4)). 

设 
AC2)=(f1( 910%) 0 ) BC2)= (07:09) 0 ) 

0 f,.(14)g:(4) (4)g,.(4) 
车 多 项 式 f (4)，f.(4) 与 91C(4)，g2(4) 互 索 ， 则 A(4) 与 B(4) 
等 价 ， 
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于 是 ， 得 到 初等 因子 组 的 直接 求法 ， 用 初等 变 换 将 A(C4) 化 
为 对 角形 ， 使 (1 ，1),，(2 ，2 )，…，(r,.r) 元素 不 为 零 ， 
而 其 全 元 素 全 为 替 ; 再 将 主 对 角 线 上 的 元 素 写 为 标准 分 解 式 ， 则 
所 有 这 些 不 可 约 多 项 式 的 方 塞 ( 重 复 的 控 出 现 的 次 数 计算 ) 所 组 
成 的 集合 就 是 A(4) 的 初等 因子 组 | 
若 A(4) 是 准 对 角形 矩阵 
ACA)nxn = ACA yo A2CA)n, xn » AsCA nnn, ) 


则 A(4) 的 初等 因子 组 就 是 所 有 Ai:(4)，A:(4)，…，A:(4) 的 


初等 因子 组 所 组 成 的 集合 ( 重复 的 按 出 现 的 次 数 计 算 ) ， 
下 ”和 矩阵 相似 的 条 件 
讨论 数字 上 害 阵 相位 的 条件。 
“1 阶 和 矩阵 A 的 特征 矩阵 4E 一 A， 作 为 4- 矩阵 ， 其 秩 为 1， 
对 于 仔 何 不 为 零 的 % 阶 数字 宗 阵 人 A 和 4- 答 阵 U(4)，V(4), 一 
定 存在 4- 矩 阵 Q( 人 与 R() 以 及 数字 矩阵 U。 和 Vo。， 使 
UA)=CAE— A)QOQA) +U0, VM)=RCOA)(AE— A)+ Vi. 
特征 第 阵 4 瑟 一 A 与 4EE 一 B 等 价 依存 在 可 逆 数 字 插 阵 人 ，5S， 
使 4 也 一 A 一 人 (4 下 一 了 7)S。 
A~Be>4E 一 A 与 4 了 一 B 等 价 ， 


# 阶 数字 和 挎 阵 A 的 特征 矩阵 4E-A 的 不 变 因 子 、 初等 因子 组 称 


为 A 的 不 变 因 子 、 初 等 因子 组 . 

A~BS 它 们 有 相同 的 不 变 因 子 令 它 们 有 相 网 的 万 等 因子 
组 ， 

不 变 因 子 、 初 等 因子 是 矩阵 的 相似 不 变量 ， 从 而 可 以 定义 线 
性 变换 的 不 变 因 子 、 初 等 因子 ， 

设 n 阶 数字 秆 阵 A 的 不 变 因 子 为 41(4)，d,(4),…,d,(4)， 
则 d.(4) 是 A 的 极 小 多 项 式 . 

W 若 当 标准 形 

若 当 块 J(4。， ft ) 的 不 变 因子 是 d1(4) 二 二 d .1(4)== 1 ， 
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d :(4)= (4 一 40)!, 初等 因子 是 (4 一 4 0) 。 A 

复数 窍 险 A 的 初等 因子 是 一 次 因 式 的 方 短 。 设 nn 辽 结 降 A 的 
初等 因子 组 是 (4 一 41) 1 (4 一 142) 2，…，(〔4 一 人 .7) 有 十 及 
十 … 十 Rs: 一 ?， 则 和 与 一 若 当 和 邱 阵 相似 , 除 若 当 块 的 排列 顺序 外 ， 
由 A 叭 一 确定 ，s 个 若 当 块 是 1(4， Ri1), (4,, ks), ., 
(4As, Re), CTA ki), 42, Rha), “(4 和,k:)) 称 为 人 的 
硅 当 标准 形 ， / 

复数 矩阵 人 与 对 角 和 矩阵 相似 人 9A 的 初等 因子 全 是 一 次 的 . 

各 0 是 复数 域 上 的 ? 维 线性 空间 V 的 线 性 变 换 ， 则 在 中 存 
在 一 组 基 ， 使 o 在 该 组 基 下 的 矩阵 是 车 当 形 ， 并 且 ， 除 去 若 当 块 
的 排列 顺序 外 是 被 ac 唯一 确定 的 ， 

求 A 的 若 当 标准 形 的 步骤 是 ，1 ) 将 4E-A 化 为 对 角形 ， 分 
解 所 得 的 多 项 式 ， 求 得 全 部 初等 因子 ，2 ) 写 出 相应 于 各 初等 因 
子 的 若 当 块 ， 3 ) 写 出 若 当 标准 形 。 


83 ”重点 难点 


本 章 的 主题 词 是 ，4- 和 矩阵 ，4- 矩 阵 的 & 阶 子 式 ，4- 矩 阵 的 
秩 ，4- 矩 阵 的 初等 变换 ，4- 和 矩阵 的 等 价 ( 相抵 ) ，4- 矩 阵 的 标 
准 形 ( 法 对 角 型 ) ， 行 列 式 因子 ， 不 变 因 子 ， 初 等 因子 ;车 当 标 
准 形 ( 若 当 法 式 ) . 

本 章 的 基本 方法 是 ，4- 从 阵 的 初等 变换 方法 , -矩阵 标准 形 
的 求法 ，1- 和 矩阵 秩 的 求法 ，4- 和 矩阵 等 价 判 别 法 ，14- 矩 阵 的 道 拭 
阵 求 法 ， 求 不 变 因子 法 ， 求 行列 式 因子 法 ， 求 初 等 因子 法 ， 逢 
阵 相似 判别 法 ， 和 矩阵 车 当 标准 形 求法 。 

本 章 的 重点 是 ，4- 甜 阵 的 标准 形 ， 伟 阵 相 似 的 条 件 ， 若 当 
标准 形 . 

4- 矩阵 的 标准 形 是 4- 矩阵 自身 的 最 重要 的 研究 内 容 ， 是 研究 
行列 式 因子 ， 不 变 因 了 于、 初等 因子 的 基础 ， 从 而 ， 是 研究 矩阵 相 
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似 、 若 当 标 准 形 的 工具 。 总 之 ， 贯 穿 于 全 章 的 各 个 部 分 ， 因 此 ， 
14- 和 祭 阵 的 标准 形 ， 成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

以 4- 捧 阵 为 工具 ， 进 一 步 研 究 矩 阵 相似 的 问 是 是 本 人 草 的 
主要 有 目的 之 一 。 将 A 与 B 的 相似 问题 ， 转 化 为 4E-A 与 4E-B 的 等 
价 问题 ， 不 仅 是 重要 的 结果 ， 而 且 是 重要 的 方法 ， 包 含 着 深刻 的 
数学 思想 。A~Bey4E-A 与 4E-B 等 价 ， 这 是 本 音 的 中 心 定 理 。 
因此 ， 怎 阵 相 似 的 条 件 ， 成 为 本 章 的 一 个 重点 。 

以 4- 目 阵 为 工具 ， 研 究 复 数 上 第 阵 的 相似 问题 ， 得 到 若 当 标准 
形 的 完美 结果 。 从 理论 上 解决 若 当 标准 形 的 推导 问题 ， 从 实践 .上 
给 出 若 当 标准 形 的 求法 问题 ， 也 是 本 章 的 主要 目的 之 一 ,因此 , 若 
当 标 准 形 ， 成 为 本 章 的 一 个 重点 ， 

本 于 的 难点 是 ， 行 列 式 因 子 ， 和 矩阵 相似 的 条 件 ， 初 等 因子 。 

行列 式 因 子 是 本 章 的 一 个 难点 ， 原 因 在 于 ，1 ) 行列 式 因 子 
的 概 您 用 到 子 式 概念 及 最 大 公 因 式 概念 ; 2 ) 对 于 一 般 的 4- 和 矩阵 ， 
用 定 义 计 算 行列 式 因 子 ， 工 作 量 很 大 ， 从 面 无 法 计算 。 解 决 困 
难 的 方法 是 ，1) 对 于 一 些 容易 用 定义 计算 行列 式 因 子 的 14- 矩阵 ， 
如 对 角形、 由 若 当 块 1(4,。，t) 得 到 的 4- 矩 阵 4E 一 J(4,,t) 等 ,计算 
行列 式 因子 ，2 ) 根据 不 变 因 子 与 行列 式 因子 的 关系 ， 反 过 来 认 
识 行列 式 因子 概念 。 

矩阵 相似 的 条 件 ， 既 是 本 章 的 一 个 重点 ， 又 是 本 章 的 一 个 难 
瓜 ， 原 因 在 于 ， 1 ) 要 研究 挫 阵 多 项 式 ; 2 ) 要 研究 1- 矩阵 的 综 
合 除 法 ; 3 ) 证 明和 矩 阵 相似 的 条 件 ， 推 导 较 为 麻烦 。 解决 困难 的 
方法 是 ， 1 ) 理解 矩阵 相似 的 条 件 的 有 关 概 念 及 总 体 结构 ，:2 ) 
用 多 项 式 的 有 关 理 论 作 类 比 ， 并 注意 多 项 式 的 次 数 的 作用 ， 3) 
注意 -矩阵 可 逆 的 条 件 。 

初等 因子 是 本 章 的 一 个 难点 ， 原 因 在 于 ，1 ) 初等 因子 的 概 
念 用 到 不 变 因 子 与 多 项 式 的 标准 分 解 式 两 个 概念 ， 2 ) 重复 出 现 
的 方才 按 重 数 计算 ， 对 于 这 一 点 ， 不 仅 理 解 上 有 了 困难， 而 且 在 实 
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践 上 也 往往 不 计 重 数 而 发 生 错 误 ， 解 决 困 难 的 方法 是 :，!1 ) 从 不 
变 因 子 与 初等 因子 的 关系 入 手 ， 抓 住 关键 来 解决 问题 ， 2 ) 通过 
实际 例子 ， 特 别 是 对 角形 的 例子 ， 加 深 理 解 初等 因子 的 概念 ， 


$4 习题 尖 解 


I 计算 题 - 
一 ” 求 4- 窍 阵 的 标准 形 
求 4- 矩 阵 的 标准 形 的 方法 是 ， 1 ) 用 初等 变换 的 方法 ，2 ) 
利用 行列 式 因 子 、 不 变 因 子 、 初 等 因子 以 及 它们 之 间 的 关系 。 第 
一 个 方法 是 基本 的 ， 对 任何 情况 均 适 用 ; 第 二 个 方法 仅 对 于 某 些 
情况 较 方便 ， 并 且 ， 也 要 配合 以 初等 变换 ， 
例 1 求 4- 和 矩阵 A(4) 的 标准 形 ， 
A*—A 243? 
A 3 ) 
解 1 作 初 等 变换 求 得 
‘ls 2) /42 十 54 (2(3)) 34 42 十 54 \ (2+1(€- 24)) 
4 ，2) (5 iA | ( ) 
撤 A?2 十 54 ) 0 > 0 ) 
0 4 盖 1042 一 34 (2 十 (二 4 十 5] 0 4 入 一 1042 一 34 


642 343 一 34 


can(。 1 104 34) 
解 2 利用 行列 式 因子 与 不 变 因 子 的 关系 求 得 , D,(4)= 4， 
D,(4)=|A(4)|=1:— 10— 317, qd.(4)=D,(4)=7, d,(4) 
二 Ds(4)/D1(2)=4: 一 104: 一 34， 帮 A(A) 的 标准 形 是 


(0 i005) 
0 4 一 1042 一 34 7 
例 2 求 4- 年 阵 A(4) 的 标准 形 ， 
* 201。 


2 
四 入 入 中 ACT 
NM 
/A*+AO 0 、\ 
A(1)=, 0 4 0 | 
0 0(4+1)2 ， 


解 A(4) 时 初等 因子 是 ， 1 CHDa MT。 由 初等 
因 了 与 不 变 因子 的 关系 求 得 ，A(4) 的 不 变 因 子 是 : ds(4) 
二 AC 十 1)?，d,(4)==4(4 十 1)， 1 CD= 工 族 ACD 的 标准 形 是 
0 
| ACA+1) \ 
44 二 1)? 2 
二 求人 4- 算 阵 的 不 变 因 子 、 初 等 因子 
求 4- 搜 阵 的 不 变 因 子 ， 方 法 有 三 个 ，1 ) 用 切 等 变 换 求 ， 
2 ) 用 行列 式 因子 求 ，3 ) 用 初等 因子 求 . 
例 3 求 4- 答 阵 4E-j(4。，) 的 不 变 因 子 ， 
解 [4E~— 1(h,, 1)|=(4—4,)!', 并 日 ， 有 一 个 1 一 1 阶 了 于 
式 为 (一 1)' !， 所 以 D1(4)=(4 一 40):， D,_,(4)== 1 ,因此 ， 
不 变 央 子 是 ，di (4) 一 …=d (4) 王 1，d (= 一 (4 一 人) ， 
例 4 求 4- 抢 阵 A(4) 的 不 变 因 子 ， 
[1 0 0 0 : 
i+2 0 0 .| 
0 414-1 0 | 
"0 0 0 4-2.,, 


A(4)= 


， 


解 人 人 (4) 的 秩 是 4 A(4) 的 初等 因子 是 :4 十 1，4 十 2， 
4 一 1，4 一 2。 所 以 ，A(4) 的 不 变 因 子 是 ，d4(4)== 
(4°~1) (4 —4), ds(14)=d,(4)=d1(4)=1, 

求 4- 审 阵 的 初等 因子 ， 方 法 有 两 个 ，1 ) 用 不 变 因 子 求 ， 
2 ) 用 初等 变换 将 4- 窍 阵 化 为 对 角形 ， 而 后 由 定理 直接 求 ， 

例 5 求 A(4) 的 初等 因子 组 ， : 
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0 AsCA—2)s 0 D 0 ~ 
1 0 . | 


(4—2): 0 0 0 0. 
A(4)= 0 0 0 0 1 一 2 
0 0 (7 十 1) 0 0 
0 0 0 42 0 ~ 
解 A(C4)1T 一 分 的 ta eC 73 4) 4) 
人 (4 一 2)” 
iD 
2- 一 2 
A(4+1) 
.4—2 有 
故人 4) 的 初等 因 了 于 是 ，4， 4 ， 4 十 1 一 2 4 一 2， (一 25 


(4 一 2) 。 
三 求 4- 人 矩阵 的 行列 式 因 子 z 
求知 隆 的 行列 式 因子 ， 广 法 有 疝 个 ，1 ) 由 不 变 朵 子 求 
2 ) 直接 计算 子 式 并 求 最 大 公 因 式 ， 
例 6 求 A(4) 的 行列 式 因 子 ， 
0 0 1 4+2、 
AW= 0 1 34+2 0 
1 +2 0; 0 
+2 0 0 0 
解 A(4) 的 De A(4) 有 一 个 三 阶 子 式 


10 0 
0 1 ;4 _ 
|1 4+2 0 | 


所 以 A(4) 的 行列 式 因 子 是 ; D1,(4)=D,(4)= Ds,(1)= 1， 
D.(4)=(4+2)’, 

四 来 4- 秆 阵 的 秩 、 逆 短 阵 
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炒 4- 矩 阵 的 秩 ， 方 法 有 三 个 ，1 ) 计 算 子 式 ，2 ) 化 标准 
形 ，3 ) 由 不 变 因 子 求 ， 
例 7 求 A(4) 的 秩 ， 
(4 24 二 1 1 
AC)-| 1 4 十 1 rl 
X21 4 A? 
解 1A(4)| 二 0， 但 有 三 阶 子 式 


1 “十 1 +2t1* 0 
4 一 1 4 
所 以 ，A(4) 的 秩 为 2 。 
求 A(C4) 的 逆 拖 阵 的 方法 是 ， 先 计算 |A(4)1， 再 计算 A 人 (4 ) 
的 24 一 1 阶 子 式 , 从 而 A(4) 一 |AGC4) 5 AC4)。 
例 8 试问 A(41) 是 否 可 道 。 若 可 逆 ， 试 求 其 道 矩 阵 ， 
| 1 1 0 | 
人 (人 一 2 A 1 | 
\42 二 1 2 2 十 1 /， 


解 |A(4)|= 一 2 0， 所 以 ，A(4) 可 道 ， 是 
[A344—2 一 23 一 ) A 
A( 人 -一 一 林 | 一 4 一 1 12 十 1 1 
一 43 一 4 十 1 全 十 4 一 2 一 4 1/ 
五 ”判断 矩阵 相似 - 
方法 ， 判 断 两 个 抢 阵 是 否 相 似 ， 就 是 要 判断 它们 的 特征 矩阵 
是 否 等 价 。 
例 6 ”判断 下 列 挎 阵 哪些 相似 ?哪些 不 相似 ? 


/10 3 0 8 /200 
A 30 3- 3—1 6 ;, C=011| 

\ ' 

、 1102 —2 Q 一 57 NO 01/， 
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4 十 1 一 1 0 
一 0 /一 2 
的 初等 因子 为 ，4 一 2，(4 一 1)?; 
A—3 0 一 8 
iE—B= 本 1 十 1 一 6 
2 0 A 二 +5/ 
的 初等 因子 为 ，4 十 1， (4 十 1)?; 


i—2 0 0 
/ wc-| 0 .7—1—1 
0 0 4—1 ] 
的 初等 因子 为 ， 4 一 2，( 4 一 1)“， 
所 以 ，A~C， 但 A 与 B，B 与 C 均 不 相似 ， 
六 求 车 当 标 准 形 
方法 ，8 2， ,中 所 述 的 三 个 步骤 ， 
例 10 求 矩 阵 人 A 的 若 当 标准 形 ， 


13 16 16\ 
A=|—5 一 7 一 6 
一 6 一 8 _7/. 


4 一 13 一 16 一 1 /1 
解 | 5 A+7 6 > 1 | 
6 8 4+7 -1:4+3) ) 


初等 因子 为 ，(4 一 1)*，4 十 3， 所 以 A 的 者 当 标 准 形 为 
—300 

1 

011/. 


1 证 明 是 | 
一 4- 矩阵 的 标准 形 
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利用 初等 变换 化 得 标准 形 ， 或 者 求 得 不 变 因 子 ， 进 而 得 到 标 
准 形 . i 

例 1 证 明 ; 若 (f(4),g(4)) 一 1, 则 : 

| 0 g(4) 0 f(4)g(2) 

证 明 1 因为 (f(4), “g(4))= 1， 所 以 存 在 多 项 式 u(4)， 
v(x)， 使 1 人 (4)4u(4) 十 g《4)u(4) 一 1 。 作 初等 变换 
(CC 0 )>(7C2 A fA)uCA) toh) (A) 

0 g(4) g(4) g(4) 
( 0 2) ) (jean 0)) (, py) 

证 明 2 因为 (f(4)，g(4)) 三 了 ,所 改 Di(D) =1。 又 ， 
D,(4)=/(4)g(4), 根据 行列 式 因子 与 不 变 因 子 的 关系 ， 得 到 标 

1 0 je 
| (, PN) 2 区 

一 行列 式 因 了 于 、 不 变 因 子 、 初 等 因子 

根据 行列 式 因子 、 不 变 因 子 、 初 等 因子 的 定义 及 共 相 互 关 
系 ， 进 行 证 明 。 

例 2 证 明 ，n 阶 和 矩阵 A 是 一 个 数量 矩阵 e634E 一 A 的 w 一 1 

行列 式 因 子 D,-1(《4) 是 n 一 1 次 的 (n 守 1)。 

下 和， 没 人 是 一 个 数量 矩阵 ， 

和 4a ， 
A= 0 则 Ara | 


、 小 
于 是 ，D ,1,(4)== -Oo 一 古 2 一 1 次 的 。 
千 ， 设 d1(4)，qd (4)，…，d,(4) 是 4E 一 A 的 不 变 因子， 
出 册 不 变 因子 与 子 列 式 因 子 的 关系 得 到 DD (Hd) 
ds-1(A)d(4)=D,..(4)d,(4), 由 于 DC 是 n 一 1 次 的 ， 
* 00 * 


I Cp 


所 以 d， CD 是 次 的 ， 设 da( 罗 二 2 一 a， 风 由 必 CD10 (入 


1 一 1，2，…， 姑 一 1， 得 到 d1(4)=d,(4)=. “=da-1(7) 
a 从 而 ，4E 一 A 就 与 四 
/A—a 
， . 
4-a i 


| “一 


等 价 ， 所 以 A~oE。 因 此 A=aE. 
例 3 设 d1(4)，d2(4),，…,d CD 是 A 的 特征 托 降 1 下- A 
的 不 变 因 子 ， 而 p1*1(4)，p， a4), | … ， 六 (4) 为 其 在 狼 域 
F 上 的 全 部 初等 因子 。 证 明 ， / i 
dN)=C pI A, peesCh), oe, pee CA 

“证明 因为 di1( 人 )|d,(4)，i 二 1，2,，…，n， 而 每 个 初等 
因子 必 为 某 个 不 变 因 子 的 因子 ， 所 以 pi*i(A)1d,(4), i 一 1 
2 ,ss。 从 而 (pi1*1(A), pa®2(4), 1 bs(4)]1ds( 四， 
设 dN (2) gs °C) “qt '(4) 是 di(4) 在 数 域 
F 上 的 标准 分 解 式 则 gi''(4) 必 是 p11(4)，p2*? (4), 
ps “(4) 中 的 一 个 ， 所 以 a0) (piet(A), pe:C4), 
4))，i 二 1，2，…，t， 再 由 qi (和 ， gs! (4)， 
qr '(4) 两 两 互 素 得 : i 


gs gs Peg ON CPs 0), pa 和 (DC 


" 
T『 . 


因此 ，ad,(1) 一 (be1(4)，bsp2(4)，…， petsCA)), 
例 4 设 有 n 阶 准 对 角 人 -矩阵 i 
A(1)= B(4) 0 ) 
| 0 CC 7 2 
证 明 ， 寿 BC4) 的 任 一 不 变 因 子 都 是 CC2) 的 所 有 有 不 变 因 子 六 因 | 
式 ， 则 BC4)， C(4) 的 全 部 不 变 因子 就 是 A(4) 的 不 变 因 子 ， 


证 明 设 [51(4)， "a b (4), 0, ', 0) 
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是 B(2) 的 标准 形 ，b (4)，…，b:(4) 是 B(4) 的 不 变 因 子 
CoC) C1《(4)，0 ，…，0) 是 C() 的 标准 形 ，c1(4)， 

,C1《4) 是 CC(4) 的 不 变 内 子 。 对 BC4) 作 初等 变换 时 ，C(4) 不 
受 影响 ; 同样 对 C(4) 作 初等 变换 时 ， CO) 不 受 影 响 ， 由 已 知 条 
件 ，5:(4)lci(4)， 所 以 

61 4), 7 BM), cM), £0, C1), 0, ', 0) 
是 A(4) 的 标准 形 。 因 此 ，6b61C4)，…，06s(4)，c1(2),，…， 
c1(4) 是 A(4) 的 不 变 因 子 ， | 

例 5 设 A，B，A,，B, 是 n 阶 矩阵 ，A，A ,是 可 逆 的 ， 
证 上 明 ， 存 在 可 逆 和 矩阵 P，Q， 使 A,=PAQ，B:=PBQ 的 必要 充 
分 笨 件 是 ，4- 和 矩阵 4A 一 B 与 4A 一 B, 有 相同 的 不 变 因 子 ， 

证 明 先 证 必要 性 。 由 于 Ai:=PAQ，B,=PBQ ， 所 以， 
iAi 一 B1 一 P(A4A 一 B)Q。. 又 由 于 P， QQ 是 可 道 的 ， 所 以 
Ai 一 B 与 4A 一 B 等 价 ， 从 而 它们 有 相间 的 不 变 因子 ， 

”” 表 证 充分 性 。 由 于 4A 一 B 与 1A | 一 B, 有 相同 的 不 变 因 子 ， 
Ai， A 是 可 逆 的 ， 和 目 AI(A-B)= 和 一 A-:B， 
A-1(AAi 一 Bi)= XE 一 A 1B,， 所 以 A-':(XAA 一 B ) 与 
A11(4A, 一 B,)， 即 4 一 A-1B 与 4E 一 A,-1B, 等 价 ， 从 而 ， 
AT'bB 与 A."'B. 相 似 , 于 是 有 可 道 害 阵 Q， 使 A1-1B8,= 
Q-1(A-1:B)Q。 因此 ， A4A1 一 B=14A, 一 A,(A.-!B, )= 
AAI-A1Q ICA-:B)Q=4(AIQ-IA-DAQ-(AQ-IA-1JBQ 
比较 两 端 ， 得 A 1 二 PAQ，B,= 二 PBQ， 其中,，P=A,Q-iA-…1, 

三 惩 阵 相似 

根据 本 章 所 给 的 矩阵 相似 的 条 件 进 4 证明. 

例 6 ”证明 下 列 三 个 抢 阵 彼此 相似 (8 关 0，c 关 0 )， 


0 i :Ne C 
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re PP ddd ddd gpd pp di pp ep PP SF Pd re 


证 明 ”对 于 4EE 一 A，# 阶 子 式 为 (4 一 4,)"， 有 一 个 n 一 1 阶 子 
式 为 (一 1)"-!; 对 于 4EE 一 B，n 阶 子 式 为 (4 一 4,0)"”， 有 一 个 n 一 1 
阶 子 式 为 (一 6)"-!， 对 于 4EE 一 C，n 阶 子 式 为 (1 一 4,)"， 有 一 个 
n 一 1 阶 子 式 为 (一 ce)"!。 从 而 ， 它 们 有 相同 的 不 变 因子 1，…， 
1，(4 一 4,0)"。 因 此 它们 彼此 相似 ， 

例 7 证 明 ， 若 矩阵 A 的 特征 多 项 式 是 (4 一 1)"， 则 对 于 任意 
的 自然 数 &， A 与 A 均 相 似 ， 


/J(1, 11) \ 
证 明 设 T-!AT 一 1(1, 12) 
| “» 
J(1, 1;) 
是 和 的 车 当 标 准 形 ，J(1，+,) 是 1 ; 阶 若 当 块 ， 则 有 . 
(4(1, t 1 )* 
T-IACT 一 J(1, 2)* 
\ : J(1, 1.*) 


考 典 ](1，4;)* 的 初等 因子 ，J(1，1;)* 的 特征 甜 阵 是 
A-1 0 0 ... 0 0 
~~RA4—10 … 0 0 
AEt;y —I(1, ti)*= # 一 4 一 1… 0 0 
A . 
其 t 阶 子 式 为 (4 一 1) 1 ， 从 而 1; 阶 生 j 列 式 因子 为 (4 一 1) 它 有 


两 个 1 一 1 阶 子 式 分 别 为 
ih 41-1 0 ... 0 0 
* 一 R 4—1... 0 0 
pA)= 41) 1 ,$04)= * > 0 5 
共 i # :hk 4 一 1 
关 关 关 一 上 ， 


从 而 (9(4)，4 一 1)==1,， +1， ,一 1 阶 行列 式 因子 为 
1， 因 此 , 4E1, 一 J(1， {i De 的 不 变 因 子 组 是 1， … 
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: 
| 
| x 


(人 -40) i , AE 个-iATSAE T- i AT 等 价 ， i- AT 与 
T- AT 相似，A 与 A* 相 似 、 


四 若 当 标 准 形 
利用 矩阵 的 若 当 标准 形 的 理论 了 过 以及 和 和 全 和 


行 证 明 ， 
例 8 证明， 矩阵 * 
/1 G2 Gs … Gn! Qn ~ 
|i0 Gl G2 … Ong On! 


一 on oe s+ (a 0) 


| 0 0 4 Gi Ud» \ 
“0 001.1. 0 IT 
的 若 当 标 准 形 是 ai0 0 …0 0 
Ul 0 .::. 0 0 
0 l qi ‘0 0 
0 0 0 "1 Qi， 
4 一 QT 一 Gy 一 和 3 一 Gn-l —0, ， 


1 
证 明 EA=| 
\ 040 0 Mo ma 
0 0 人 

扩 以 ，D.,(4)==14E 一 A| 一 (4 一 a1)"， 
”下 边 求 D，-,()。 在 址 一 中 去 掉 第 一 行 与 第 一 列 得 到 的 
n 一 1 阶 子 式 有 1(4) 一 (4 一 a;)"-!， 而 去 掉 第 n 行 与 第 一 列 得 到 的 


1 一 1 阶 子 式 ， | 
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而 f (ai) 一 (一 a,)" 六 0; 弓 以 1.(4) 不 含 因 子 4 一 a， 从 甬 
Cf 1(2)，f (和 )) 一 1， 因 此 D1(4) 一 1， 进 而 4E 一 A 的 不 变 因 
于 是 1， 1， "9 ] ， (4 一 0 7)"， 初等 因子 是 (4 一 ai)"， 从 而 入 的 


若 当 标准 形 是 
(他 1 O 0 2 O 0 ， 
1 ago0 0 
0 0 


0 1 本 站 


000001 ol 


例 9， 证 明 ，x 阶 矩阵 A 的 特征 值 全 是 零 人 存在 自然 数 m， 使 
AA" 0 ， 
证 明 将 " 阶 估 隆信 看 作 复数 城 上 交 矩阵 来 考察 ， 从 而 A 有 


世 当 标准 形 J 二 Ji, 了, Ji 目 X-1AX=J 
>， 于 的 和 入 全 生生 和 所 以 A 的 才 ; 当 标 准 形 J 中 的 车 当 
00…00 
实 只 能 是 了 = ee 
0 0 … 1 0 | 


取 整 数 m 之 所 有 J]; 的 阶 数 ， 则 走 焦 阵 的 乘 沁 易 算 得 Ji"= 0 ， 
从 而 J" 二 0” 所 DA" 二 Xj"X-1-==0 

二 ,由 于 A”"=0， 所 以 1"=0， 从 而 Jir=0 。 而 J;= 
J(4i,ti)，];" 的 主 对 角 线 元 素 为 4:"，4;"，…，4;"。 因此， 
4i" 二 0， 得 4; 二 0，、i 二 1，2，…，s， 即 入 的 特征 值 全 是 零 ， 
” 例 10 证 明 ， 若 A 是 数 域 F 上 的 z 阶 矩 阵 ， 和 A? 二 A， 则 A 
相似 于 对 角形 矩阵 C=[(1，…，1;，， 0 ，…，0)， 

证 明 将 n 阶 矩阵 A 看 作 复数 域 上 的 念 阵 来 考察 ， 则 A 有 车 


当 标 准 形 ‘J 1 z 7 A z 
| 1 jl 
-| 人 了 | * 地 
j] ， ， pl ” 
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即 ， 有 可 北 复 数 矩 阵 X， 使 XAX-!=1 
由 于 A? 二 A ,所 以 J7=(XAX-:):* 二 XA:X-! 一 XAX-!=] 


从 而 了 王 J，J; 一 ji， 一 1，2，…，3， 邵 
: 4i2 0 U +: 0 0 0% 
24 4 0 1. 0 0 0 人 上 0 0 | 
0 0 0 
| an a ne ss se 0 | | 
.0 0 0 % 1 2441 ‘00 1 4 


所 以 ， 当 且 仅 当 J, 为 1 阶 时 上 式 成 立 ， 且 4;? 二 7;， 从 而 4; 二 1 或 
4; 二 0。 因此， 为 一 对 角形 矩阵 ， 且 主 对 角 线 上 元 素 只 能 是 1 或 
0 ， 从 而 ， 在 数 域 F 上 ，A 相 似 于 C， 

说 明 ”将 数 域 PF 上 的 矩阵 看 作 复数 域 上 的 矩阵 来 考察 ， 是 一 
种 重要 的 思考 方法 ， : 

35 补充 资料 

1 4- 和 矩阵 的 除法 

文字 4 的 矩阵 系数 多 项 式 是 指 下 面 形状 的 表示 式 F(4) 
二 Aoh4" 十 人 A141 二 十 A。， 其 中 Ao。，A1，…，Awm 是 数 域 F 
上 的 同 阶 矩阵 ， : 

每 一 个 4 的 矩阵 系数 多 项 式 都 可 以 写成 一 个 第 阵 的 形状 ， 其 
元 素 是 4 的 数字 系数 多 项 式 ， 且 反之 亦 然 。 所 以 ，2 的 矩阵 系数 
多 项 式 只 是 4- 和 矩阵 的 一 种 特殊 写法 。 : 

在 4 的 矩阵 系数 多 项 式 中 ， 车 矩阵 A。 0 ， 则 称 F(4) 是 mn 次 
多 项 式 ， 车 A 可逆， 则 称 F(4) 是 正则 多 项 式 ，4 的 矩 阵 系数 多 
项 式 的 和 的 次 数 不 能 高 于 其 各 被 加 式 的 次 数 的 最 大 数 。 两 个 4 的 
年 阵 系 数 多 项 式 相 滋 ， 若 其 中 至 少 有 一 个 是 正则 的 ， 则 乘积 的 次 
数 怡 好 等 于 因子 次 数 的 和 ， 

对 于 任何 4 的 矩阵 系数 多 项 式 A(4) 和 正则 多 项 式 BC4)， 有 /4 
的 矩阵 系数 多 项 式 P(4)，S(4)，Q(4)，R(4) 存 在 ， 且 适合 下 
列 条 件 ; 
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A(A)=BCA)PCA)T SC4), ACA)= QCNB(1) + RCA), 
其 中 3(4)= 0 或 5(4) 的 次 数 小 于 B(4) 的 次 数 ; R(4) 二 0 或 
R(4) 的 次 数 小 于 B(4) 的 次 数 ， 并 旦 ， 所 确定 的 多 项 式 对 是 唯一 
的 。P(4)，S(4) 称 为 用 B(4) 除 A(4) 所 得 的 左 商 和 左 余 ， 
Q (4)，R( 4) 称 为 右 商 和 右 余 ， 

I Frobenius 标 准 形 

下 面 的 m 阶 和 矩阵 下 称 为 属于 d(4) 一 4 十 aar-1 十 十 an ii4 
十 qm 的 Frobenius 抉 : ‘0 0... 0 一 an \ 

/ 1 0 0 一 Gm-l 
FE 一 0 1 … 0 一 on-i | 


设 F i， FF,，，….， F ,是 Frobenius 块 ” 则 | 称 F 二 [，， F,, 
…， 上 上 ,)] 是 Frobenius 形 第 阵 ， z 

数 域 F 上 的 任意 "* 阶 矩阵 A 必 相似 于 F 上 的 一 个 Frobenius 形 
矩阵 下。 称 F 是 A 的 Frobenius 标 准 形 ， 或 有 理 标准 形 ， 或 自然 
标准 形 ， z 

实际 上 ， 设 4EE-A 有 s 个 不 变 因 子 d1(4)，d;(4)，…,d,(2)， 
它们 的 次 数 均 之 1， 刚 f= 二 (F1，F,,…, 下 ,就 是 A 的 Frobenius 
汗 准 形 ， 其 中 上 ;属于 di(4)， 除 块 的 顺序 外 是 唯一 的 . 

中 Jacobson 标 准 形 

设 六 人 一 4 十 ai 十 十 am- 十 an 是 数 域 F 上 的 不 可 
约 多 项 式 ， 下 是 属于 p(4) 的 Frobenius 块 ，N 是 m 阶 和 矩阵 〈 除 右 
上 角 为 1 外 ， 其 余 元 素 均 为 零 ) 


/F 0 0…0 0、 

i100..00 NF 0O.00 
Ns 了 和 隆 D= 0 NF .0 0 
00..…00,, . 000.N F/ 


称 为 属于 (6(7)) :的 Jacobson 头 ， 其 中 有 s 个 FE、s 一 1 个。 
设 DD,， D,, …，DD ,是 Jacobson 块 ， 则 称 ]=(D,，D，,， 
“…，DD,) 是 Jacobson 形 和 矩阵， 或 第 一 广义 车 当 形 矩阵 ， 


_ 数 域 F 上 的 任意 阶 矩 阵 A 必 相似 于 F 上 的 一 个 Jacobson 形 矩 


阵 工 。 称 于 是 A 的 Jacobson 标 准 形 , 或 第 一 广义 若 当 标准 形 、 
”实际 上 ， 设 AE-A 有 :个 初等 因 于 p; 1(2)， pa * (2), 
?OY D ;是 属于 六 ;3 i(4) 的 Jacobson 块 ， 则 | 了 = D,, 
D ,) 就 是 A 的 jacobson 标 准 形 ， / | 
所 有 的 pi(4) 均 为 一 次 时 , Jjacobson 标 准 形 束 变 为 Jlordan 
标准 形 ，“ 广 义 ” 的 涵义 就 在 于 此 ， 


如 上 ， 作 
FEF 0 ... 0 0 、 
HEE 0 0 
0 0 . .EB F ~ 
为 属于 (pC2)) :的 块 ， 则 得 到 第 - -JCrdan 标 准 形 了 = 11， 
H,, .…, HH.), 
WV 历史 资料 点 清 


” 西 勒 维 斯 特 在 1851 年 研究 二 次 曲线 和 二 次 曲面 的 切 触 和 相交 
时 ， 和 需要 考虑 这 种 二 的 “次 曲面 束 的 分 类 ， 而 他 的 分 类 方 
法 引进 了 初等 因子 的 概念 。 给 定 二 次 型 A 积 B， 考 察 -次 型 束 
A 十 4 了 的 和 = 列 式 | A 二 2B|， 这 是 一 个 以 4 的 多 项 式 为 元 素 的 行列 


起， 西 勒 维 斯 证 明 ， 若 |A 十 4B| 的 任 一 阶 的 全 部 子 式 有 一 个 公 


共 因子 4 十 ce， 则 当 A 和 B 通 过 变量 的 同一 个 线性 变换 后 ， 这 个 因 
子 是 问 样子 式 的 公 因 子 ， 
西 勒 维 斯 特 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 行列 式 研究 中 建立 的 不 变 因子 
和 初等 因子 概念 ， 于 1878 年 被 弗 罗 宾 纽 斯 引进 矩阵 论 。 弗 罗 宾 组 
斯 在 对 不 变 因 子 做 了 进一步 研究 后 ， 以 合乎 逻辑 的 形式 整理 了 个 
变 久 子 和 初等 因子 的 理论 。 
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把 矩阵 化 为 标准 形 的 问题 是 若 当 解决 的 ， 若 当 在 1870 年 的 文 
中 对 于 任 三 甜 阵 ， 均 可 找到 一 个 可 逆 和 矩阵 T， 使 得 
AT 成 为 A 的 若 当 标准 形 . 本 


36 ”基本 习题 
fl1—4 4 . | . 
1 化 /7 4 -| 为 标准 形 ， 
1 十 42 42 一 人 2 ， 
2 求 A(4) 的 各 阶 行列 式 因子 


lo | 
104 10 | 
lol:%0 | 
.00 14 | 
3 mn : ， 
0 
A(1)= -= 40 0 | 
004 0 
0004—1/" 
. .4 求 下 列 宙 矩阵 的 初等 因子 与 标准 形 
和 0 0 442. / 
0 0 A(4+1) | 
WT 0 GQ-D: 0 0 BD)= A | 
0 本 Gy 


5 设 A(4) 是 5 阶 和 矩阵 。 若 A(4) 的 秩 是 4， 初等 因子 是 4。 
42，4 一 1，4 一 1,4 十 1 (4 十 1)2 (4 十 1)3, 试 求 A(C4) 的 标准 形 . 


3 08 /002\ 
6 A=; 3 一 16| 与 B= 1 1 0 | 是 否 相似 ? 
‘2 05) “100 


* 405% 


备 间 年 汪 下 二 


7 求 有 A= 0 0 的 若 当 标准 形 . 
一 2 一 2 1 ， 
8 证 明 
A 100 On ) 
1 4 0 Gn | 
| 0—1 14 Cn-2 


0 0 ™** | Us» 
0 0 0 % —1 4+a 


的 契 变 因子 是 1,1, ,1 ,4 一 4 二 ai 十 … 十 Gow_i4 十 an 

9 ” 设 A 是 数 域 F 上 的 n 阶 矩阵 ， 证 明 A~A’. 

10 设 有 1 和 阶 甜 阵 
“010...0 0. 


| | 
00 1 .0 0 ee 

A 一 。 。， 。 ] 一 2 
站 本 En 


z “1 0 0 1. 0 0) | 
其 中 zs 是 n 次 单位 根 ， 且 e""! 二 1 。 证 姑 ，1! 是 A 的 攻 当 标 准 形 ， 
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第 九 章 ” 欧 几 里 得 空间 
$1 ”概括 说 明 


在 线性 空间 中 ， 向 量 之 间 的 关系 表现 为 加 法 与 数量 乘法 ， 统 
称 为 线性 运算 。 我 们 对 于 线性 空间 自身 的 研究 ， 以 及 对 于 线性 恋 
换 、 拖 阵 的 研究 ， 都 是 基于 线性 运算 ， 并 且 ， 仅 仅 要 求 线性 运算 
满足 八条 公理 ， 

众所周知 ， 三 维 儿 何 空间 是 一 般 线性 空间 的 一 个 具体 模型 ， 
关于 线性 空间 的 概念 是 从 三 维 几 何 空间 抽象 而 来 的 。 而且， 在 这 
个 抽象 化 过 程 中 ， 舍 弃 了 三 维 几 何 空间 向 量 的 许多 重要 的 几何 性 
质 。 例 如 ， 三 维 几 何 空间 中 向 量 的 长 度 、 夹 角 等 与 度量 有 关 的 性 
质 ， 在 一 般 的 线性 空间 中 没有 研究 。 然 而 ， 向 量 的 长 度 、 夹 角 等 
度量 概念 不 仅 在 理论 上 上， 而 且 在 实际 上 都 是 有 重要 意义 的 。 本 章 
进一步 充实 线性 空间 的 概念 ， 把 有 关 的 度量 概念 添 到 线性 空间 中 
去 ， 从 而 建立 欧 几 里 得 空间 的 概念 ， 并 且 ， 研 究 由 此 而 引起 的 一 
些 理 论 ， z 

在 解析 儿 何 中 ， 向 量 的 长 度 和 夹 角 等 度量 概念 是 由 向 量 的 内 
积 ( 称 为 点 乘积 或 数量 积 ) 来 刻 划 的 ,而 且 , 我 们 还 发 现 ， 内 积 具 有 
明显 的 代数 性 质 ， 即 适合 一 些 通 常 的 运算 定律 。 于 是 ， 我 们 将 内 
积 作为 基本 概念 ， 推 广 到 一 般 的 线性 空间 中 去 ， 

所 谓 欧 儿 里 得 空间 ， 就 是 一 种 引进 了 内 积 的 实数 域 上 的 线性 
空间 ， 简 称 为 欧 氏 空间 。 

欧 氏 空间 的 理论 对 于 解析 几何 的 研究 有 指导 意义 ， 在 泛 函 分 
析 、 多 元 分 析 中 有 广泛 应 用 ，, 而且， 下 面 我 们 就 将 看 到 ， 内 积 概 
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念 对 于 代数 学 自身 ， 例 如 对 于 对 称 挎 阵 的 研究 等 ， 也 有 直接 的 意 
义 ， 

本 章 的 内 容 分 为 六 个 部 分 ， 欧 氏 空 间 的 基本 和 概念， 标准 正 交 
基 与 正 交 矩阵 ， 正 交 变 换 ， 正 交 补 、 正 射影 、 最 小 平方 偏差 ， 对 
称 变换 与 实 对 称 和 矩阵 ， 西 空间 ， 

欧 氏 空间 的 基本 概念 首先 是 向 量 的 内 积 ， 而 后 ， 用 内 积 来 定 
义 向 量 的 长 度 、 向 量 间 的 夹 角 、 向 量 间 的 距离 、 向 量 正 交 等 概 
”与 线 性 空间 的 理论 一 样 ， 我 们 主要 讨论 有 限 维 欧 氏 空间 。 解 
析 几 何 中 直角 坐标 系 的 实际 背景 ， 启 发 我 们 建立 标准 正 交 基 的 概 
念 。 我 们 将 证 明 标 准 正 交 基 的 存在 性 ， 给 出 标准 正 交 基 的 求法 , 
讨论 两 个 标准 正 交 基 之 间 的 关系 ， 引 入 正 交 矩阵 的 概念 ， 标准 正 
交 基 的 意义 在 于 ， 在 标准 正 交 基 之 下 ， 向 量 的 坐标 、 内 积 、 长 
底 、 上 距离 都 有 简单 的 表达 式 。 并 且 ， 利 用 标准 正 交 基 给 出 ， 两 个 
有 限 维 欧 氏 空间 则 构 的 必要 充分 条 件 是 它们 的 维 数 相 等 ， 

在 欧 氏 空间 中 ， 将 线性 变换 与 内 积 结合 起 来 ， 得 到 正 交 变 换 
的 概念 。 这 是 解析 几何 中 保持 长 度 不 变 的 变换 的 推广 。 

”” 欧 氏 空间 V 的 线性 子 空间 W 对 于 V 的 内 积 也 作成 一 个 欧 氏 空 
间 。 从 而 ， 可 以 讨论 欧 氏 空间 的 子 空间 的 正 交 关系 ， 建 立正 交 补 
的 概念 ， 进 一 步 建立 正 射影 的 概念 ， 研 究 最 小 平方 偏差 问题 ， 
欧 氏 空间 的 另 一 类 重要 的 线性 变换 是 对 称 变换 。 对 称 变换 的 
理论 是 泛 函 分 析 的 一 个 重要 内 容 。 我 们 研究 有 限 维 欧 氏 空间 的 对 
称 变换 的 性 质 ， 并 且 得 到 实 对 称 手 阵 正 交 相似 于 对 角形 的 结论 ， 
对 实 二 次 型 的 化 简 再 给 出 新 的 方法 及 结果 ， / 

在 复线 性 空间 中 引进 内 积 ， 得 到 西 空间 。 类 似 于 欧 氏 空间 ， 
有 一 套 相 应 的 结论 
“本章 的 补充 资料 是 ， 格 兰 姆 拭 阵 、 广 义 阿达 马 不 等 式 ， 共 拍 
变换 、 正 规 变换 ， 一 般 变 换 的 分 解 ， 历 史 资料 点 滴 ， : 
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3$2 内容 提要 


TI 欧 氏 空间 的 基本 概念 

一 ”定义 与 简单 性 质 

设 V 是 实数 域 R 上 的 线性 空间 下 任意 机 个 是 6 人 
有 唯一 确定 的 实数 ， 记 为 (ac,8)， 与 之 对 应 。 若 (c ,8B) 满 足 
(a,8)=(P,a); 2) (ka,p)=hk(a,8); 3)(c+p,Y)= 人 
(6,7); 4 ) (a,Q) 之 0， 而 等 号 成 立 当 且 仅 当 a= 0 ;其 中 a，B， 
?是 V 中 任意 向 量 ， k 是 R 中 任意 数 ， 则 称 (a ,8) 是 a 与 8 的 内 积 ，， 
称 在 V 上 定义 了 一 个 内 积 ， z 

帮 实 数 域 R 上 的 线性 空间 V 中 定义 了 一 个 内 积 ， 则 称 V 是 欧 
几 里 得 空间 ， 简 称 为 欧 氏 空间 ， 

在 线性 空间 R "中 ， 对 于 向 量 CQX 一 Ca， G2， 0 ,),B 一 (01， 
bs;,…,b,)， 定 义 (a,B8)=aibi 十 a2bs 十 … 十 a,b，， 则 这 是 Rs* 的 
一 个 内 积 ， 从 而 iR? 作 城 欧 氏 空间 ， : 称 这 种 内 积 为 通 常 意义 下 的 
内 积 ， 

Ctla,b) 是 (a,b} 上 一 切实 连续 函数 作成 的 线性 空 问 ， 对 于 


f(x) ,g(x) Ecoab， 定义 100 ,9CO)= 人 rooCoax， 


“ 则 这 是 Ca ,人 的 一 个 内 积 ， 从 而 Ca ,的 作成 欧 氏 空间 ， 
欧 氏 空间 Y 的 内 积 有 下 列 简单 性 质 : 
TAO,a)=0，VaEYi 
2) (a,RB)=R (a,P), Va,PEV, VEER, 
3) (a,PB+7)=(a,P)+(a,r), Va,P,yEV,;, 


0) (Baa Zp )- S Tab, (a ,81 )， 


t=1 f=1;}=1 
Vaal,Q2"* CQ 有 GEV， 
V9iazydnyDl ,DECR， 


* 309* 


二 ”长度 与 夹 角 z 

设 a 是 网 氏 空 间 Y 的 一 个 向 量 ， 非 负 实 数 ( a,a ) 的 算术 平方 
根 w (a,a) 称 为 a 的 长 度 《( 模 )， 记 作 |al。 长 度 为 1 的 向 量 称 
为 单位 问 量 。 

”向 量 的 长 度 有 下 列 性 质 ，1 ) 长 度 |a| 是 存在 且 叭 一 的 ，2 ) 
lal 之 0，|al=06Ga=0; 3)|j|kal=|k||la]， 对 任意 a EY， 
任意 ER; 4 ) 车 a 二 0， 则 |al 1o 是 单位 向 量 , 称 为 将 < 单位 化 。 

定理 ( 柯 西 - 布 涅 柯 赤 斯 基 )。 对 于 欧 氏 空间 VY 中 的 任意 回 量 
Qa,B， 成 立 不 等 式 |(Q， F<lallAl, 当 且 仅 当 c ,0 线性 相关 时 ， 
等 号 成 立 。 
由 定理 得 到 下 面 两 个 著名 的 不 等 式 ， 
1 ) laibi 十 … 十 asp 去 V art :十 Go Vb, 十 十 bb, 
ValidaopiD ,Db, ER, 


2 ) | fx)gCx)ax Pra aca 
Vi(x), g(x) ECLa,b). 
对 于 欧 氏 空间 V 中 的 任意 两 个 向 量 c 与 6， 成 立 所 谓 三 角 不 等 
式 , Ja+Bl<lal+1B], la-Bl>llal -Bll. 
欧 开 空间 VY 中 的 两 个 非 零 向 量 a，B 的 夹 角 《a,PB》 规 定 为 


《aw ;月 ?一 arc cos. 9 他- 

夹 角 具有 如 下 性 质 ，1) ax 上 0，p8:* 上 0 时 ， 《au,p8> 存 在 且 唯 
一 ，2 ) 0 委 《c,0> 委 ri 3 ) a,P)=LB,a); 4 ) 若 ay0， 
则 c 与 jcj zc“ 同 方向 ”， 即 ac,|cl 1a》=0. 

二 ”距离 

设 @ p 是 网 氏 空 间 V 的 向 量 。， p 之 间 的 距离 指 的 是 向 有 
《a 一 4p) 的 长 度 ， 记 作 d(a,8). 即 , da,B)=1c 一 81， 

距离 其 有 下 列 性 质 ， ] ) d(a,6)>0,， dkta,0) 一 0ca 一 有 
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2 ) d(a,P)=d(P ,0); 3 )d(a,P)<d(o,y)+d(ly,p). 

四 ” 正 交 

设 xc。， 0 是 欧 氏 空间 V 中 的 向 量 。 若 (ac,6)= 0， 则 称 c，p 正 
交 或 相互 垂直 ， 记 作 a1p， 

正 交 具有 下 列 简单 性 质 ， 1 ) 当头 0，Bz0 时 ，o Pela， 


0 一 本 2) opeplos 3) 零 向 量 与 任意 向 量 正 交 ; 4)ala 


0 = 0 5 ) 车 a 与 B81， bz:,…,B: 均 正 交 , 则 Qa 与 B81 ,8，,…,PB;: 的 
任 一 线性 组 合 正 交 ， 6 ) 车 Qi ,42,… ,a,(s 之 2) 两 两 正 交 ， 则 对 
于 任意 的 Ri ,k,,…,k,E€R, PiolyRaas Ra 两 两 正 交 。 

车 a,p 正 交 ， 则 la 十 81?=|al? 填 181?， 厂 01,42,… ,Qs 两 
两 正 交 ， 则 |ai 十 Qs 十 … 十 a， 一 ai 二 las 十 … 十 |ay|2。 

说 有 欧 氏 空间 V 的 一 组 非 零 向 量 。 车 疝 量 个 数 汪 2, 是 两 两 正 
交 ， 则 称 为 正 交 向 量 组 ， 若 向 量 个 数 二 1， 则 也 称 为 正 交 向 量 组 ， 

正 交 向 量 组 是 线性 无 关 的 ， 

1 标准 正 交 基 与 正 交 矩 泗 

一 ”度量 矩阵 

设 V 是 n(n 二 0) 维 欧 氏 空间 ，a1 ,Qs,…,a, 是 V 的 一 组 基 ， 
对 于 任意 q, DEV， 有 a=xiai 十 xsds 十 … 士 Ya ， 0 一 yial 十 
y202 十 … 十 yn， 从 而 


(a, 6) -(Z* "1 Dy ; )= 5 Sy C0). 


i=!1j=! 
因此 ， 完全 由 一 组 关内 量 内 各 也 
设 01 ,02,…,Qs 是 n 维 欧 拓 空间 V 的 一 组 其 ， 若 记 af 一 
(ci cy)， 则 " 阶 矩 阵 A= (ai ) 称 为 基 a1, cs,…, a, 的 度量 
利 阵 。 
车 人 A 是 基 a1 ,cz，…an 的 度量 和 矩阵， 向 量 w ,6 在 该 基 下 的 胡 
标 分 别 是 X=(%1 ,x ,xs), Y=(yi, y2，…， Yn)s， 则 有 
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(c,6)=XAY'，]c| 一 wxXAX7 ， 

度量 矩阵 有 如 下 性 质 ，1 ) 度量 矩阵 是 正定 矩阵 ; 2 ) 不 同 基 
的 度量 矩阵 是 合同 的 ， 3 ) 内 积 由 度量 矩阵 完全 决定 ，4 ) 对 于 
不 同 基 的 度量 矩阵 ， 所 确定 的 内 积 (Ca,P) 是 相等 的 ， 
” 取 定 n(n 0 ) 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 基 之 后 ， 对 于 V 的 每 一 个 
内 积 都 有 唯一 确定 的 正定 矩阵 A 与 之 对 应 ，A 就 是 该 组 基 的 度量 
矩阵 ， 反之 ， 任 给 一 个 正定 矩阵 A 二 (ai;), 对 于 任意 的 a,BEY， 
定义 (a,p) 二 XA Y’， 其 中 X，Y 分 别 为 4，B 在 该 基 下 和 的 行 坐 
标 ， 则 这 是 V 的 一 个 内 积 ， 由 A 唯一 确定 。 因 此 , 在 这 种 意义 下 ， 
就 建立 了 欧 氏 空间 V 的 内 积 集合 与 正定 盾 阵 集合 之 间 的 一 个 双 
射 , 即 一 一 对 应 .从 而 ,局 一 个 实 线性 空间 可 以 定义 无 穷 多 个 内 积 。 

二 “标准 正 交 基 
”车 一 组 基 中 的 向 量 有 正 交 的 ， 则 计算 内 积 将 会 简单 些 ， 从 而 
促使 我 们 寻找 一 种 特殊 的 基 ， 称 为 标准 正 交 基 。 因为 正 交 疝 量 是 
线性 无 关 的 ， 所 以 ，n(n>> 0 ) 维 欧 氏 空间 中 两 两 正 交 的 向 量 的 个 
数 至 多 是 m， 从 而 ， 建 立 标准 正 交 基 是 可 以 实现 的 。 

欧 氏 空间 V 中 ， 由 单位 向 量 组 成 的 正 交 组 称 为 标准 正 交 组 ， 
由 正 交 组 构成 的 基 称 为 正 交 基 。 由 标准 正 交 组 构成 的 基 称 为 标准 
正 交 基 ， 

设 V 是 n(n>0) 维 欧 氏 空 间 ，e1,e,,…,e, 是 V 的 一 组 基 ， 和 本 
总 ZEVY，C&=X1861 十 XY282 十 十 Xn8n 月 一 y181 填 yz282 十 和 
十 yaen， 则 下 列 诸 条 相互 等 价 ，1 ) el ,se ，…，,8, 是 Y 的 一 组 标准 
正 交 基 ; 2 ) 当 i ==j 时 ，(e; ,8j)==1, 当 ij 时 ，(e;,ej)=0, 
i j 二 1,2，… ,1 3 ) e1 ,64，… ,2, 的 度量 录 阵 是 单位 矩阵 ;4 ) 
Xi 一 (C， ei ) ， 1 ==], 2,:…, Nn; 5 ) (a, D) 一 Xiyli 十 Xzyas 十 … 十 
Xn 6)|cl2 一 X12 十 X22 十 … 十 Xa2。 

因为 n 阶 正定 矩阵 均 与 单位 矩阵 合同 ， 所 以 ，n(n>0) 维 欧 民 
空间 V 的 标准 正 交 基 是 存在 的 ， 并 且 ， 可 以 具体 写 出 关系 式 ， 求 
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出 标准 正 交 基 。 另外， 下 面 的 儿 个 定理 从 逐步 扩充 的 角度 求 出 标 
准 正 交 基 ， 证 朋 标 准 正 交 基 的 存在 性 ， 
1 ) 车 mm 之 nn， CC2， ,Cn 是 Y 的 正 交 组 ， 则 存在 gEV, 使 
Qs,02 ,QnmsG 是 V 的 正 交 组 ， 并 且 
Qa=p— (8, pb,a1) w 1 一 _ (8,an) CQ 


C1, CC (cn Cm) 

其 中 ，p 是 任 一 个 使 cl ,cy ,as p 线 性 无 关 的 向 量 。 

2 ) n(n>0) 维 欧 氏 空间 V 中 的 任 一 个 正 交 向 最 组 都 能 扩充 
成 V 的 一 组 正 交 基 ， / 

3 ) 车 mm 之 n，e1 ,es,…， em 证 n(n 之 0) 维 欧 氏 空间 V 的 一 标准 
正 交 组 ， 则 存在 单位 向 量 eE V， 使 e1/，e，,…，e,，e 是 V 的 一 标 
准 正 交 组 ， : / 
.4 ) Ce 0 ) 维 隐 民 空间 Y 中 的 企 一 个 村 闪 正 交角 都 能 扩 
成 V 的 一 组 标准 正 交 基 ， 加 

5 ) 对 于 n(n>0) 维 欧 氏 空间 V 的 任 一 组 基 @1， ws a 
这 可以 搞 到 V 的 一 标准 正 交 基 6 ,6 2 使 得 L(ai ,a;， 

Ci 一 上 (el sy ee) 1 二 1,2, ,Hh 从而，ai，c，， 

Qs, 到 el，e,,， ;的 过 流入 阵 是 上 三 角形 的 , 且 主 对 角 线 上 的 
元 素 为 正 数 。 

上 面 的 1) 中 ， 实 际 上 给 出 了 由 Y 的 任 一 组 基 求 出 V 的 一 组 标 
准 正 交 基 的 方法 ， 称 为 施 密 特 正 交 化 过 程 ， 这 一 太 深 是 有 规律 性 
的 ， 可 以 用 计算 机 来 实现 ， 

关于 标准 正 交 基 的 讨论 是 在 欧 氏 空间 中 进行 的 ， 即 在 事先 确 
定 的 内 积 下 进行 讨论 . 若 不 是 这 样 , 则 问题 变 得 十 分 简单 ， 设 V 是 
n(n 0 ) 维 实 线 性 空间 ，a;，a,,…， Qs 是 VY 的 任 一 组 基 ， 则 可 
以 碍 当地 规定 VY 的 内 积 ， 使 V 成 为 欧 氏 空间 ， 并 且 ， 使 c,，c 

”an 成 为 Y 的 一 组 标准 正 交 基 。 实 际 上 ,只 要 规定 ， 当 i 一 了 时 ， 

(ci ci)=1T 当 i/ 时 ，(ai，ai)= 0， 就 可 以 了 ， 
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三 正 交 逢 阵 

研究 欧 氏 空间 的 不 同 标准 正 交 基 之 间 的 关系 ， 就 引出 了 正 交 
矩阵 的 概念 。 

设 A 是 n 阶 实 和 矩阵。 车 A’A==， 则 称 A 是 一 个 正 交 矩阵 ， 

正 交 矩阵 有 下 列 性 质 ，1) 正 交手 阵 是 可 着 年 阵 ， 且 其 鸳 韦 隆 
为 正 交 和 矩阵: 2) 正 交 和 矩阵 的 行列 式 等 于 十 1 或 一 1; 3) 正 交 和 矩阵 的 
乘积 是 正 交 和 矩阵，4) 正 交 拭 阵 的 伴随 什 阵 是 正 交 矩阵， 5) 三 角形 
的 正 交 逢 阵 必 为 对 角形 的 矩阵 ， 且 主 对 角 线 上 的 元 素 为 +1 或 -1， 

设 A=(ai)) 是 n 阶 实 矩 阵 ， 则 下 列 诸 条 等 价 ，1)A’A= 上 ， 
2)A- 一 人 3)AA7" 一 上 ) 4 ) 行 关系 ， Gii1Q;1 二 41:24;2 十 … 十 
ainQjn 二 1(i1 二 站) 或 0(i 生 门 ) 5 ) 列 关系 ; QiiG1i Farid2i; 二 … 
-Fasiaoi 一 1 一 力 或 0 了 7)， 

关于 标准 正 交 基 与 正 交 矩阵 的 关系 ， 有 下 面 的 ，1) 标 准 止 交 
基 之 间 的 过 滤 矩 阵 是 一 个 正 交 和 矩阵 ， 反 之 ， 任 一 个 正 交 抢 阵 ， 总 
是 可 以 作为 菜 两 组 标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 秆 了 泗 。2) 设 el，&,,*"…， 
es 是 n 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 标准 正 交 基 , 目 (7 1,7s,… 71) 二 (81， 
es ，E4)A， 则 1，772,…，77 :是 VY 的 一 组 标准 正 交 基 人 SA 是 一 
正 交 插 阵 。 

由 施 密 特 正 交 化 过 程 ， 容 易 得 到 下 面 的 一 些 结论 ，1) 设 A 
是 n(n>> 0 ) 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 基 的 上 度量 矩阵 (A 是 正定 矩 
阵 ) , 则 存在 一 个 主 对 角 线 元 素 为 正 数 的 上 (下 ) 三 角形 和 矩阵 QQ ， 
使 A 二 Q'Q。2 ) 对 于 任 一 n 阶 可 道 实 矩 际 A, 必 存 在 一 个 正 交 答 
阵 T 与 一 个 主 对 角 线 元 素 为 正 数 的 上 三 角形 和 盾 阵 Q ,使 A= TQ， 
且 T 与 Q 由 A 唯一 决定 。3 ) 对 于 任 一 ? 阶 可 闭 实 罕 阵 A， 必 存在 
一 正 交 逢 阵 U 与 一 个 主 对 角 线 元 素 为 正 数 的 下 三 角 和 矩阵 代 ， 使 A 
二 KU， 且 UU 与 人 由 A 趴 一 决定 。 

四 殉 氏 空间 的 同 构 

设 V 与 VY/ 是 欧 氏 空 间 .。 若 有 V 到 V 7 的 双 射 c， 使 得 对 于 任 污 
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x，8EV 及 任意 &AER， 均 成 立 ，1)a(a 二 有 ) 一 a(Ca) 二 aC67)， 2) 
o(ka) 一 ko(a)，3)(o(a),0(B))==(a,8)， 则 称 o 是 V 到 V' 的 
同 构 映 射 ， 称 V 与 V' 辐 构 ， 记 作 VV'， 简 记 作 V 之 V， 

欧 氏 空间 的 同 构 具 有 反 身 性 、 对 称 性 、 传 递 性 。 任意” 维 欧 
氏 空间 V 均 与 欧 氏 空间 R"( 通 常 意义 下 的 内 积 ) 同 构 。 两 个 有 限 维 
氏 空 间 同 构 的 必要 充分 条 件 是 它们 的 维 数 相等 于 是 ， 从 抽象 的 
观点 看 ， 欧 氏 空 间 的 同 构 完全 被 其 维 数 决定 。 同 构 的 欧 氏 空间 被 
认为 是 相同 的 。 从 而 ， 欧 氏 空间 R* ( 通常 意义 下 的 内 积 ) 可 以 作 
为 24 维 欧 氏 空间 的 代表 ， 

下 正 交 变 换 / | / 

设 c 是 欧 氏 空间 V 的 线性 变换 。 若 对 于 任意 xcEV, 有 laka)| 
= |c| ， 则 称 o 是 一 个 正 交 变换 。 欧 氏 空间 V 的 单位 变换 Te 是 正 
交 变 换 . 设 7 是 欧 氏 空间 V 的 一 单位 向 量 , 定 义 o:o0(a)=a 一 2(”， 
a)n ,Va€E V， 则 o 是 一 个 正 交 变换 , 称 为 镜面 反射 , 且 0? 一 Te. 

欧 氏 空间 V 的 正 交 变 换 有 下 列 简单 性 质 ; 1)V 的 正 交 变 换 o 是 
V 到 V 的 单 射 ，2) 若 V 的 正 交 变换 0 有 特征 值 4,, 则 1, 0 
3)V 的 正 交 变 换 的 特征 值 是 十 1 或 一 1;4)V 的 两 个 正 交 变换 的 乘积 
是 V 的 正 交 变换 ，5)V 的 正 交 变换 保持 夹 角 、 距 离 不 变 ; 6) 对 于 
V 的 任意 两 个 不 同 的 单位 向 量 e 与 ”?， 存 在 V 的 一 个 镜面 反射 0, 使 
o(e)=7. | z 

设 o 是 欧 氏 空间 V 的 线性 变换 ， 则 下 列 诸 条 相互 等 价 ，1)o 保 
持 长 度 不 变 ， 即 ， 对 于 任意 xcEV， 有 lo(a)| = |al ，2)o 保 持 距 
离 不 变 ， 即 ， 对 于 任意 a。，BEV, 有 d(c(ac)，c(6))=d(c,D) 
3)o 保 持 内 积 不 变 , 即 ， 对 于 任意 ag，BEV， 有 (o(a),，o(8))= 
(a,B) ; 4)o 保 持 单 位 向 量 的 内 积 不 变 ， 即 ， 对 于 任意 单位 向 量 
s，DEV， 有 (ca(e)，c(7))=(s，7); 5)o 保 持 单位 向 量 的 长 度 : 
不 变 ， 即 ， 对 于 任意 单位 向 量 sEV， 有 lo(e)| = lel =1, 

当 a 是 xn(*>>0) 维 欧 氏 空间 Y 的 线性 变换 时 ， 还 有 下 列 诸 条 也 
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等 价 ， 6 对于， 的 任 一 组 基 Qs Qn, 有 (ol(ai), o(a;)) 
=(G;i,0;), i, j=1 ,2,,n; 7) 若 e122，… ,5, 是 VY 的 任 一 标 
准 正 交 基 ， 虽 oco(z1)，o(e;),…，o(e，,) 也 是 YY 的 一 标准 正 交 基 ，; 
8)o 在 V 的 任 一 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 正 交 矩阵 ， 

n(n>0) 维 网 氏 空 间 V 的 正 交 变换 还 有 下 列 性 质 ，1 )V 的 正 
交 变 换 0 是 V 到 V 的 双 射 ， 从 而 ， 是 VY 到 V 的 同 构 映射 ，2)V 的 正 
交 变 换 o 是 可 道 的 ， 并 且 ， 其 道 变换 o- :也 是 正 交 变 换 ，3)V 的 正 
交 变 换 o 的 特征 值 4, 与 1/4。 成 对 出 现 ; 4)V 的 正 交 变换 0 的 行列 
式 等 于 十 1 或 一 1]， 若 等 于 十 1， 则 称 o 是 第 一 类 的 ; 车 等 于 一 1， 
则 称 c 是 第 二 类 的 。 镜 面 反射 是 第 二 类 的 正 交 变换 ，5)V 的 任 一 
正 交 变换 可 以 表示 为 一 系列 镜面 反射 的 乘积 :6) 若 V 的 正 交 变换 
0 以 1 作为 一 个 特征 值 ， 且 属于 特征 值 工 的 特征 子 空间 的 维 数 为 
n 一 1， 则 o 是 镜面 反射 ，7) 第 二 类 正 交 变 换 一 定 以 一 1 作为 它 的 
一 个 特征 值 ，8) 奇 数 维 欧 氏 空间 的 第 一 类 正 交 变换 一 定 以 1 作为 
它 的 一 个 特征 值 ， 
”下 面 给 出 正 交 变 换 的 几何 意义 ，1) 二 维 几 何 空间 Vs 的 一 个 
正 交 变换 或 者 是 旋转 ， 或 者 是 对 -- 条 直线 的 反射 。 前 者 是 第 一 类 
正 交 变换 ， 后 者 是 第 二 类 正 交 变 换 。2) 三 维 儿 何 空间 V。 的 一 个 
正 交 变换 或 者 是 绕 直 线 的 旋转 ， 或 者 是 对 于 平面 的 反射 ， 或 者 是 
这 两 者 的 合成 。 在 第 一 种 情形 是 第 一 类 正 交 变换 ， 在 后 两 种 情形 
是 第 二 类 正 交 变换 ， 

N(230) 维 欧 氏 空间 V 中 存在 标准 正 交 基 ， 合 Y 的 正 交 变换 


在 说 发 基 下 的 算 话 为 
全 1。 
“1 ， 
cosb —sing, 
人 | sinb, cos0 
| : ‘cos0, —sing, 


“316 sing, cosf 


曙 


其 中 4;= 1 或 一 1，1=12，…,。 

车 cl,az,…,an 与 8 ,0 …，,p。 是 欧 氏 空间 V 的 两 个 向 量 组 ， 
则 存在 V 的 正 交 变换 0， ee) Bi, f=1,2,, mE(ai, aj) 
=(p;, Bi;), i, j=1,2, : 

在 Ci Css" Cn Bp 8 9 如， 是 罗氏 空 2 淮 
正 交 基 ， 则 存在 V 的 正 交 变换 o， 使 0(a;)=B;，i==1,2， 

KW 正 交 补 、 正 射影 、 最 小 平方 偏差 

一 子 空间 的 正 交 关系 

欧 氏 空间 V 的 子 空间 W 对 于 V 的 内 积 来 说 也 作成 欧 氏 空 间 。 

设 W ,5 是 欧 氏 空间 V 的 非 空子 集 。 若 对 于 任意 a€W, 任意 
BES， 均 有 (a，B ) =0, 则 称 W 与 5 正 交 ， 记 作 W_L S。 车 向 量 
a 与 W 的 任意 问 量 正 交 ， 则 称 a 与 W 正 交 ， 记 作 a_|W， 

设 W，> 是 欧 氏 空间 V 的 子 空间 ,车 WLS， 则 W 站 5= {0}， 
从 而 ， 和 W 十 > 是 直 和 。 苍 W 1， Wo W :是 欧 氏 空间 Y 时 两 
两 正 交 的 子 空间 ， 则 和 W :十 W :十 … 二 W, 是 直 和 ， 四 

欧 氏 空间 VY 中 与 向 量 c 正 交 的 一 切 向 量 作成 V 的 一 个 子 空 间 ， 
y 中 写 非 空子 集 W 正 交 的 一 切 向 量 作成 V 的 一 个 子 空 空 间 。 

二 本 

东欧 氏 空 间 V 的 子 室 间 。 芳 存在 V 的 子 空间 S， 使 得 
Wis Dawrs YY 则 称 S 是 W 的 一 个 正 交 补 。 若 欧 氏 空间 V 
的 子 空间 W 有 正 交 补 ， 则 其 正 交 补 唯一 ， 记 作 W+ ， 

正 交 补 有 如 下 性 质 ，1 ) (WW,): =W: [1W; 了 2 ) 
(W+-) =W; 3)(WNW,): =WiTTWi 4) CW, tw)’ 
=Wi NN Ws eC(W NW,) =Wi+W! 

设 W 是 欧 氏 空间 V 的 有 限 维 子 空间 ， 则 W 的 正 交 补 W: 存在 ， 
且 W- = 二 {x |xE VY，x1LW}。 换 言 之，W 的 正 交 补 怡 由 所 有 与 
WwW 正 交 的 向 量 组 成 ， 特 别 地 ， 当 欧 氏 空间 V 是 有 限 维 时 是 如 此 -> 
而 且 dimVY = 二 ~dimW +dimW-. 必须 指出 ， 当 W 是 无 限 维 时 , 结 
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论 不 成 立 。 
当 取 定 W 的 一 组 基 &1，Q2:,…，an 之 后 ， 容易 由 上 人 W-” 的 
结构 ， 将 W-+ 确定 出 来 . 

三 ” 正 射影 

设 太 是 欧 氏 空间 V 的 子 空 间 ，W- 存在 ，V= 办 中 W ,对 任 
意 g E VY， 有 a 二 6B 十 Y，BE W，YyE W*+ ， 则 称 p 是 回 量 a 在 子 空 
闻 允 上 的 正 射影 ， 也 称 内 射影 。 

设 W 是 欧 氏 空间 V 的 子 空间 ，W” 存在 ，cEYV， 则 有 : 1) 
若 6 是 a 在 W 上 的 正 射 影 , 则 (a 一 8).LW， 且 对 于 任意 8’'E 玉 ,有 
la 一 有 = la 一 Bl ?十 16 一 8 小 ?; 2) Bb 是 a 在 W 上 的 正 射 影 台 对 
任意 Bp’'E W， 成 立 la 一 8B 记 jc 一 8 而且， 等 号 成 立 当 且 仅 当 
Bp’'=p. : 

a 在 W 上 的 正 射 影 ， 有 了 明显 的 几何 意义 。 当 V 是 三 维 几 何 空 
间 时 ，a 在 W 上 的 正 射 影 ， 就 是 “点 ”a 在 平面 WI 上 的 正 射 影 ， 
a 一 B 就 是 由 “点 ”a 到 W 的 垂 线 ，|a 一 BI 就 是 “点 ”a 到 平面 W 
的 最 短 距 离 . 

当 W 是 有 限 维 子 空间 时 ,a 在 W 上 的 正 射 影 是 存在 且 唯一 的 ， 
并 且 ， 可 以 具体 地 求 出 来 。 

在 am aa，…， cn 是 允 的 任 一 组 基 ， 则 向 量 P= xia; 十 xyay 
十 … 十 YmCn 契 向 量 c 在 内 上 的 正 射影 人 xi1，xs,…xn 为 下 列 线 性 


方程 组 的 解 ， 之 (aai)xi 一 (aai)，i 王 1，2，…， 放 ， ， 
ny z / 
四 “最 小 平方 偏差 问题 
发 0 是 < 在 子 空 间 W 上 的 正 射影 , 则 对 于 任意 6/EW ,bzB 
成 立 jc 一 月 << la 一 8 咎 。 因 此 ， 把 正 射影 8 称 为 W 到 a 的 最 佳 通 
这。 而 求 8， 也 就 是 要 找 使 得 (d(a,x))?:= lc 一 x| :( 任 意 xE€W) 
最 小 的 x=p，,. 称 为 最 小 平方 偏差 问题 ， 
。 9318. 


1 最 小 二 乘法 
在 生产 实践 与 科学 实验 中 遇 到 的 某 些 问题 所 归结 出 来 的 数学 


”模型 ， 往 往 是 一 个 没有 解 的 m x ?线性 代数 方程 组 ( 称 为 矛盾 方程 


组 ) ， 讨 论 这 一 类 方程 组 具有 较 大 的 实际 意义 矛盾 方程 组 常常 
是 这 样 归结 出 来 的 ， 根据 某 些 科学 规律 或 预测 ， 景 6 ( 实数 ) 与 量 
G1 G2 0s{ 都 是 实数 ) 之 间 存 在 着 线性 关系 式 
0 一 Xial 十 Yaqs "+X,a,, ( 1) 

这 个 关系 式 可 能 是 ( 相对 地 ) 精确 的 ， 也 可 能 是 近似 的 ， 关 系 式 
中 的 x:，xa，… x, 是 未 知 的 常 系数 ( 实数 ) ,它们 可 以 由 对 a,， 
G2，…，Qa3 6b 进行 一 系列 测试 决定 出 来 , 设 对 a，，a, ,an3 b 
进行 了 m 次 测试 ， 测 试 出 来 的 数据 是 Gil 0i2 pp Qing b, 
(1 二 1]，2，…，fm) , 则 由 关系 式 ( 1 ) 可知 成 立 下 面 各 式 ; 

CGI1X1 十 Gi2X2 十 十 GainXu 一口 1 二 ]，2， 1m, (2) 
或 者 ”AX=B (3) 
其 中 A=(ai;)mxs 是 ( 2 ) 的 系数 矩阵 ， X=(X1, Xs, ,Xn )’, 
B=(b,, b,,*…, D,) 

殉 在 的 问题 是 要 求 出 X， 由 于 对 关系 式 ( 1 ) 的 认识 的 局 限 
性 ( 可 能 没有 归结 好 ) ， 以 及 测试 仪器 产生 的 测量 误差 ,所 以 方 
程 组 (2 ) 或 (3 ) 总 是 一 个 矛盾 方程 组 ， 要 谈 它 的 精确 解 是 不 
可 能 的 ， 反 而 是 无 意义 的 。 因 此 ， 只 能 这 样 找 X， 使 AX 尽 可 能 


搂 近 8 用 式 子 表示 ,也 就 是 要 求 X 的 最 佳 近似 值 X=(x x， .… 
x%4)/， 使 


5 (Bor 6 (4) 


f=1 j=] 
( 总体) 的 值 最 小 .这 种 意义 下 得 到 的 解 称 为 矛盾 方程 组 AX 一 日 
的 最 小 二 乘 解 ， 
”一 般 说 来 ，m 伍 大 于 %， 即 测量 次 数 恒 多 于 量 a,，a,,…， 
的 个 数 ， 这 样 可 以 提高 X 的 精确 度 ， 


Us, 
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下 面 县 体 给 出 求 和 的 方法 ， 

“ 记 A=(a1，as，…，Qw 少 ， 其 中 a1，as，…,Q， 都 是 m 维 
列 沿 量 ; 则 上 述 问题 ((4) 式 ) 就 归结 为 : 找 和 一 (xiyxz，…，Xn) 7 ， 
使 1B 一 (xiai 十 xsas 十 … 十 Yuans)| 2 最 小 ， 或 者 | 也 一 AA^ 上 最 
小 。 即 ， 求 欧 氏 空间 R* 中 向 量 B 到 子 空间 W=L(ai ,Qs,… ,0") 
的 最 短 距 离 。 这 个 最 小 平方 偏差 问题 就 称 为 最 小 二 乘 方 问题 ， 解 
决 这 一 问题 的 方法 就 称 作 最 小 二 乘法 . 

“ 设 C=B 一 AX， 则 C_LW。 :因此 ， 当 且 仅 当 

(C, a1)=(C, a:)='"*=(C, a1)= 0, 

即 Qi1'C=a, C=**=a, C= 0 (5) 
亦 即 A'(B 一 AX)= 0，A'AX=A'B (6) 
于 是 AX=B 的 最 小 二 和 膝 解 可 以 由 相 容 的 方程 组 ( 6 ) 的 诸 解 中 找 
出 。 特 别 地 ， 当 ci，C2， an 线性 无 关 时 ,A“A 可 北 ， 此 时 ， 
《6 ) 有 唯一 解 X=(A’A) 'A’B (7) 
则 《7 )》 自然 就 是 最 小 二 乘 解 。 

2 图 数 的 远近 问题 

考虑 (0,2r] 上 的 一 切 连续 实 函 数 所 作成 的 欧 氏 空间 C40,27 
( I 中 的 例子 )。 设 W 是 由 下 面 24 十 1 个 函数 1，cosx,sinx， 
…，cosnx,sinnx 所 生成 的 子 空间 。 利 用 施 密 特 正 交 化 方法 ， 求 


出 W 的 一 标准 正 交 基 ga 一 ,ai=_lcosx,pi= -lsinx, 
VON yi MX 


cosnx， 有 ,一 -上 .sinnx。 于 是 ，W 的 每 个 元 案 都 
A ye 
加 以 写成 p(x)=ao/2 十 aicosx 十 bisinx 十 … 十 a,COsnx 十 
0 ,sinnx(*) 的 形状 。p,(x) 称 为 一 个 n 次 三 角 多 项 式 ， 
设 /(x)E CC0,27) , 求 一 p,(x), 使 得 | (f(x) 一 p(x))*dx 


的 值 最 小 ， 也 就 是 f(x) 一 p(x)1 :一 | (f(x)-p.(x))*dx 的 值 
最 小 ， 这 陨 是 中 对/ 几 x) 的 最 佳 遂 近 问 题 ,因此 ,所 求 的 pu(x) 应 该 
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是 /(x) 在 W 上 的 正 射 影 . 荔 得 p,(x)=(]， Qo0)ao +(Cf ,a ai 
+(j， 0O1)06 十 … 十 (f ,0,) Qn +(f,8.)p,. 与 (*) 比 较 ， 得 到 


ao_ |! 1 ff 1 工人 2 x )dx, 
2 el 00) -一 5/ (Xdx pe | /( 


—_1 _1 f2x 1 _1 f2z dy 
at= (1, xz- 产 -| f(x) coshxdx 1 f(x)coskxdx; 
ro 。 2 只 
0= 产 (60- 产 7 f(sinkxdx- | f(x)sinkxdx; 


因为 cox0x==1， 所 以 ， 可 以 写 为 
L |" fx)eoskrds, R=0,1,2,. ,ny 
br=l | /Csinkrds, R=1,2, 有， 


ao，Qi，b1，…，ans b, 称 为 1/(x) 的 富 立 叶 系 数 ， 

V 对称 变换 与 实 对 称 和 矩阵 

一 “对 称 变换 与 实 对 称 矩 阵 

必 5 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 线性 变换 。 若 对 于 任意 w，8EcYV , 均 
有 (ol(a)，B ) =(a，o(B))， 则 称 o 是 V 的 一 个 对 称 变换 ， 

对 称 变换 有 下 列 简 单 性 质 ，1)Te 是 对 称 变换 ，2) 实 数 & 与 对 
称 变 换 o 的 乘积 ko 是 对 称 变换 ，3) 两 个 对 称 变换 的 和 是 对 称 变 
换 ; 4) 欧 氏 空间 V 的 变换 o 是 对 称 变换 人 对 任意 wx、pc V， 成 立 
(o(a), Bb) = (a, o(p)). : / 

攻 5 是 以 2>>0 ) 维 欧 氏 空间 V 的 一 个 线性 变换 ， 共 oc 是 V 的 一 
个 对 称 变换 ， 则 在 Y 的 任 一 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 实 对 称 徐 际 
反之 ， 车 0 在 V 的 某 一 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 实 对 称 矩 阵 ， 则 o 是 
的 一 个 对 称 变换 。 简 言 之 ，o 是 对 称 变换 的 必要 充分 条 件 是 0 在 
的 任 一 标 正 交 基 下 的 和 矩阵 是 对 称 和 矩阵 ， 

谈 M 是 n 维 欧 氏 空间 V 的 所 有 对 称 变换 的 集合 ，N 是 所 有 nn 队 
实 对 称 甜 阵 的 集合 。 若 V 中 取 定 一 组 标准 正 交 基 ， 且 使 V 的 对 称 
变 搞 c 与 "在 该 基 下 的 系 阵 对 应 - 则 得 到 M 到 N 的 一 个 双 射 、 
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全 有 一 


n(n>0) 维 欧 氏 空间 Y 的 两 个 对 称 变 换 0;，o ;的 乘积 010;: 是 
对 称 变换 使 aiay 一 Iaaol。 

二 ”特征 值 与 特征 问 量 | 

实 对 称 矩 阵 的 特征 值 都 是 实数 ,从 而 ,n 阶 实 对 称 和 矩阵 有 1% 个 实 
特征 值 ( 重 特征 值 按 重 数 来 计算 ) 。 

n(n>0) 维 欧 氏 空间 VY 的 任 一 对 称 变 换 至 少 有 一 个 特征 值 ， 

设 0 是 欧 氏 空间 V 的 对 称 变换 ，W 是 V 的 的 子 空间 ，W ”在 
在 . 若 W 是 0 的 不 变 子 空间 ， 则 W+ 也 是 0 的 不 变 子 空间 ， 

设 0 是 n(n>>0) 维 欧 氏 空间 V 的 对 称 变换 ，4, 是 0 的 一 个 特 征 
值 ，a 是 属于 4 的 特征 向 量 . 若 M={x IxEV,， 且 x La}， 则 M 
-是 G 的 不 变 子 空间 ， 且 dimM 一 ?一 1。 

设 o 是 n(n>>0) 维 网 氏 空 间 V 的 一 个 对 称 变换 ， 则 oc 有 1 个 特征 
向 量 作 成 的 一 组 标准 正 交 基 。 从 而 ,0 在 该 基 下 的 第 阵 是 对 角形 
矩阵 ， 主 对 角 线 上 的 元 素 就 是 c 的 全 部 特征 值 ( 重 特征 值 按 重 数 
计算 ) 。 

设 o 是 n(n>>0) 维 欧 氏 空间 Y 的 一 个 对 称 变换 ， 则 YY 可 以 分 解 
为 两 两 正 交 的 0 的 一 维 不 变 子 空间 的 直 和 ， 

设 0 是 n(n>>0) 维 欧 氏 空间 VY 的 一 个 对 称 变换 ，4，,，4,,…， 
14, 是 0 的 全 部 互 异 的 特征 值 ， 则 从 每 个 特征 子 空间 Yi; 中 各 取 一 
组 标准 正 交 基 ， 即 可 合并 成 Y 的 一 组 标准 开交 苦 ， 且 o 在 该 组 基 
下 的 矩阵 是 对 角形 ， 

三 ” 实 对 称 矩 阵 正 交 对 角 化 

对 于 和 任 一 x 阶 实 对 称 矩阵 A， 都 存在 一 个 n 阶 正 交 矩阵 TT， 使 
T’AT=T-!AT 成 对 角形 ， 主 对 角 线 上 的 元 素 就 是 A 的 全 部 特征 
值 ( 重 特征 值 按 重 数 计算 ) ， / 

求 正 交 和 矩阵 和 对 角形 下 AT=T AT， 称 为 正 交 对 角 化 ， 
按 下 列 步骤 进行 ，1) 求 A 的 特征 值 。 设 41,，4;,…，4, 是 A 的 全 
部 不 同 的 特征 值 ，2) 对 于 每 个 4; , 求 齐 次 线性 方程 组 (4;E-A)X 
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= 0 的 一 基础 解 系 ， 这 就 是 A 的 特征 子 空间 Y4; 的 一 组 基 。 由 
V4i 的 这 组 基 出 发 ， 施 行 施 密 特 正 交 化 过 程 ， 得 到 V4; 的 一 组 标 
准 正 交 基 ee;,， E72 "Eihki} 3)Berr,*, Elkls "Seri, Crkr 
为 列 作成 T， 则 T 是 正 交 和 矩阵 ， 且 TAT=T-!AT 是 对 角形 矩 阵 
D ,D 的 主 对 角 线 元 素 就 相应 地 写 为 41,… ,41,…，4,.,…,4,, 其- 
中 1 重复 ki 次 ，…，4, 重 复 k, 次 ，Ri 十 … 十 h, 一， 

四 实 二 次 型 的 正 交 化 简 

对 于 任意 一 个 实 二 次 型 1(x1， Xs ,Xn)—=X /AX, 都 存在 
下 交 和 矩阵 T， 使 得 ， 人 十 
十 44yn?， 其 中 ，41，4,,…，4, 为 1 的 矩阵 A 的 全 部 特征 值 
( 重 特征 值 按 重 数 计算 ) 。 

设 f(x1， X22,""', Xa) 一 入 /人 A 人 是 一 个 ?4 元 实 二 次 型 ， A 是 J 
的 矩阵 ， 则 ，1)f 的 秩 等 于 的 非 零 特征 值 的 个 数 ， 而 f 的 符号 差 
等 于 A 的 正 特征 值 的 个 数 与 负 特 征 值 个 数 的 差 :， 2)f 是 正定 二 
次 型 ， 当 且 仅 当 和 A 的 特征 值 都 是 正 数 . 


现在 考虑 空 间 直 角 坐 标 系 中 二 次 曲面 方程 化 简 的 问题 . 
二 光 曲 面 的 一 般 方程 是 
Gl 1X 十 G42 十 G332? 十 24a12Xy 十 2a1sX2 十 242s yz 十 201X 十 
2b:y 十 20:z 十 d 一 0 ， 


、 QI1012013 | 3 1 /Di 
设 A= G1022023 入 一 了 B= bs '. 


Qs10320337 

则 | Xr AX42B/X+d- 0。 经 过 二 转轴， 坐标 变换 公式 为 

f* 加 X1、 Xi 

> 上 C21Cs2C23 | Y1 ， X= 1 

\2 Lcsicsacss 21 ， | 
或 者 入 一 C 人 1， 其 中 C 为 正 交 蛤 阵 , 且 Cl 二 1。 在 新 坐标 系 中 ， . 
曲面 的 方程 就 是 关 ,'(C’AC)X, 十 2(B'C)X, 十 d= 二 0 我 们 可 
以 选择 正 交 矩阵 C， |C| 二 1， 且 使 


”923 ， 


i, 0 0 
C/AC= 0 用 6 , 
0 0 4, : 
其 中 41,4,,4; 为 A 的 特征 值 .从 而 ,曲面 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 
Axi? 十 42y4 ?十 A4321? 十 2D1*x1 十 202*y1 十 2bs*z1 十 d= 二 0， 
其 中 (b1*，6bs*，bs*) 二 (51，b。，bs)C。 此 时 ， 再 按 4, ,4,， 
4 是否 为 零 的 情况 ， 并 作 适 当 的 移 轴 ， 就 可 以 把 曲面 的 方 竹 化 
成 标准 方程 假设 4,，4。,，4, 全 不 为 零 ， 则 作 下 面 的 移 轴 变换 


bi* b,* bs,* 
Xi 一 % 一 可 和 yy 一 yy 一 和， 24 一 4 一 A 
1 


从 而 曲面 的 方程 化 为 ixss 十 hsys2 十 hszsz 十 dx 一 


b, 其 2 0.*? b,*2 


其 中 dd 
站 西 空 间 
一 酝 空 间 与 欧 氏 空间 的 对 应 关系 


欧 氏 空间 的 理论 ， 作 相应 的 改变 ， 就 成 为 西 空间 的 理论 ， 二 
者 之 间 的 对 应 关系 罗列 如 下 ， 实 数 环 -> 复数 ; 欧 氏 空间 环 > 西 空 
间 ; A/' 一 ->A/’; 正 交 矩阵 > 西 矩阵 ， 正 交 变 换 一 -> 西 变换 ， 
实 对 称 矩 阵 一 > 厄 米 特 矩 阵 ， 对 称 变换 >> 厄 米 特 变换 ， 实 二 次 
型 < -> 上 厄 米 特 二 次 型 。 

一 四 空间 的 基本 概念 

设 V 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 ,对 于 V 中 任意 两 个 向 量 a 与 8, 
定义 唯一 的 复数 ， 记 为 (ac，B)。 若 (c，B) 满 足 ， 1) (ac，p8 ) = 
( pb，a ) ( 取 共 斩 复 数 )，2)(Rc，B)=ACac，p8)， 3)(c 二 6，Y ) 
一 (gg，Y) 十 (86，Y); 4)(a，a) 之 0， 而 等 号 成 立 当 且 仅 当 a=0， 
其 中 x，B，Yy 是 V 中 任意 向 量 ，& 是 C 中 任意 数 ， 刚 称 (o 站) 是 ca 
与 8 的 内 积 ， 称 在 V 上 定义 了 一 个 内 积 。 

和 复数 城 C 上 的 线性 室 间 中 定义 了 内 积 ， 则 称 V 是 一 个 酉 
空间 ， 
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在 线性 空间 C" 中 ， 对 于 向 量 。 a= (ol，a:，…，an)，A 一 
(D，b，…，b,), 定义 (a,B)=aibi 二 a2b: 十 … 十 a b,, 
则 这 是 C" 的 一 个 内 积 ， 从 而 C' 作 成 西 空间 . 

西 空 间 的 内 积 上 共有 性 质 ， 

1) (a, kB)= k(a, Bb); 

(Sh a 3 p; )= 5 ShTiCa,, 8,). 

1 一 4 一 

(ac，a) -和 为 5 的 长 朗 记 作 lc| 。 当 lal =1 时 ， 称 a 是 单 
位 向 量 . 

柯 西 - 布 涅 柯 夫 斯 基 不 等 式 成 立 。 即 ， 对 本 空间 Y 中 的 任 意 
癌 量 c，p， 成 立 |(a，p) 委 lcl 181 ,等 号 成 立 当 且 仅 当 c，A 线 
性 相关 、 

” 设 a，B6 是 西 空间 V 中 的 两 个 向 量 . 车 (a， pp) 二 0， 则 称 a， 
BpB 正 交 ， 记 作 a_Lp. 

西 空间 VY 中 两 两 正 交 的 非 零 向 量 a!:，a:、…，Q; 所 组 成 的 
癌 量 组 线性 无 关 ， 

三 ”标准 正 交 基 与 西 和 从 阵 

在 ? 维 四 空间 v 中 % 个 两 两 正 交 的 单位 向 量 组 成 的 基 称 为 了 的 
一 组 标准 正 交 基 。 设 ge:，sz*，…，8 ,是 西 空间 V 的 一 标准 正 交 
基 ，C=xXiel 十 Xzez 十 … 十 Xe 有 一 yi8el 十 yzey 十 … 十 ye 
则 x ;二 (Qa， Ei), 7 一 1，2，…，?， {a, 6B) 一 xjyi 十 x: y, 十 

XY 

n(n>0) 维 西 空间 V 中 任意 一 一 组 线性 无 关 的 问 量 可 以 用 施 密 
特 正 交 化 过 程 ， 并 扩充 为 VY 的 一 组 正 交 基 ， 再 单位 化 ， 使 成 为 一 
组 标准 正 交 基 。 

设 A 是 * 阶 复 抢 阵 ，A 表 示 以 A 的 元 素 的 共 斩 复数 作 元 素 的 
矩阵 。 若 A'A 二 E， 则 称 A 是 西 算 阵 ， 

本 矩阵 的 行列 式 的 模 为 1 。 西 矩阵 的 特征 什 的 模 为 1 。 
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疗 的 标准 正 变 基 之 间 的 过 滤 和 矩阵 是 西 和 矩阵 ， 
任意 2x(2 0) 维 西 空间 都 与 西 空间 C* 同 构 ， 有 限 维 西 间 同 
构 的 必要 充分 条 件 是 它们 的 维 数 相等 ， 
四 本 变换 
议 c 是 西 空间 Y 的 线性 变换 。 若 对 于 任意 c, BEV, 有 (cka)， 
ctO0))=(a，08)， 则 称 c 是 V 的 西 变换 。Te 是 西 变换 。 两 个 本 恋 
换 的 乘积 是 西 变换 ， 可 逆 丁 变换 的 道 变 换 是 西 变换 ， 
n(n0) 维 西 空间 V 的 西 变换 o 是 V 到 V 的 双 射 ， 从 而 o 是 了 
到 Y 的 同 构 映 射 。 “全 人 在 下 准 正 变 基 下 的 扼 阵 为 酝 扼 阵 ， 
五 ” 正 交 补 
说 W ,SS 是 本 空间 V 的 非 空子 集 .车 对 于 任意 a EW 与 任意 8 EC 
3， 均 有 (ga，B)=0， 则 称 W，5S 正 交 ， 记 作 W | S， 
友 W 是 西 空间 V 的 子 空间 ,车 有 V 的 子 空间 S, 使 得 WW1 5， 
旦 Y= 二 W+S， 则 称 S 是 W 的 正 交 补 。 车 WW 有 正 交 补 , 则 必 叭 一 ， 
记 作 W* 。V 二 W@W* 。 设 W 是 西 空间 V 的 有 限 维 子 空 间 ， 则 
W_ 存在， 并且 W!+ =={x|xEV，VaEW, (x，a)=0}， 
入” 厄 米 特 变换 与 厄 米 特 剑 阵 
充 A 是 ft 阶 复 矩 阵 。 车 A'=A， 则 称 A 是 厄 米 特 什 阵 ， 
区 5 是 西 空 间 V 的 线性 变换 。 车 对 于 任 意 ag，B EV， 均 有 
(o(a)，P)=(a，o(B8))， 则 称 o 是 一 个 厄 米 特 变 换 ， 
尼 米 特 变换 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 厄 米 特 算 阵 . 
存 咒 是 厄 米 特 变换 ac 的 不 变 子 空间 ， 有 日 WW: 仓 在 ， 则 W* 也 
证 5 的 不 变 子 空间 。 厄 米 特 插 阵 的 特征 值 全 为 实数 ， 它 的 属于 不 
同 特征 值 的 特征 向 量 必 正 交 ， 
说 0 是 n(n>0) 维 西 空间 V 的 一 个 厄 米 特 变 换 ， 则 oc 有 nn 个 特 
征 向 量 作成 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 
若是 厄 米 特 和 矩阵， 则 有 西 矩阵 C， 使 C-!AC=C'AC 为 对 
角形 知 阵 ， 且 主 对 角 线 上 的 元 素 就 是 A 的 所 有 特征 信 ( 重 特征 值 
326 ， 


按 重 数 来 计算 ) . 
设 A==(aij) 为 厄 米 特 秆 阵 。 二 次 齐 次 函数 fx, PR 
4) 二 了 可 可 aijxi 而 = XAX 称 为 尼 米 特 二 次 狸 ， 存在 西 知 


1 二 1j==1 


阵 C， 当 和 一 CT 时， /YX1 义 23 "ys Xx,)=41 yyi 十 4 ys yz 十 


十 4,yr Yn， 其 中 1,，4，,，…，4, 为 A 的 全 部 特征 值 ( 重 特征 
值 按 重 数 计算 ) ， : 
S93 重点 难点 


本 章 的 主题 词 是 ， 内 积 ， 欧 氏 空间 ， 向 量 的 长 度 ( 模 )， 音 
位 向 量 ， 柯 西 - 布 温 柯 夫 斯 基 不 等 式 ， 向 量 的 夹 角 ,三 角 不 等 式 ， 
距离 ， 正 交 ， 正 交 疝 量 组 ;度量 矩阵 ， 正 交 基 ， 标 准 正 交 基 ， 施 
密 特 正 交 化 过 程 ， 正 交 第 阵 ， 欧 氏 空间 的 同 构 ， 正 交 变 换 ， 镜 面 
反射 ， 正 交 补 ， 正 射影 ( 内 射影 ) ， 最 小 二 乘法 ， 最 佳明 近 ， 对 
称 变换 ， 正 交 对 角 化 ， 西 空间 ， 西 矩阵 ， 西 变换 ， 厄 米 特 矩阵 ， 
捷 米 特 变 换 ， 厄 米 特 二 次 狸 ， 

本 章 的 基本 方法 是 ， 向 量 夹 角 计算 法 ， 度 量 矩 阵 求法 ， 用 度 
量 矩 阵 求 内 积 法 ， 单 位 化 方法 ， 正 交 化 方法 ， 标 准 正 交 基 求法 ， 
用 标准 正 交 基 求 坐标 法 ， 用 标准 正 交 基 求 内 积 法 ， 正 交 补 求法 ， 
正 射影 求法 ， 实 对 称 矩 阵 正 交 对 角 化 方法 ， 实 二 次 型 正 交 化 简 
法 ， 最 小 二 乘法 ， 厄 米 特 矩 阵 对 角 化 法 ， 厄 米 特 二 次 型 化 简 法 ， 

本章 的 重点 是 ， 灾 反 空间 的 基本 概念 ， 标 准 正 交 基 与 正 交 姑 
阵 ， 对 称 变换 与 实 对 称 矩 阵 ， 

内 积 是 欧 氏 空间 的 最 基本 的 概念 ， 利 用 内 积 定义 了 长 度 、 夹 
角 、 距 离 、 正 交 等 基本 概念 ， 所 有 这 些 ， 都 作为 全 章 的 基础 ， 因 
此 ， 欧 氏 空间 的 基本 概念 ， 成 为 本 章 的 一 个 重点 ， 

我 们 主要 讨论 有 限 维 欧 氏 空间 ， 而 标准 正 交 基 起 着 根本 的 作 
用 ， 标 准 正 交 基 贯穿 于 全 章 ， 成 为 基本 的 工具 。 由 于 标准 正 交 其 
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的 存在 ， 使 得 向 量 的 内 积 、 长 度 、 距 离 等 都 有 了 和 较为 明显 的 表达 
式 。 由 于 研究 标准 正 交 基 之 间 的 关系 而 引入 的 正 交 第 阵 ， 既 作为 
标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 ， 又 刻 划 了 正 交 变换 的 特征 。 因 此 ， 
标准 正 交 基 与 正 交 矩 隆 ， 成 为 本 章 的 一 个 重点 ， 

n(n 之 0) 维 欧 氏 空间 的 对 称 变换 与 x 阶 实 对称 矩 阵 密切 联系 在 
一 起 ， 由 于 有 了 欧 氏 空间 的 知识 ， 就 证 明了 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 
均 为 实数 ， 找 到 了 对 称 变换 的 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 组 成 标准 
正 交 基 ， 从 而 使 实 对 称 矩 阵 正 交 对 角 化 ， 也 使 实 二 次 型 正 交 化 
简 ， 得 到 了 一 些 更 深刻 的 结果 ， 因 此 ， 对 称 变换 与 实 对 称 和 矩阵 ， 
成 为 本 章 的 一 个 重点 。 

本 童 的 难点 是 ， 正 交 变 换 , 正 交 补 ， 对 称 变换 与 实 对 称 和 矩阵 ， 

正 交 变换 成 为 本 章 的 一 个 难点 ， 原 因 在 于 ，1) 正 交 变 换 的 性 
质 很 多 ， 而 且 有 的 是 特征 性 质 ， 有 的 则 不 是 ， 有 的 性 质 因 有 限 维 
与 无 上限 维 而 异 ，2)n(n>0) 维 欧 氏 空间 的 正 交 变换 按 其 行列 式 分 
为 两 类 ， 不 容易 理解 其 本 质 ，3) 正 交 变 换 的 特征 值 较 对 称 变换 要 
复杂 得 多 ; 4) 二 维 几 何 空 间 VY,、 三 维 几 何 空 间 V, 中 的 正 交 变 
换 ， 其 分 类 与 推 证 也 较 复 杂 。 解决 困难 的 方法 是 ，1) 详 细 地 研究 
例子 Te 与 镜面 反射， 熟悉 定义 ，2) 通 过 举 反 例 给 以 区 别 ， 并 加 
深 认 识 ，3) 详 细 地 研究 V ,与 V ;的 情况 ， 理 解 其 几何 意义 。 

正 交 补 成 为 本 章 的 一 个 难点 ， 原 因 在 于 ，1) 正 交 补 综合 了 子 
空间 、 正 交 、 和 、 直 和 几 种 概念 ， 从 而 成 为 较为 高 级 的 概念 ; 2) 
其 存在 性 的 证 明 不 易 理 解 与 掌握 ， 而 且 ， 无 限 维 的 情况 不 成 立 ， 
3) 性 质 及 应 用 较 多 ， 并 且 较 复杂 ,解决 困难 的 方法 是 ，1) 复 习 子 
空间 、 和 、 直 和 等 概念 ， 作 好 准备 ，2) 详 细 地 分 析 正 交 补 的 定 
义 ， 理 解 “ 正 交 ”与 “ 补 ” 的 含义 ; 3) 在 理解 与 应 用 正 交 补 的 过 
程 中 ， 充 分 发 挥 下 和 分 解 式 的 作用 ，4) 重 点 研究 ?Ca>>0) 维 欧 氏 
空间 的 子 空间 的 正 交 补 ， 并 且 ， 注 意 标准 正 交 基 的 作用 ， 
对称 变换 与 实 对 称 夭 阵 ， 既是 本 章 的 一 个 重点 ， 又 是 本 章 的 
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一 个 难点 ， 原 因 在 于 ，1) 较 多 地 应 用 了 以 前 的 知识 ， 综 合 性 较 
强 ， 2) 对 你 变 换 欧 实质 不 易 理 解 ，3) 计 算 较 复 杂 ; 4) 主要 定理 的 
证 明 应 用 了 数学 归纳 法 .解决 困难 的 方法 是 ，1) 复 习 特 征 值 .特征 
向 量 、 正 交 化 等 ， 作 好 准备 ，2) 抓 住 对称 变 换 与 实 对 称 矩 阵 的 联 
系 ， 通 过 实 对 称 窍 阵 来 加 深 理 解 对 称 变 换 ，2) 注 意 发 挥 标准 正 交 
基 的 作用 ，47) 认 真 地 做 一 个 例子 。 


$4 习题 类 解 

1 计算 题 

一 ”计算 内 积 、 长 度 、 夹 角 、 距 离 

按照 定义 ， 直 接 进行 计算 ， 

例 1 在 欧 氏 空间 R ( 内 积 按 通常 定义 ) 中 ， 已 知 a==(2， 
1,，3,，2), p= 二 (1，2，-2，1), 求 Ila| ,181,，(a,6), 《ac，p>， 
la+pbl, aC(a, 8). 

解 lal ==V(a,a) 一 WwW22 十 15 十 35 十 25 一 /18 一 3V 了 ， 

Bl =vV(pB,P) 一 w1 十 22 十 (一 235 十 二 一 IT0， 
(a, Bb)=2x1+1x2+3x(—2)+2x1=0, 


a, P=arc cos- (a, Bb) ie cos0 一 开 ， 


lal 16 
la+81|= =—V (oth,a+p)= V32+3:+1+3:=V28=2/7 ， 
d(o,P)= jc 一 有 = w 天 于 [工行 ?二 到 于 一 w28=247。 

二 ” 求 度 量 手 阵 、 不 等 式 
按照 度量 矩阵 的 定义 及 不 同 基 的 度量 矩阵 之 间 的 关系 - 求 出 
度量 和 矩阵， 
鬼 黑 柯 西 - 布 湿 柯 夫 斯 基 不 等 式 及 内 积 的 具体 意义 ， 求 出 相 
应 的 不 等 式 ， 
例 2 设 e:，s:，…， ?是 欧 氏 空间 Y 的 一 组 基 ， 且 (ei， 
£j;)=aij(i, 7 一 1， 2 ?), 回 量 ww 一 > xiei， B= >, yses, 
i=l j=1 
。329 。 


一 一 -一 一 
od aa 日 -下 er rm heheh rm eben re 一 wire 一 ra rie aoleairu 一 mr -inillijier 放 alone hr oe 


试 写 出 基 e 1， £2, “9 ,的 度量 矩阵 ， [a| ， (oa, pb), 柯 西 - 布 
涅 柯 夫 斯 基 不 等 式 ， 
解 基 & |， S29 "9 ,的 度量 矩阵 是 


CI1ICI2 "CLs 
(位 Qu 人 
A 一 ， 业 直 中 


Qnidn2'" Cnn 


Ial 2 -(Y。 ii Sx e. )= (Ex* 2 ; ， Se ) 


1 一 ] 1 二 1 j=1 


nn + 


= > > XixXi(ei, 8 1) 一 2, aijxXixj=XAA,, 


i=1j=1 1 二 1 j= 二 1 
X=(X1, Xs Xn), 
(a, BP)=XAY’, Y=(y1, yz，…，Jynh。 
la,6 间 过 lal IB| 具体 写 为 [XAY' 和 VXAXAYAY 
例 3 在 欧 氏 空间 R* 中 ， 已 知 基 Qi, 一 (1， 一 1，0，0)， aa 


=( 一 ]， 2， 0， 0), oa :一 (0， 1，2， 1), 04 一 (1， 0， 1]， 1) 的 
” 2 一 3 0 1.. 
、 | 一 3 6 0 一 了 
、 1 一 9 (13 


试 求 基 e,=(1，0，0，0)，s:=(0，1,0,0)， es 二 (0,0,1,0), 
e+ 一 (0,0,0,1) 的 度量 矩阵 。 

解 因为， 由 基 wi，woz，as， Qs 到 21，Es，E3，E4 的 过 渡 
拖 阵 为 


”110M! /21 1 一 

区 ;3 时 0 —1 |_c 
0 021 00 1-1 一， 
0 011 00—1 2 


所 以 ， 基 z&1， 229 £39 4 的 度量 矩阵 为 
i 2 1 0 一 下 
cc | 1 2 一 1 | 


e。 330 一 1 0 1 3 


三 求 正 交 向 量 、 标 准 正 交 基 : 
根据 正 交 的 定义 ， 求 得 所 要 求 的 正 交 向 量 ， 往往 通过 解 线性 
方程 组 来 完成 。 / 
”由 一 组 基 出 发 求 标准 正 交 基 ， 可 以 先 正 交 化 而 后 单位 化 ， 也 
可 以 边 正 交 化 边 单位 化 ， 
例 4 在 欧 氏 空间 R“( 内 积 按 通常 定义 ) 中 ， 求 一 个 单位 
问 醒 与 a1 二 (2，4, 一 2，1)，Q;= 二 (0，0，0，1)，Qs 二 (2，3, 


4，3) 都 正 交 。 


解 ” 设 疝 量 =(Cxixsxs,xi) 与 ca as 都 正 交 ， 由 
(BP,&1)=2x14Xs—2xs 十 Xx4 二 0 / 
| (p, &:;)= Xs 二 0 
\(Cp,a,)= 一 2x1: 十 3xs 十 4Xs 十 3x4 一 0， 
解 齐 次 线性 方程 组 ， 取 一 非 零 解 ， 得 到 一 外 向 量 6=(11， 一 6， 
一 1,0)， 将 pb 单位 化 : 
11 
p= (hs - ~ 0) 
则 pp。 就 是 所 求 的 单位 向 最 
例 5 在 欧 氏 空间 R+ (内 积 按 通 党 定义 ) 中 , 由 基 a 一 (0， 
1，1)，aQ: 二 (1; 1,0),0s= 二 (1，0，1) 出 发 , 求 一 组 标准 正 交 基 、 
解 ” 取 pb, 二 ,=(0， 1，,1), 


0 一 ay 一 0 有 ,一 0%5 一 B= (2,1,—1), 


区 Bt (8;, B:) 

La 一 1，1)， 

则 B1,，B:，B; 是 一 组 正 交 基 ,再 将 它们 单位 化 ， 得 到 一 组 标 准 
正 交 基 


pb;= =0 (as ) 1 — (aa 一 aa 一 二 有 ;一 lg, 


619 1 
了 (0, 1 1 )， 


“331 。 


-0 JI 1 1 
7 一 户 :/ pa 6 i, 1), 


-6191 lL - 
ns Ps/ Ps 了 31 1， 1). 
四 ” 求 正 交 补 、 正 射影 | 
求 正 交 补 的 方法 有 两 个 ，1) 求 出 W 肘 一 正 交 基 a |，Q&2,，…， 
Cn 0<m<<hn, 扩充 为 的 正 交 基 a， 7 了 29” 人 Gm+1s Cy 
从 而 W- 一 上 (ci ,Cn). 2 ) 求 出 W 的 一 组 基 pB ,DO 
0< 1 <1， 且 设 (站 一 (GayGi2 9in 解 齐 次 线性 方程 组 
Saijxj 二 0，i 一 1,2,…，t， 得 一 基础 解 系 (71)，(72)，…， 
ij=1 
UL7 ,1i )， 则 W- 王 L47 1， 7 111 : 
求 d 在 W 上 的 正 射影 的 方法 : 设 W 的 一 组 基 为 1,44,…,a1， 


1 
则 可 求 得 方程 组 > (Qi;,Qj;)x;= 二 (Qi;,4),i=1,2， ol 的 趴 一 解 


j=1 
(x%1，X2， Xi1)， 有 从 而 ，c 在 W 上 的 正 射影 是 = xc 十 xxaa 十 
‘X01, . : z 
例 6 在 欧 氏 空间 Rs (内 积 按 通 常 定义 ) 中 ， 子 空间 W = 
L(a;, a2), ai=(1,，2, 0)，a:==(2， 一 1，0),， 求 W:， 
解 ” 因 为 (4&1，a;)=0， 所 以 a1，a; 是 W 的 一 组 正 交 基 ， 扩 
充 为 R 的 一 正 交 基 oi ,az，as， 其 中 qs=(0，0，1)， 则 W+ = 


L(a;,). : z 
例 7 WW 是 欧 氏 空间 R* (内 积 按 通 常 定义 ) 的 一 个 子 空间， 
且 W 是 下 列 线 性 方程 组 


f 21 十 X%2 十 3X3 一 %4 二 0 
1 3x1 十 2x， 一 2X4 二 0 
\ 31+ xs 9xs x 二 0 
的 解 空间 ， 求 W” 。 | : : 
解 ” 求 得 所 给 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 2, 所 以 ，dimW 
。 332* 


一 2, 从 而 ， 求 得 到 的 一 组 基 u 一 (一 6,9,1,0)，ai=(0,1,0,1). 
设 0=(x:，x:，X%s，xX4) 是 到 ”中 的 任意 向 量 ， 则 有 (8，ci)= 
(86，a;:) 二 0， 解 
一 6Xi 十 9Xs 十 xX。 =0 
xX» 十 X4 一 0， 
得 一 基础 解 系 B, 一 (1,0,6,0)， Bb:=(0, —1,9,1), OW = 
L(B', Bi:), | 
例 8 欧 氏 空间 R (内 积 按 通常 定义 ) 中 ， 子 空间 W 的 一 
组 基 为 a 二 (1, 一 1,1, 一 1)，a: 二 (0,1,1,1), 试 求 a==(1,1,1,1) 


在 W 上 的 正 射 影 ， 
(aiya1)Xi+(ai,a)xs=(a1,a) 
解 方程 组 (C0) a xs ta oa) Ce a) 


4X1—X, 一 0 


了 为 一 %1 十 3X: 一 3 ， 
解 得 x 一 记 ， x: 一半 ， 从 而 ，a 在 W 上 的 正 射影 是 。 


_ 3 12 _/3 9 15 9 
/一 11°!+ 11 ”NT 112 1 11/. 
五 求 矛 盾 方 程 组 的 最 小 二 乘 解 
村 导 方程 组 人 一 的 最 小 二 乘 解 , 即 为 A'AX 一 A7“B 的 解 ， 
因为 (A'A,A*B) 与 A’'A 的 秩 相等 ,所 以 A'AX=A/B 总 是 有 解 ， 


: . {2X1 一 xX:==3 | 
例 9 求 矛 盾 方 程 组 13x: 二 x 二 2。 的 最 小 一 矣 解 
【x 二 2x, 二 2 
(2 一 1 3 
解 由 于 i 1 | B= 4 
1 2 , 2 0 
\ A7A 机 3 / 2 0 
所 以 ， 6): 4 A’B B=(20). 
4 4 ,20 


解 方程 组 ea as 
3X1 十 6X: 一 5， » 333 2 


得 到 最 小 二 乘 解 x， 一 ?/5，Y: 一 2/15。 
六 实 对 称 和 矩阵 的 正 交 对 角 化 . 
按照 $ 2 , VY， 三 ， 中 的 三 个 步骤 进行 。 

i 17 一 2 一 2 
例 10 已 知 A= 一 2 14 一 4 
| 一? 一 4 147 
试 求 正 交 和 矩阵 T， 使 TAT=T-!1AT 为 对 角形 。 
4 一 17 2 2 
2 4 一 14 4 
2 4 14 一 14 


解 1 ) IE_AI= = (4-9)(4-18):, 


从 而 ，A 的 特征 值 为 4: 二 9，4, 二 4 一 18， 
一 8X1 2X5 十 2Xs 一 0 
1 2x1i 一 5X 十 4xX3 一 0 
2x1+4xs—5x,=0,， 
3 pl 1 2 2 
一 基础 解 系 (1， 2，2)， 单位 化 得 mi 人 (7 /二 ， Vij. 
对 于 4, 二 hs 二 18， 解 方程 组 
Xl 十 2xs 十 2xX,。= 二 0 
12xX1 二 4X; 十 4x, 二 0 
2X1T4Xs 十 4Xs= 二 0 ， 
得 一 基础 解 系 (一 2 1 0)，( 一 2，0，1)， 正 灾 化 闫 单位 化 和 


-(=2, -li - 二 4 
na=( 5， V5 0 一 (5 3 TY i) 
1 二 2 
VF YF 7 
|2 1 一 4 
T= —=— 一 一 一 
3 ) 作 V5 V5 V45 
2 0 -5 
z AS AAA45 一 
则 T'AT=T-!AT=( 9,18,18). 


例 11 用 正 交 秆 阵 ， 将 " 阶 对 称 矩 和 


/2411…11 
i121. “11 

太一 | 司 丰 半音 生生 化 为 对 角 和 托 阵 。 
ll -21 
111%12. 


解 1 ) 
一 2 一 1 一 1 一 1 —1 


一 1 4 一 2 一 1… 一 1 一 1 
WE_ Al| 一 四 | —(A4-n-1)€4-1)"":+, 
i i 1 > 1 


1 -1 -1 1 2 , 
从 而 ，A 的 特征 什 为 1 一 nm 十 1， 1 一 1 一 … il 
“2 )》 对 于 4, = 二 1， 解 方程 组 ((n 十 1)E 一 A)X=0， 得 
XIN 一 基础 解 系 为 4 1，…， 17 人 
D1 = -7 一人 1 1D。 人 


对 于 4 二 一 »=]， 解 方程 组 (E 一 A)X=0， 得 x, 十 xi 二 
… 十 x。 一 0， 一 基础 解 系 为 (1， 一 4 0 '…，0)，(E 1 
一 2，0，…，0)…， (1，1，…，1l， 1 一 4)， 筷 们 两 两 正 交 ， 
再 单位 化 ， 得 


9 77( 一 4，。 0，***， 0 


1 加 
1 s 一 (1,1,—2,0,., 
3 J 0, 0)， 


=<(1,1,.",1,1—n). 


= J —1) 


4 SS < 


1 1 了 工 和 由 和 J 
Vn V2 V2+2 (1 一 1 十 (2 一 1) | 
| 1 一 上 wi | | 
Vn v2 w22 十 2 VU TD | 


ll 二 和,… 
3 VO FD ) 


| 

Vn / Ot D / 
则 T’AT=T-!AT=(nt+1,1,.…,1), 

七 ” 实 三 次 型 的 正 交 化 简 

设 有 实 二 次 型 J(Cxi,xz，…Xn) 一 入 AA 和 人/， X=(X1, X2 
x,)， 对 A 正 交 对 角 化 ， 求 得 T， 作 X=TY， 则 了 化 为 41y1? 十 
ya2 十 … 十 人 和 4 4 为 T/ AT 的 主 对 角 线 上 的 
元 素 ， 若 只 要 求 写 出 标准 形 ， 或 者 仅 判断 是 否 正 定 ， 则 不 必 求 出 
工 ， 而 只 求 出 A 的 特征 值 即 可 以 。 

例 12 用 正 交 线性 替换 化 实 二 次 型 f= watt 
4X1%2 一 4%4%3 为 标准 形 ， z / 

解 二 次 型 1 的 矩阵 为 


1 一 2 .0) 
A 一 一 2 2 一 2 
0 一 2 3 


[4E—A|=(4— 2) (4+1)(4-5). A 的 特征 值 为 ， 2,—1， 
5 。 相 应 的 特征 向 量 为 ，(2, 一 1, 一 2)，(2,2， 1), (1,—2,—2). 
这 三 个 向 量 正 交 ， 再 单位 化 得 ; 


7 1 =5(2,—1,—2), 7 一 (2,2,1)， 1 一 本 (1, 一 2, 一 2)， 


(1 22 1 | 
从 而 有 正 交 逢 阵 下 ==| 一 1 2 一 2 . 
~ 一 2 1 一 2 ) 


因此 , f 经 过 正 交 线性 替换 X= TY ,化 为 F-X7AX=Y'CT' ATI)Y 
四 336 和 


9y1? 一 y, 十 5ys*。 其 中 和 A 二 (X41，X%2， xs)7"，Y 类 似 ， 
例 135 判断 实 二 次 型 /一 6xi 2 十 5X 汪 十 7Y3 -4X1Xs 十 4X1Xs 


是 否 正定 . 
解 一 次 型 ;的 矩阵 为 
z ‘6 一 2 2 
A= 一 2 5 0 ， 
2 7. 
| 4E—A|= 一 (一 9002 一 124 十 27 解 得 ， A 的 特征 值 ; 6,3,9. 
Rb J 
西 空间 的 计算 题 


入 用 类 似 于 胸 空 间 的 方法 夫人， 


例 14 利用 西 线性 变换 化 厄 米 特 二 次 型 /= x 二 4X 十 
sat 14ix1 T1411 1171xs 十 11 十 14ixan, 
一 14i%xsXs 为 标准 形 。 

解 尼 米 特 二 次 再 4 的 秆 阵 是 


( -1 ‘14? 11， 1 
A= —14i 4 14i 
1 - N11 14 


| EA -C12) 418)C4424) 所 以 , A 的 特征 值 是 ,12;18， 
一 24， 相 应 的 特征 向 量 分 别 是 ，(1,0,1)，( 一 1,21,1), (1,i, 
-» 它们 两 两 正 交 ， 再 单位 化 ， 得 


1 0， 1), 7; = jb 2 ,1D),7 0 一 -二 (一 D, 


V3 一 1 A 
_ _ 1 -一 一 
作 西 矩阵 U = | 0 2 YY 2 | 
骨 在 X- UYZF, 村 T2943 187574 249 
工 -证 明 古 ， 
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ii 


根据 欧 氏 空间 的 定义 验证 是 否 作成 欧 氏 空间 
” “证 明子 空间 的 维 数 时 ， 一 般 取 正 交 基 ， 并 考虑 子 空间 之 间 的 
正 交 关系 。 

例 1 设 A=(ai) 是 一 个 ? 阶 正定 和 矩阵， 而 C 一 (xi xs，…， 
Xua),0=(yi yy 在 R 中 定义 (ca DO 一 axAH 证 明 这 
是 Rs 的 一 个 内 积 ， 从 而 R* 在 该 内 积 下 作成 一 个 欧 氏 空间 。 

证 明 1) 由 于 aAp' 为 一 阶 矩阵 ， 所 以 (aAB’)’'=aAp’, 
即 ， aApB'’= BBA’'a’=pAa’, 因此 ， (a,p)=(B,a)。2) 对 任意 
RE R, (ka,p)=(ka)APB’=k(aAB’)=k(a, PB), 3) 对 任意 Y= 
(21,22,°",2n)E R", (atph,y)=(at+h)AY’=aAy’+BAY’= 
(a,Y) 十 (B86,Y)。4) 由 正定 二 次 型 的 知识 ， 因 为 A 为 正定 矩阵 ,所 
以 ， 当 a#0 时 ，aAa’>>0。 因 此 所 定义 的 (&， B) 满 足 内 积 的 条 
件 ， 从 而 R* 作 成 一 个 欧 氏 空间 ， 

例 2” 设 W 是 n(n>>0) 维 欧 氏 空间 V 的 m 维 子 空间 ;，: M= {x 
| xE€ V 且 x.LW}， 证 明 M 是 的 n 一 m 维 子 空间 ， z 

证 明 ” 易 证 ，M 作 成 V 的 子 空间 ， 从 略 。 当 m= 0 时 ，M= 
V， 当 m= 二 n 时 ，M 二 10}， 结 论 均 成 立 。 当 0 过 m 过 nn 时 ， 取 WW 的 
一 正 丈 基 c， Ca Cay 扩充 为 YY 揭 一 正 交 基 a 1,， Qs my 
Qnmit Qn;y 册 于 Qj G1，Qy ,GQm 所 以 ，aQa; |W,i7 二 mx 十 1， 

…，1n， 从 而 M 的 维 数 之 n 一 m。 对 和 任意 xE M, x==kiaj 十 … 十 
knCnt Rnt Cnti 二 十 Ra, (Xx, 0;)=kRi(Qi, 0,), 从 而 ;=0， 
i 一 12 1，X 二 nyiQnyi1 十 … 十 kaan， 所 以 M 的 维 数 才 hn 一 m， 
因此 ，M 是 《的 % 一 人 妨 维 子 空 间 . 

二 沿 量 正 交 、 标 准 正 交 基 . 

证 明 向 量 正 交 ， 按 照 定义 计算 内 积 ， 人 介入 为 等 的 结果 
即 可 以 。 

证 明 标 准 正 交 基 ， 可 以 按照 定义 ， 也 可 以 借助 于 过 渡 信 阵 ， 
进行 证 明 。 


SR 。 


,， 鲍 3 设 A 是 n 阶 反对 称 答 阵 ，c 一 (xxa,…，x) 是 nx 维 欧 
氏 空间 R*( 内 积 按 通常 定义 ) 的 任 一 向 量 ，6=aA， 证 明 a 与 
正 交 。  . 
证 明 因为 ,(a, 有 =cp'=a(cA) =c( 一 Ac 一 一 CAa/， 
(P,a)=pa’=aAa’， 所 以 (a,)= 一 (Ba)= 一 (a, 有 )， 因 此 ， 
(a,8)=0, 2 与 5 正 交 。 

例 4 设 c，c:，…， as 为 ma(n> 0 ) 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 
基 。 证 明 ,这 组 基 是 标准 正 交 基 的 必要 充分 条 售 是 ， 对 V 中 任意 
站 量 5， 都 有 c 一 (c,ci)ci 二 (aas)a: 十 … 十 (aas)as。 

证 明 先 证 明 必 要 性 。 设 a1， C2 9 xs 为 标准 正 交 基 ， 而 
= Riai+ hsas + 十 pcw 则 (ec， Qi) = (Rici 十 Racs 十 … “十 
一 Ri(Qi,01)=h;. 因此 ， a= (eee tle 4 二 

“十 (a,as)a,. 

”查证 明 充 分 性 。 设 对 于 V 中 任意 向 量 a 均 有 a= Ca “et 
(Qa,Q2)82+ :+ (a,a sc . 则 由 于 &; 二 0a1 十 … 十 a; 十 … 

十 0c。， 得 到 (ait 一 1 而 1 时 (e， ,91) 三 0， 因此 ，ai， a 
"“，Q: 为 标准 正 交 基 . 、 

二 正 交 变换 

关于 正 交 变换 的 证 明 ， 首先 要 考虑 运用 正 交 变换 的 定义 及 等 
价 条 件 ， 其 次 ， 在 有 限 维 欧 氏 空间 的 情况 下 ， 要 王 意 正 交 变 换 与 
平 亚 矩阵 的 相互 转化 。 

例 5 设 c:，c: 是 ? 维 欧 氏 空间 V 的 两 个 线性 变换 ， 且 对 于 
任意 a E V， 有 lo (a)| 一 |c:(a)| ， 证明 ， 存在 V 的 正 交 变换 o 
与 CO/， 使 co 一 ao，a/ G2 一 Ci。 1 ， 

证 明 ”只 证 明 go ,=o，， 另 一 个 类 似 。 

设 Vi=o;:(V), Vs,=0;( V), 并 且 ， 设 

人 Vi V,, $(o1(a))= os.(0a), Va€ V. 

员 证 % 是 V, 到 ,的 同 构 映射 从 路 。 
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由 于 V 是 n 维 的 ， 所 以 ， 有 V 二 V1@D VV = V.D VV, ,出 
于 V1 与 V; 间 构 ， 从 而 维 数 相同 ， 所 以 V1! 与 Vs 的 维 数 相同 ， 
从 而 Yi 与 V+! 同 构 。 设 % 是 Vi 到 V， 的 一 个 同 构 上 映射， 
设 oOo: V>V, Va€ V, a=aita’, QI€ Vi, i 
ciEV ， o(a)=$(a1)+y(01’), 
则 易 证 0 是 V 的 一 个 正 交 变换 ， 从 略 。 且 对 于 任意 a€ V， 由 于 
oi1(a) Eo1(V)= Vi， 而 ci(a)=oi(a) 十 0， 所 以 ，(coi)(a) 
=0(0(a))=$(01(a))+y(0)=$(01(4))=0,(a)., 因此 oo 
0 
例 6 证 明 ， 第 二 类 正 交 变换 一 定 有 特征 值 一 1， 
证 明 设 o 是 n(n>>0) 维 欧 氏 空间 VO 换 ， 
A 是 o 在 Y 的 某 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 ， 则 |A| = 
设 1(4)= EE 一 A|, 则 f( 一 1)= |( 一 1)E 一 Al| LE- A| 
=( 一 1)" 下 十 Al 。 但 是 ， 由 于 A'A=E， 所 以 (一 1)"1E+Al 
=(—1)"|A’A+A|=(—1)"|A’+ElA| =(—1)""!|A+E| , 
因此 |E 十 A| = 0，f( 一 1)= 0， 即 一 1 为 0 的 特征 值 ， 
四 ” 正 交 补 
关于 正 交 补 的 证 明 题 ， 一 般 给 出 有 限 维 欧 氏 空间 的 条 件 ， 
此 了 时; 要 注意 W 的 正 交 补 W 的 构造 ， W 恰 由 所 有 与 W 正 交 的 
向 量 组 成 ， | 
例 7 设 Wi，W,s 是 n(n>0) 纹 隐 革 空间 V 的 而 个 了 空间 
且 Wi 竺 W;,; -证 明 W,* 宾 Wi， 
“证 明 ”对 于 任意 xE€ W,*， 有 x1LW,， 由 于 WJ 写 W，， 所 以 
xy 上 Wi。 关 此 ， XE W!1 ,Wo,- CW . 
例 8 设 c 是 ax(2?>> 0) 维 欧 氏 空间 V 的 正 交 恋 换 ， 妈 是 co 的 
不 变 子 空间 ， 证 明 W” 也 是 0 的 不 变 子 空间 ， 
证 明 由 于 W 是 o 的 不 变 子 空间 ， 所 以 ，o 限 制 于 本 上 ，0o 也 
尺 W 的 变换 ， 且 是 W 的 正 交 变换 。 由 于 o 是 单 射 ， 又 W 为 有 限 维 
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的 ， 所 以 o 是 满 英 ， 从 而 ， 对 于 任意 x€W， 有 yE€W,, 使 0(y) 
二 x， 寿 取 a EW*， 则 (a,y) 二 0， 从 而 ，(a(c)，x)= (ola)， 
0°(9))= (a, y)==0,0(o)EW ,因此 ， W 也 是 0 的 个 变 了 了 空间, 

五 “对称 变换 、 实 对 称 和 矩阵 

: 关于 对 称 变换 与 实 对 称 和 矩阵 的 证 明 题 ， 可 以 各 自 独立 地 进行 
证 明 ， 但 是 ， 要 注意 二 者 之 间 的 对 应 关系 ， 在 很 多 情况 下 ， 要 经 
过 互相 转换 才 便利 于 证 明 。 

例 9 设 {(A 人 是 一 组 两 两 可 交换 的 n 阶 实 对 称 矩阵 ， 证 明 ， 
存在 ; 阶 正 交 和 矩阵 Q， 使 得 Q AQ(k 二 1,2,…) 都 是 对 角形 矩阵 。 

证明 对 和 从 阵 的 阶 数 4 用 数学 归纳 法 . 当 # 一 1 时 ， 显然 成 立 ， | 
设 ” 一 1 时 成 立 ， 考 碟 # 的 情况 。 

设 aci，az，…，an 为 1! 维 欧 氏 空间 Vi 一 组 标准 正 交 基 ， 在 该 
基 下 A4 对 应 的 对 称 变换 为 cb， 则 由 Ai;Ai; =AiAi， 得 icioy= 
0i0iy 从 而 易 证 得 {o。} 有 公共 特征 问 量 6,， 且 IO = 将 0 扩 
了 V 的 一 组 标准 正 交 莹 f，， Ps," A 于 是 ，o ,在 Bi, be， 
:9 和 

a ) p=1,2, 


由 04 为 对 称 变 的 知 ，B nN, 是 {A 人 两 两 可 交换 
知 ，:{ 了 小 也 两 两 林 交 换 。 设 aj， C2 Qn 到 pB,， Ps,* 9 bp, 的 
过 渡 和 矩阵 为 G-:， 则 G 为 正 交 矩 阵 , 且  ， . 


Ace-G' 了 )G. 
由 归纳 假设 ， 对 于 {B,}， 存 在 正 交 矩阵 P， 使 P7BAP= Ci(k= 
1,2，…) 均 为 对 角形 知 阵 ， 从 而 Ai=G' P00 )G 9)e. 
设 Q 二 (6 了】 G， 则 Q 是 正 交 垂 阵 , 于 是 Ai=Q' (入 CO)Q， 
或 (Q0)-:AiQ-=( 科 00) Q-: 一 Q' 记 T=Q, 则 了 /Ai 工 
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-(% )， 即 人 'A。T 均 为 对 角形 逢 阵 (k 二 1,2,…)。+ 的 情况 


避 根据 数学 归纳 法 原理 ， 结 论 成 立 ， : 

例 10 设 A，B 均 为 n 阶 实 对 称 矩 阵 ， 且 人 A 为 正定 扰 阵 ， 证 明 : 
存在 t 阶 实 可 逆 矩 阵 T,， 使 T'A 人 下， 个 ‘BT 同时 为 对 角形 盾 
阵 . | | 
证 明 由 于 A 为 4 阶 正定 挎 阵 ， 所 以 有 # 阶 实 可 六 矩阵 P， 使 
P7AP= 卫 。 对 于 实 对 称 和 插 阵 P/BP， 存 在 正 交 筷 阵 Q， 使 
QP'BP)Q 为 对 角形 矩阵 。 记 了 二 PQ， 则 了 为 实 可 逆 和 矩阵， 
HT’'AT=Q’(P'AP)Q=Q’EQ=E, T'BT=Q’ (PBP)Q 
人， / 

西 空间 

关于 机 空间 的 证 是 可 以 仿照 欧 氏 空间 中 的 对 应 情况 去 处 
理 。 
例 11 证 明 西 矩阵 的 特征 什 的 模 为 1， 。 
证 明 设 A 为 ? 阶 丁 矩阵。 取 ” 维 西 空 间 v 的 一 组 标准 正 交 号 
基 e!，e，,…，es， 则 A 在 该 基 下 与 线性 变换 0 对 应 ，o 为 西 变 
换 。 设 4, 为 A 的 一 特征 值 ， 则 4, 为 o 的 一 特征 值 。 设 a 是 V 中 属 
于 4, 的 0 的 特征 向 量 ， 即 oCa)=4oa, 从 而 (oC2),o(a))=(ho0， 
Aa)=4 Ala, oa), (oa),o(a))= (a,0), 14(a,a)= Ca, 
Qa)， 由 a 大 0 得 (a,a)>0， 从 而 4oX,==1， 即 4, 的 模 为 1 。- 

例 12 设 o 是 西 空间 VY 的 厄 米 特 变 挤 ， hs Lo 是 0 的 两 个 不 
同 的 特征 值 ，a， p 分 别 为 属于 4,。，k, 的 特征 向 量 ， 证 明 a 与 8 下 
-证明 《a(a); 8)=(a, op)). (ol0), P)=(ha, B)= 

h(a,B), (a; o(B))=(a,， 108)=po(a,P)， 由 于 尼 米 特 变 换 
的 特征 值 均 为 实数 ， 所 以 4,(a， Ac 人 再 由 关上 4 得 ， 
(a，P)= 0， 即 a，B 正 交 、 / 
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1 格 兰 姆 和 矩阵、 广义 阿达 马 不 等 式 
设 V 是 欧 氏 空间 ，a1，as,…，a;: 是 V 中 任意 s 个 向量 ， 称 s 
阶 矩阵 


Ge es， ay) 一 Cas,01) (qa,02) “ (a2,01) 


(aisa1) (cas) . | 


有 z (ga 和 (easy : (Qs,0:) : 
为 CQ1，C2 pw， Qi 的 格 三 姆 矩 阵 ， 称 |G(ci as … "0Q4)| 为 Cl 
xm，a: 的 格 兰 姆 行 了 列 式 。 

没 V 是 胸 民 空间 , 册 V 中 任意 s 个 向 量 a 1， G2 50: 的 格 兰 
姆 矩阵 Gr(al，a;,… ,Qs) 必 是 半 正 定 的 。 而 G(a1，Q2，,…， Qs) 
是 正定 的 必要 充分 条 件 是 a1，d4,…，a: 线 性 无 关 。 

欧 氏 空间 V 中 任意 个 向 量 a1，a，,…，a; 的 格 兰 姆 矩阵 的 
任何 顺序 主子 式 都 是 非 负 数 ， 当 且 仅 当 a CQ2，…， x:* 线 性 无 关 

时 |IG(cias，: “0 二 0， / 
z 当 对 a1，as，…，a, 施 行 施 密 特 正 交 化 ( 不 单位 化 ) 过 程 时 
[CCac az as)| 的 值 不 变 . 即 ， 若 cu 22 Cs 经 过 正 交 化 
过 程 后 化 为 Op，0.， 则 IG(a, Ca 0s)| =|G(B1, 
B,,…, Bp.)|=(p,, B1)(B,, bB;,)…(B,, b.). z 
: 在 三 维 几 何 空 间 中 ， |G(ar, Qs," 0:)| 的 几何 解释 ，1 ) 
当 s 二 2 时 ， |G(a1, qs)|= Cas, cid Co Ga | 一 《ci，Ci)，。 


(a3, ai) (cs，cz) | 
(a2,02) {01,02)= 1a lal?— lel?||as| :cosa, os 
=)ail?lasl?sinKa, a2)=|a1 Xa,l1’, 从 而 ， |G(e, 0,)| 
是 以 回 量 c:，2%: 为 邻 边 的 平行 四 边 形 面积 的 平方 2) 当 s=3 时 ， 
IGCCa aa xi 的 绝对 值 是 以 al，ca， Qs 为 邻 边 的 平行 六 面 


体 的 体积 的 平方 。 
广义 阿达 马 不 等 式 。 对 欧 氏 空间 V 中 任意 s 个 向 量 cj，cs， 
“9 Qs 上 内 有 [Gla C2 a)I< le, Qi), 而 等 号 成 


立 前 必要 充分 条 件 是 (ai Qj;)= 0,， 1]，。 7) 一 1 2 3 
设 A=(c，as…， Xi 是? 除 实证 阵 ， 则 1Al =|A'Al= 


|G(as, as, ,aQ I< la xi 一 (et) 这 就 是 通常 


的 阿达 蕊 个 等 式 ， 

设 aci， as，…， 4, 是 欧 民 空间 Y 中 的 任 首 * 个 问 量 则 对 任何 
正 整 数 R s 队 给 隆 

(a1,01)* (ci ay) ae 

A(k)= (oo 1 Ca ) 机 有 


asa) aa) Casa 
必 是 半 正 定 的 。 wa, ,CQ 线性 无 关 时 ,A( 甩 此 是 正 定 的 ， 
“ 开 共 县 变换 、 正 规 变 换 
设 o 是 n 维 西 空 间 V 的 一 个 线性 变换 。 洁 有 VY 的 线性 变换 7 
使 得 对 任意 a， bE€Y, 有 (ola)， bp)=(a, 17(p)), 则 称 t 是 0 的 
一 个 共 思 变换 ， 
若 o 有 共 地 变换 ， 则 瞧 一 ， 记 为 cx。 
设 o 是 n 维 西 空间 V 的 线性 变换 ，o* 存 在 。 若 0 在 V 的 标准 正 
ee …， ,En 下 的 矩阵 为 A， 则 c* 在 si,ez, ,En 下 的 矩阵 为 
.反之 本 然 。 
共 二 变换 有 如 下 关系 式 ,1)Te* 二 Te; 2)(o*)*=o， (10 
_Ao*, 4)(o+r)*=—=ax*t rt, 5)(oT)*—=t*o*, 
设 0 是 n 维 西 空间 VY 的 线性 变换 ，o* 存 在 ， 车 00*=o*o， 则 
称 o 是 一 个 正规 变换 . 
设 o 是 西 空间 Y 的 一 个 正规 变换 , 而 ,是 x 的 一 个 特征 信 a 
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是 属于 4, 的 特征 向 量 ， 则 a 是 o* 的 属于 特征 信 太 的 特征 向 量 ， 

设 0 是 西 空间 V 的 一 个 正规 变换 则 5 的 属于 不 同 特 征 值 的 
特征 向 量 必 正 交 。 

设 o 是 n 维 西 空间 V 的 一 个 正规 变换 ， 则 在 VY 中 存在 一 组 标 
准 正 交 基 ， 使 o 在 该 组 基 下 的 抢 阵 是 对 角形 托 阵 。 

下 一般 变换 的 分 解 

一 “分解 为 对 称 与 反对 称 部 分 的 分 解 式 

西 空间 的 每 一 个 线性 变换 o 都 可 以 表示 为 0=o1 十 ios 的 形 
状 ,0 1，0: 为 对 称 变换 ， 且 表 法 是 唯一 一 的 ， : 


实际 上 ， oi = 方 (0 +o*), 01=3(0~0*). 


一 极 式 分 解 
z 西 空间 V 的 每 一 个 线性 变换 o 均 有 极 分 解 式 0 =—0102, 其 中 
0i 是 非 负 对 称 变换 ， 0 是 西 变换 。o | 是 队 一 确定 的 3. 在 0 古 满 秩 
的 ， 则 :也 是 唯一 确定 的 。 
三 贰 莱 变换 
”者 ca 为 西 空间 的 对 称 变换 ， 则 变换 + ;Te 有 有 道 变换 存在 
出 式 r 二 (0 一 iTe)(o 十 iTe)-! 所 定 出 的 变换 rt 为 一 西 变换 ， 它 没 
有 等 于 1 的 特征 值 ， 且 o 可 以 经 过 +t 表示 为 0 一 一 ICr 十 Te) 《r 一 
Te)-: 。 反之， 车 + 为 一 西 变换 ， 没 有 等 于 1 的 特征 值 ， 则 r 一 T 
有 逆 变 换 存在 ， 由 oc 二 一 i(t 十 Te)(r 一 Te)-! 所 确定 的 oc 是 对 称 
变换 ， 且 + 可 经 o 表 为 r=(o 一 iTe)(ot+iTe)-i, : 
反对 称 变换 时 ， 有 ， / 
二 (人 G 一 Te)(G 二 Te)71， "rte. / 
四 影 谱 分 解 四 
设 0 是 西 空间 V 的 线性 变换 ， 着 0 二 gri 二 guts 十 : ast, 
并 且 ，1) 数 a.，a,，,: "Us 五 不 相等 ; 2)7) 关 一 站 款 人 下 ，， 7 一 1,2， 
"30S 3)Tj 一 ri J=1, 2 3S5 4)rjrs =T,, jy R=1, 
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2，…， 3 jh; 5)71 十 rz 十 十 Te 一 工 ei 则 称 该 式 是 ac 的 影 谱 
酉 空间 的 线性 变换 cx 有 影 谱 分 解 式 拓 x 是 正规 变换 。 

若 5c=ciri 十 carz 十 … 十 Csr 为 [的 影 谐 分 解 式 ， 则 ciya:， 
…，2%: 为 5 的 所 有 特征 值 ， 

西 空间 的 每 一 正规 变换 有 且 仅 有 一 个 影 庶 分 解 式 ， 

VV 历史 资料 点 滴 : : 

关于 柯 西 - 布 音 和 柯 夫 斯 其 不 等 式 ，1821 年 ， 对 于 R*， 柯 西 证 
明了 在 一 般 情 形 的 这 一 不 等 式 ，1859 年 ， 俄 国 数学 家 布 涅 柯 夫 斯 
基 证 明 并 系统 地 应 用 了 这 一 个 等 式 ; 1885 年 ， 施 瓦 效 才 首 次 过 到 
这 个 不 等 式 ， 

册 荣 于 1843 年 通过 与 普通 解析 几何 作 形 式 的 类 比 的 途径 ,介绍 
了 +n 维 空间 的 概念 .德国 著名 数学 家 格拉 斯 曼 ( 1809,4, 15 一 1877， 
9,26 ) 在 1844 年 发 表 《 线性 扩张 论 》 一 书 ， 引 入 欧 几 里 得 多 维 空 
间 的 爸 念 ， 把 点 、 直 线 、 平 面 、 两 点 之 间 的 有 虹 离 等 概念 推广 到 任 
章 的 R"， 1862 年 格拉 斯 曼 发 表 了 修订 版 ， 称 为 《 扩张 论 》， 详 细 
地 禾 述 了 他 项 来 的 工作 ， 是 以 严格 的 欧 儿 里 得 式 写 出 的 ， 建 立 了 
一 种 % 维 空间 的 几何 学 。1844 年 、1845 年 和 1847 年 ， 格 拉 斯 曼 、 
柯 西 等 数学 家 分 别提 出 了 赔 离 一 切 空间 直观 的 、 成 为 一 个 纯粹 数 
学 概念 的 " 维 空间 的 概念 。 格 拉 斯 曼 首 次 提出 了 关于 多 维 殉 由 里 
得 空间 理论 的 系统 学 说 ， 引 入 了 向 量 的 数量 积 ， 

1801 一 1802 年 间 ， 法 国 数学 家 阿 软 特 (1769 一 1834 ) 、 柳 日 
《1746 一 1818 ) 、 泊 松 (1781 一 1840 ) 证 明了 三 个 变数 的 实 二 次 
型 的 特征 值 的 实 性 。1829 年 柯 西 在 他 的 《 数学 练习 》 中 证 明了 ， 
任意 2? 阶 实 对 称 矩 阵 都 有 实 特 征 值 ，1834 年 雅 可 比重 复 了 这 一 结 
采 ， 相 是 ， 他 们 都 排除 了 相等 特征 值 的 情况 ， 

1855 年 ， 法 国 数学 家 厄 米 特 ( 1822 一 1901 ) 证 明了 ， 若 M 是 
“# 阶 复 矩 阵 ， 且 M =M*， 则 其 特征 值 都 是 实数 ， 这 里 M* 是 将 M 
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的 每 个 元素 用 它 的 共 辑 复数 代 赫 后 ， 再 转 租 得 到 的 官 阵 ， 而 M 称 
为 厄 米 特 矩 阵 。 后 来 ， 德 国 数学 家 克 雷 卜 什 (1833 一 1872 ) 由 厄 
米 特 的 结果 导出 ， 实 反对 称 答 阵 的 非 零 特征 值 是 纯 虚 数 ; 布 死海 
姆 (1859 一 1888 ) 证 明了 ， 若 M 是 对 称 的 ， 且 元 素 是 实数 ， 则 特 
征 值 是 实数 ， 

虽然 ， 昌 在 1854 年 ， 厄 米 特 就 使 用 了 正 交 和 手 阵 这 个 术语 但 
是 ， 直 到 1878 年 ， 弗 罗 宾 纽 斯 才 发 表 正 交 符 阵 的 正式 定义 ，” 阶 
实 矩 阵 M 是 正 交 的 ， 若 它 等 于 它 的 转 置 矩阵 的 逆 ， 即 ，M= 
(M“ ) :， 他 还 证 明了 (A!)’=(A’)"!1， 并 研究 了 合同 佐 阵 。 

1805 年 ， 法 国 数学 家 勒 让 德 (1752，9，18 一 1833，1，10 ) 
在 他 的 著作 《 确定 彗星 轨道 的 新 方法 》 中 ， 发 表 了 最 小 二 乘法 ， 
称 之 为 “最 小 平方 数 法 ”， 最 先 将 这 个 方法 提炼 成 形 ， 给 出 了 一 
个 使 用 这 个 方法 的 例子 ， 对 这 个 方法 作 了 一 个 清楚 的 解释 ， 引 起 
数学 界 的 注目 。1808 年 后 或 1809 年 初 ， 美 国 数学 家 亚 居 伦 也 发 类 
了 这 一 方法 。 然而， 实际 上 ， 高 斯 早 在 1795 年 就 发 现 了 最 小 二 乘 
法 ， 但 直到 1809 年 才 在 其 《 天 体 运 动 理论 》 中 发 表 。 拉 普 拉 斯 在 
他 的 《 概率 的 分 析 理 论 》 中 提出 了 最 小 二 乘法 的 第 一 个 证 明 

$6 ”基本 习题 

1 在 欧 氏 空间 只 《内 积 按 通常 定义 ) 中 ， 已 知 c=(1，2， 
一 1 1)，0=(2，3，1， 一 1)，Y=《 一 1， 一 1， 一 2，2)， 试 求 
Qa，p，Y 的 长 度 ， 每 两 个 向 量 的 内 积 与 来 角 ， 

2 在 欧 氏 空间 R“( 内 积 按 通常 定义 ) 中 ， 求 一 单位 向 量 ， 
使 它 辣 时 与 向 量 a1 = 二 (1，1， 一 1，1),，Q;:= 二 (1， 一 1， 一 1,1)， 
a3 二 (2，1，1，3) 中 的 每 一 个 都 正 交 ， 


3 在 RCx)4 中 定义 内 积 为 (J，9)=| /Cx)gCx)dx, 试 由 
基 1 ，x，%*，x? 出 发 作 正 交 化 ， 求 RCx)4 的 一 组 标准 正 交 基 ， 
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2 2 一 公 
4 对 于 实 对 称 第 际 A=| 2 5 一 4 
一? —4 5 
试 求 正 交 矩阵 T， 使 了 T'AT=T"!1AT 为 对 角形 矩阵 ， 
5 试 判断 实 二 次 型 fj (Xi 2 Xs) 一 2xX1 ?十 xX。?: 十 X37 十 
2X1X2 十 x1Xs 是 否 正 宋 ， 
6 设 W 是 欧 宏 间 的 子 空间 ,WL(aa .ay 
丰 Q.La;，? 二 1]，2,…， 5， 证 朋 a | W， z 
7 长 cb az， …，Cn 是 欧 氏 空间 VY 的 一 组 基 ， 任 意 a= 
XiQ1 Tn 0 一 yiICi 十 … 十 ynans 证 上 明 ，Ci ao， …， 
Zn 是 Y 二 一 组 标准 正 交 基 人 多 (ca， PB)=xX1y1 Xn yn 
8 设 A 是 实 对 称 算 阵 ，5 是 实 反 对 称 和 矩阵 ， 晶 A S=5A， 
人 A 一 了 可 逆 ， 证 明 ，G==(A 十 S)(A 一 S$)-"! 是 正 交 从 阵 ， 
9 ” 设 o 是 n(n 之 0) 维 欧 氏 空间 VY 的 对 称 谈 换 ， Ho’~o, 证 
朋 ， 在 在 的 一 组 标准 正 交 基 ， 使 o 在 该 组 基 下 的 知 阵 是 [1 ，， 
1,0,.， 0 。 
10 证明 西 空 : 间 的 两 组 标准 正 交 基 之 - 同 芍 过 滤 和 矩阵 是 西 抑 
锋 。 
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第 十 章 ” 双 线性 函数 


$1 ”概括 说 明 


作为 二 次 型 . 欧 氏 空间 ( 西 空间 ) 的 内 积 的 发 展 , 就 导致 一 般 的 
双 线 性 函数 的 概念 . 双 线性 函数 的 进一步 发 展 ， 则 是 三 重 线性 型 
及 更 一 般 的 多 重 线性 型 ,总括 起 来 ,成 为 线性 代数 学 的 一 个 重要 部 
分 ， 称 为 型 论 。 在 数学 、 物 理学 . 工程 科学 等 的 许多 领域 中 ， 型 
论 具 有 重要 意义 ， 

借助 于 双 线 性 函数 ,就 能 定义 一 般 的 双 线性 度 量 空 间 ,从 而 习 
进 多 种 空间 ,如 伪 欧 氏 空间 等 ,作为 欧 氏 空间 ( 西 空 间 ) 的 进一步 的 
发 展 。 同 样 地 ， 在 数学 .物理 学 、 工程 科学 的 许多 领域 中 ， 这 些 空 
加 具有 重要 意义 ,例如 ,四 维 伪 欧 氏 空间 《物理 学 称 之 为 闵可夫 斯 
基 空 间 ) 是 狭义 相对 论 所 必须 的 . 

本 章 的 内 容 分 为 六 个 部 分 ， 线 性 函数 ， 对 偶 空 间 ， 双 线 性 好 
将 ， 对 称 双 线性 函数 ， 反 对 称 双 线性 函数 ， 伪 网 氏 空 间 ， 

黎 域 F 上 的 线性 空间 V 的 线性 函数 ,是 本 章 中 的 重 旧 的 慨 念 

数 域 F 上 的 线性 空间 V 的 万 有 虑 性 函 娄 作成 F 上 的 线性 空 间 
L (F,V ) ， 称 为 V 的 对 偶 空 间 。 

双 线 性 逊 数 是 本 童 中 的 又 一 个 重要 概念 ， 

对 称 双 线性 函数 是 一 类 重要 的 双 线 性 函数 ， 

反对 称 双 线性 函数 是 另 一 类 重要 的 双 线 性 函数 ， 

利用 双 线 性 函数 引进 双 线 性 度量 空间 及 伪 欧 氏 空 间 ， 

本 章 的 补充 资料 是 ， 复 欧 氏 空间 ， 六 空间， 多 重 线性 代数 ， 
历史 资料 点 滴 ， 
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3$2 内容 提 要 


LI 线性 函数 .| 
设 V 是 数 瑾 F 上 疯 一 个 线性 空间 ，j 是 Y 到 上 的 一 个 映射 。 若 
对 于 任意 ag，BEYVY 及 任意 REF， 均 成 立 ; 1 ) f(a 二 8)= (a) 
十 1(6)，2 ) (Ra) 一 ec， 唱 称 /是 V 工 的 一 个 线性 函数 ， 
设 / 是 线性 空间 V 上 的 一 个 线性 函数 。 若 对 于 任意 wEV， 均 
有 j 帮 c) 王 0， 则 称 / 是 零 函 数 ， 
线性 遂 数 具有 下 列 简 单 性 质 ,1)/(0)=0,/( 一 a)= 一 /(a); 
2 ) 荐 CD=Rici 十 Pacas 十 … 十 Ra , 则 CO)=Rirci) 十 Ray) 
+… Tk,f(a,). 
设 A 二 (Xi ,X20 Xn), Gi(i=1,2, …,， n) 是 F 中 确定 的 
数 ， 则 儿科 ) 一 aixi 十 aasxs 十 … 十 ax 是 F" 上 的 一 个 线性 函 次 ， 
廊 V 万 数 域 P_ 上 的 一 个 n 维 线性 空间 ，e1，2s2，…，en 是 VY 
的 一 组 基 ，ai，gz，…，9d: 是 F 中 任意 2 个 数 ， 则 存在 上 唯一 的 V 上 
的 线性 函数 /， 使 得 /se 一 ai 一 1，2，…，7， 
i 对 偶 空 间 
VY 是 数 域 F 工 的 ? 维 线性 空间 ,V 上 全体 线 性 图 数 组 成 的 集合 记 
作 L(V,，F)。 对 于 f,，gEL(V,F) 及 kEF, 由 (Jf +g)(a) = 
f(a) 十 g(a)(aEV) 所 定义 的 /十 9 是 V 上 的 线性 函数 ， 称 为 f 与 
9 的 和 ; 由 (R81)(Q)= 二 RC(f(a))(a EV) 所 定义 的 kf 是 VY 上 的 线 人 性 
肖 数 ， 称 为 与 1 的 数量 乘积 。LC(V，F) 对 于 如 此 定义 的 加 法 和 
数量 乘法 作成 F 上 的 线性 空间 ， 称 为 V 的 对 偶 空 间 ， 也 简单 地 
记 作 V#。 
取 定 V 的 一 组 基 e1，e;，…，es， 作 V 上 的 s 个 线性 通 数 /i， 
1 ,， ”3 了 使 得 
1(eD)={0， I 1 二 1，2,，:…….， 7。 
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从 
旭 对 于 任意 的 gcEVY， 有 ac= > fi(a)s;， 而 对 十 任意 的 EV*， 


1 一 
有 f= 这 f(s;)f;。 并 日， 1，…， .作成 Y* 的 一 组 基 ， 
从 而 ，V* 是 n 维 的 ， 上 面 的 V# 的 天 /，f5，…，/, 称 为 Y 的 站 
81，22，…，8u 的 对 偶 基 。 

议 e1，ss en 及 11，7:，…，9 是 线性 空间 V 的 两 组 基 ， 
而 f ，j:， /1 及 gi1， Yy2,""'", 9 分 别 是 它们 的 对 偶 基 . 4A! 
t2, ‘'**, En 到 7 1， 1 ,， ,7 :的 过 渡 窍 隆 是 A ,出 站 ， j2, fs 
到 g!，g;，…，94 的 过 渡 和 矩阵 是 (A 人 ~! 

一 个 有 了 有限 维 线性 空间 ，V** 是 V 的 对 偶 空间 Y* 的 对 侦 空 
间 。 取 定 xE V， 定 义 V* 的 一 个 函数 x** 为 ， x (f=f(x) (f 
CV*)， 则 V 到 V*¥* 的 映射 x->x**# 是 一 个 同 构 映 射 ， 

于 征 , 线 性 空间 Y 也 可 看 成 V# 的 线性 函数 空间 ,实际 上， v 与 
V* 是 互 为 线性 函数 空间 的 ， 对 侦 空间 的 名 称 如 此 而 来 。 由 此 ， 
任 一 ” 维 线性 空间 都 可 以 看 成 某 个 线性 空间 的 线 性 函数 所 成 的 
空间 ， 这 一 看 法 在 多 重 线 性 代数 中 是 很 重要 的 ， 

双 线 性 落 数 

\ 古 数 域 F 上 的 线性 空间 , /(c，P) 是 V 上 的 一 个 二 元 函数 ， 
即 ， 对 于 任意 xc，6EV， 根 据 法 则 /都 唯一 地 对 应 FE 中 的 一 数 
f(a, bp)., 若 对 于 任意 Qi, Qs Qa, bi, bp,, PEV， 任意 
PR，RsEF， 均 成 立 ; 

1) f(a, RiB1+hkP2)=hk f(a,Bi) +h, f(a, bs); 

2 ) f(Riai+h,a,, Pp)=R,f (a, PB) +h, f(a,, p), 
则 称 j(a,B) 为 VY 上 的 一 个 双 线 性 函数 ， 

设 F* 是 数 域 F_ Fn 维 列 回 量 构 成 的 线性 空 加 ， 人 是 上 于 的 一 
个 4 阶 矩 除 。 对 于 XX ，Y EF:, 定义 1 人 (X,Y)=XX/AY, 刚 1(XY， 
Y 了 是 F 上 的 一 个 双 线 性 函数 ， : 
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i 0 yp pa 。 和 os 
设 是 数 威 F 上 的 n 纺 线 性 空间 ， Cl Cas "yy ;二 ¥ iy 
组 基 ，f(a，B) 臣 V 上 的 一 个 双 线 性 函数 ， 则 称 和 矩阵 
| flei, £1) / (21, Es) f(s, Sn 


A /es pi) Ce， oa) f(£2, Cn) 
入 一 


~ f(s, 1) f(€n,82) … flEn, sn) | 

为 几 c， 有 D) 在 基 s,，s:，…，8ss 下 的 度量 惩 阵 ， 

在 给 定 的 基 下 ，V 上 全 体 双 线性 肖 数 与 F 上 全 休 + 阶 年 隆之 
问 有 一 个 双 射 ， 并 且 保 持 加 法 与 数量 乘法 。 

本 一 个 双 线 性 函数 在 不 同 基 下 前 庆 量 年 陈 是 合 加 的 ， 

设 f(a，B) 是 线性 空间 V 上 的 一 个 双 线 性 函数 .车 由 /(a,p ) 
二 0 对 任意 BEV 成 立 可 推出 a= 0 , 则 称 / 是 非 退 化 的 。 双 线性 函 
数 帮 cc， 有 D) 非 退化 当 卫 仅 当 其 度量 矩阵 A 是 非 退 化 和 矩阵， 

对称 双 线 性 函数 

设 1(a，B) 是 线性 空间 V 上 的 一 个 双 线 性 函数 。 若 对 于 任 意 
的 a，B EV， 部 有 f(a，PB)= 二 1(B6，a)， 则 称 1(a，B) 为 对 称 双 
线性 函数 ， 

双 线 性 函数 是 对 称 的 ， 当 且 仅 当 它 在 任 一 组 基 下 的 度量 生 陈 

议 V 左 数 域 F 上 的 4( 之 0 ) 维 线性 空间 ，1(c，0) 是 V 上 的 对 
称 双 线性 函数 ， 出 存在 VY 的 一 组 基 e1，s，,…，e4;, 使 /(a，B) 在 
这 组 基 下 的 矩阵 为 对 角 和 祭 阵 。 从 而 ， 对 于 V 中 任意 向 量 a=xie) 
二 X262 十 十 XnEn， PP 二 y181 十 3%282 十 十 ynEn， 有 f(a,p)= 
dixiyi 十 dsxasys 十 … 十 dX ys， 其 中 d | ,ds,…'， d» EF. 

设 Y 是 复数 域 C 上 的 2( > 0 ) 维 线性 空间 ，f(a，P) 是 V 上 的 
对 和 狼 双 线性 函数 ， 旭 存在 Y 的 一 组 基 e:，ss*，…，sv， 对 于 V 中 
任意 问 量 & 一 X181 十 … 十 Xnen， p= vieit t+ yen, 47 f(a, 
PB)=x1y1 T+xy (0 Sren), 
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设 V 是 实数 域 R 工 的 人 >0) 维 线性 空间 ，jvu -人 是 六 上 的 
对 称 双 线性 函数 ， 则 存在 的 一 组 基 si，sy，.…，,ew 对 于 V 中 任 
六 四 最 a 二 x ei 十 十 Xn8n， P= 二 y181 十 十 ynEn， 有 f(a,p) 
=XIVi 寺 Xp yp pV yO0RPErAn), 

车 V 上 的 对 称 双 线 性 函数 f(a,P) 是 非 退 化 的 ， 则 有 VY 的 一 组 
基 e, ,8,,… ,es， 满 足 

f(e;,e;)#A0, 71=1,2,...,n; 
f(ei,8;)=0, i#j. 
这 样 的 基 称 为 VY 的 对 于 f(a,P) 的 正 交 基 ， / 

设 V 是 数 域 E 上 的 线性 空间 , /(c,P) 是 V 上 的 双 线 性 两 数 . 当 
a 二 B 时 ,V 上 的 函数 J(a,a) 称 为 与 1(a,B) 对 应 的 二 次 齐 次 函数 . 
”车 两 个 双 线 性 函数 的 度量 矩阵 分 别 为 n 阶 矩阵 A 二 (a;;) 及 
B=(6;;)， 嘎 ， 只 要 aj ;二 aj; 二 bi1j 二 bj;，i,j 二 1,2,…,n， 它 
们 所 对 应 的 二 次 齐 次 函数 就 相同 ， 从 而 ， 可 以 多 个 双 线 性 函数 对 
应 于 同一 个 二 次 齐 次 函数 。 但 是 ， 当 双 线 性 函数 是 对 称 的 时 ， 一 
个 二 次 齐 次 函数 恰 对 应 一 个 对 称 双 线 性 函数 ， 

VY 反对 称 双 线 性 函数 / 

设 /(c,D) 是 线性 空间 V 上 的 一 个 双 线 性 函数 。 若 对 于 任 辣 
的 a,BEV， 都 有 f(a,8)= 一 f(B,a)， 则 称 f(a,) 为 反对 称 双 
线性 函数 ， | 

双 线 性 函数 是 反对 称 的 ， 当 且 仅 当 它 在 任 一 组 基 下 的 度量 捧 
阵 是 反对 称 的 ， | : 

设 j(o,p) 是 x(>>0) 维 线性 空间 V 上 的 反对 称 双 线性 函数 , 则 
存在 Y 的 一 组 基 si ,em…ee-，，71…,7。， 个 得 
‘7 (ei,8-1)=1, i],,?; 

1 f(8i,8;)=0, i+ji#0; 
fa,ni)=0, a€EV RTM 
芳 Y 上 的 反对 称 双 线性 函数 JKc,B) 是 非 退 化 的 , 则 有 了 的 一 
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组 基 & 1 ,6.;,… ,E121， 使 得 
f(e;,e-.i)=1, 1 一 1 2 ,7 
(ee ! 十 了 关 0， 

从 而 ，Y 的 维 数 一 定 是 偶数， 

Wf 伪 欧 氏 空间 

一 ” 双 线 性 度量 空间 

设 Y 是 数 域 F 上 的 一 个 线性 空间 ， 在 Y 上 定义 了 一 个 非 退 化 
的 双 线 人 性 函数 ， 则 称 V 为 一 个 双 线 性 度量 空间 ， 

在 讨论 双 线 性 度量 空间 的 度量 性 质 时 ， 一 般 的 “长 度 ”、 
角 " 等 概念 很 难 推广 进去 ,但 是 ，“ 正 交 性 ”、“ 正 交 基 ”"、 保 苦 该 双 
线性 裔 数 的 线性 变换 等 问题 ， 还 是 屿 以 研究 的 。 

二 ” 伪 欧 氏 空 间 

设 V 为 实数 域 R 上 的 一 个 4 维 线性 空间 ， 在 Y 上 定义 了 一 个 非 
退化 对 称 双 线性 函数 f(a,B86)， 则 称 V 为 一 个 伪 欧 氏 空 间 ， 或 准 
欧 氏 空间 。 

在 六 中 可 以 找到 一 组 基 7: ,7:，…7n 使/ 几 c, DO) 在 该 组 基 
下 的 矩阵 为 GG 二 Ll,1, 一 1,…, 一 1), 其 中 有 p 个 1,4 一 p 个 一 1， 
称 2p 一 +n 为 谈 伪 欧 氏 空间 V 的 符号 其， 称 7，72 VI 
组 规范 基 。 在 规范 基 下 ， 二 次 齐 次 函数 锥 ac) 成 规范 形 ， 

设 c 是 2 维 伪 欧 氏 空 Y 的 一 个 线性 变换 . 若 对 于 任意 c,OEYV ， 
都 有 《ol(a),0(B) ) =(a,8)， 则 称 o 是 一 个 正 交 变换 ， 

n 维 伪 欧 开 空 s 间 V 的 线性 变换 0 是 一 个 正 交 变换 2o 在 V 的 一 
组 规范 基 下 的 矩阵 A 满足 关系 式 AGA= 二 G， 其 中 GG 为 该 规范 基 
的 度量 定 阵 ， 

设 O.,(V) 是 2 维 伪 欧 氏 空间 V 指 全 体 正 交 变 换 的 集合 ， 骨 
OC(V) 上 共有 如 下 性 质 ，1 ) Te EO,(V); 2 ) 车 ol, orzEO(CV)， 
刚 os EQOAV); 3 0) 着 9E0O,(W), 则 go 可 道 ,有 oT!E€0,(VY). 
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$3 重点 难点 


本 章 的 主题 词 是 ， 线 性 困 数 ， 对 偶 空 间 ， 对 贷 基 ， 妈 线性 函 
数 ， 双 线性 甬 数 的 度量 算 阵 ， 非 退化 双 线 性 冰 数 ， 对 称 双 线 性 丙 
数 ， 太 对 称 双 线 性 函数 ， 双 线性 度量 空间 ， 伪 欧 氏 空间 ， 

本 童 的 基本 方法 是 ， 隐 数值 计算 方法 ， 线 性 ( 双 线 性 ) 函数 
确定 方法 ， 对 偶 基 求 法 ， 上 度量 和 矩阵 求法 ， 正 交 基 求法 ， 

本 章 的 重点 是 ， 线 性 通 数 ， 对 偶 空 间 ， 对 称 双 线性 函数 ， 

下 让 半数 且 本 章 中 出 现 前 第 一 个 概念 ; 线性 图 数 是 构成 对 偶 
容 间 的 基础 ; 双 线 性 组 数 在 一 年 总 义 XX 上， 对 于 一 个 四 量 而 主 ， 藉 
证 线性 肖 数 ， 因 此 ， 线 性 函数 成 为 本 章 的 一 个 重点 ， 

对 偶 空间 是 本 章 中 出 现 的 又 一 个 概念 ， 在 多 重 线性 代数 中 起 
着 基本 的 作用 ， 对 偶 基 是 一 个 基本 的 工具 ; 就 一 定 意义 说 来 ， 任 
一 4 维 线性 空间 均 可 以 看 成 某 个 线性 空间 的 对 偶 空 间 ， 因此 ， 对 
偶 空 间 成 为 本 章 的 一 个 重点 ， z 

对 称 双 线 性 函数 是 一 类 最 重要 的 双 线 性 函数 ， 具 有 较 多 的 性 
质 ， 并 且 已 被 详细 研究 ;对称 双 线 性 函数 与 二 次 齐 次 函数 (二 次 
型 ) 有 密切 的 联系 ， 非 退化 对 称 双 线 性 函数 作为 欧 氏 空间 的 内 和 
的 日 然 推广 ， 并 且 由 此 产生 了 伪 欧 氏 空 间 ， 因 此 ， 对 称 双 线 性 
国 数 成 为 本 章 的 一 个 重点 。 

本 章 的 难点 是 ， 对 偶 空间 ， 反 对 称 双 线性 函数 , 伪 欧 氏 空 间 . 

对 偶 空 间 既 是 本 章 的 一 个 重点 ， 又 是 本 章 的 一 个 难点 ， 原 因 
在 于 ;1 ) 对 偶 空 2 间 的 癌 量 是 线性 函数 ， 从 而 使 对 偶 空 间 成 为 层 
次 较 涡 的 概念 ; 2 ) 对 偶 基 较 抽象 ， 且 有 关 的 计算 较 复杂; 
3 ) V，V*,V** 三 者 之 间 的 关系 ， 尤其 V 与 V** 的 同 构 ， 较 难 理 
解 。 解决 困难 的 方法 是 ， 1 ) 熟悉 线性 函数 的 概念 及 例子 ， 2 ) 
其 体 地 计算 对 偶 基 ， 以 理解 其 意义 ;3 ) 由 (A = A, 
(A 3) = 人 A 等 类 比 地 理解 V** 与 V 的 关系 ， 


反对 称 双 线 性 函数 成 为 本 章光 一 个 礁 点 ， 原 因 在 于 1 ) 对 
永 的 基 较 复杂 ， 2 ) 非 退 化 的 情况 与 空间 的 维 数 有 关 。 解决 困难 
的 六 法 是 ，1 》 注 意 反 对 称 双 线 性 函数 与 反对 称 集 阵 的 关系 
2 ) 汇 意 反 称 双 线性 两 数 与 对 称 双 线 福 聘 数 的 联系 与 区 唱 。 

伪 欧 氏 空 间 成 为 本 章 的 一 个 难点 ， 原 因 在 于 ， 1 ) 实际 的 模 
型 (闵可夫 斯 基 空 间 ) 不 容易 理解 ，2 ) 规范 基 的 推 证 较 复杂 。 
解决 困难 的 方法 是 ，1 ) 用 欧 氏 空间 作 类 比 ，2 ) 注意 实 对 称 抵 
阵 的 有 关 结 论 及 其 应 用 ， 


$4 习题 类 


TI 计算 题 
一 ” 求 函 数值 
可 以 分 为 两 种 类 型 ，1 ) 求 线性 函数 的 函数 值 ，2 ) 求 双 线 
性 水 数 的 省 数值 、 解 决 的 一 般 方法 是 ， 先 确定 基 向 量 的 饭 数 值 ， 
得 计算 一 般 向 量 的 函数 值 。 
例 1 设 V 是 F 上 的 3 维 线性 空间 ,el,ss,ss* 是 V 的 一 组 基 ， 
/全 V 上 的 一 个 线性 函数 已 知 j (1 十 e3)=1,f(es 一 283) 二 一 1， 
/Cs 二 es)= 一 3， 试 求 FCa)， 其 中 是 Y 中 任意 向 量 。 
解 由 已 知 条 件 得 到 
¢ fl)t+ fl(es)=1 
1 fle;)—2f(es)=—1 
fCe) + f(s) -一 3， 
解 得 ，f (1) 二 4，f(e2) 二 一 7， jes) 一 一 3。， 设 a 二 xiei 才 
X262T Xe:, Wf(a)=x1f(e1)+xsf(es) tx f(s) 一 4X1 一 
YY 一 3Y3。 
例 2 设 Y 是 数 域 7 上风 2 维 组 性 空间 ，s，s: 是 的 一 组 
把。 已 知人 sssci 一 sa) 一 1 人 eic 十 ea) 一 一 1 /es ) 
一 TI， 丰 (cys 二 sy) 一 2，w==2si 十 ec， 有 -si 十 3se，， 试 求 
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A rr -， 


/na ,67， 其 中 7 是 立 上 的 双 线 性 遍 数 。 
解 ”由 已 知 条 件 ， 得 到 
(e181)— /es ,Tf (ee)— fes, 81)=1 


| fCei,et)t /er, es;) z 一 一 ] 
| /(e,,e1) = 
/(e,,21)+f(e,,e,) 一 2 


解 得 ， f(e1,81)=0, f(e1,82)=—1,f(e,,e1)=1, es) 一 


1。 从 而 f(a,8)=(2 TD 一 1 人 (31)= 一 2， 

二 确定 峭 数 

要 确 定 一 个 线性 消 数 或 双 线 性 函数 ， 只 要 确定 一 弓 基 鸭 景 的 
前 数值 ， 

例 3 设 e1,e,,ss 是 数 域 F 上 的 线性 空间 V 的 一 组 基 ， 试 求 
Y 上 的 一 个 线性 函数 请 使 得 /el 十 ss) 一 el 一 283) 一 0， 


1 (es 十 e:) 一 1。 
解 由 条 件 得 型 ， 
7 el) +j(es) =0 
1 1(e1) —2/(e;s)=0 
fCe)+f(e,) =1 


解 得 ，f (141) 二 f(s)=0，f (es;)=1。 对 于 V 中 的 任 音 向 时 a 二 
Xe X22 xses, fo)=x fe1) + x f (er) + xs f (es)= Ys. 

三 “ 求 对 偶 基 

司 以 分 为 两 种 类 型 ，1 ) 由 V 的 基 求 V# 的 基 ， 使 成 对 个 ; 
2 ) 由 Y* 的 基 求 V 的 基 ， 使 成 对 偶 , 解决 的 方法 是 ，1 ) 用 对 个 
基 的 定义 直接 求 : 2 ) 通过 过 渡 算 阵 求 ， / 

例 4 设 VY=F (x)，,，, 对 于 p(x)=co-Fc 1xE Y ， f1CpP(CX)) 
= ecoDde， PCe(D) 下 pC)dx， 试 求 V 的 一 组 基 p(x)， 
p(x)， 使 f,， /1 是 它 的 对 偶 基 ， 


。 357 。 


解 设 p1(x) 一 co 二 cx，ps(x)==d ,十 dix， 则 出 对偶 基 的 
定义 得 
pip) = pi(x)dx=2c, 十 2C; 一 1 
| fCp;(x)) = 


pa P(X)dx— 2d -2d 0 
1 
| APC9)=| pd pi (x)dx=e, 十 元 ci 一 0 


ht 


| 
(fs(ps(x))= 
解 得 ,C0 一 本， Cl 一 二 1, =2, d | 二 一 2， 从 而 ， pi(x) = 


一 性 十 2 p(X)=2—2x ~, fi1, ji 是 pi(x)， pa(x) 的 对 偶 基 基 ， 

例 5 设 el,e, ,es 是 线性 空间 V 的 基 ， 玫 ,了 ;,f ;是 它 的 对 

偶 基 ， 2Z1 一 1 一 23 0 一 851 十 sea 十 2 ， as 一 2 十 2: 让 V 的 为 一 
组 基 ， 试 求 a1 ,as ,Qs 的 对 偶 基 g1 ,9,,9;， : 

: 解 es es 到 aiyacoya A 由 定理 知 ， i， 
f ,fs 到 91,9s,9s 的 过 渡 和 从 阵 为 (A')-! 。 


1 0 7 1 —]- 
| 
| 0 1 ] | (A “六 :一 | 1 —] 9 
—111 -1 1—1 


历 以 ， 01 一方 一 六 ， 9 一方 一 访 十 六 ， 93 一 一 户 十 2 户 一 访 ， 

四” 求 度量 矩阵 

求 度量 矩阵 的 方法 是 ， 1 ) 用 定 义 求 ， 2 ) 通过 + 两 组 基 的 过 
波 第 阵 求 。 

例 6 在 F? 中 定义 双 线性 函数 /(X,Y), 对 于 X= (xx 
Y= (1,»2), (A,1)= 2X131 一 3X1y2 十 Xaya。 

1 ) 给 定 F* 的 一 组 基 e1 一 (1,0)，es 一 (1,1), 求 /(X， “7) 在 
该 组 基 下 的 度量 失 阵 ， 

2 ) 为 取 一 组 芒 7)1, 7,， 浇 碟 CH 1= 


(1 “), 求人 Ai 在 7 272 下 的 度量 算 阵 ， 


pa(x)dx=d 十 于 di 一 1 
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和 1) 由 f(e1,81)=2 一 0+0=2, f(s1,e2)=2—3+0= 
,f(s,81)=2—0+0=2，J (es,e1)=2 一 3 十 1 二 0 得 ,有 (X， 


Y) 在 基 e1，e F -的 度量 疮 阵 是 A= 人 (2 0) 


2 ) 1(X,Y) 在 71,92 下 的 度量 矩阵 是 A 

E 证 明 题 

一 ， 通 数 及 其 性 质 

根据 定义 证 明 所 给 的 函数 是 线性 函数 、 双 线 性 国 数 、 对 称 双 
线性 函数 等 。 根 据 定 义 及 有 关 结 论证 明 函 数 具 有 某 种 性 质 ， 

“” 例 1 说 A 是 F 上 的 一 个 只 阶 和 矩阵 ， 和 定义 F 汪 "上 的 一 个 二 元 
冰 数 有 (X,Y) 二 T,(X’AY)， 对 于 X,YEF"*+ 证 明 FX,Y) 是 
F"*" 上 的 双 线 性 函数 ， 

证 明 对 于 入 1, 和 XX，2EF"**， ,RsEF， 成 立 FRIANI 十 
kh, X,Y)= T, (KR XI HR， x =T,(kIX, /AY 
ka Xe AY)=T, (kX AY) TT, (kX AY)= 
RIT,(XI AY)ThR T,X AY)=Rk /X,Y) -hk, fCX,, YY). 
类 似 地 ， 有 /(X,RIY 1 十 RY )=hk 1(X,Y) -thf(X,Y,). 
因此 ，f(< ,YY) 是 双 线 性 函数 . 

例 2 设 Y 是 一 个 线性 空间 ， 抽 ,fo 是 VV* 让 正信 阁 
量 ， 证 明 存 在 cE V， 使 Fi(c) 关 0， i=1,2,… ,5。 

证 明 对 淆 数 的 个 数 s 作 数学 归纳 法 ， 

当 s 一 1 时 ， 显 然 成 立 。 设 一 1 时 成 立 ， 考 虑 s 的 和 情况。 对于” 
1 -用 归纳 假设 ， 有 cEV， 使 Pi(c) 关 0， 一 1，……， 
s 一 1. 若 f.(c)*0， 则 结论 成 立 . 车 f(a)=0， 则 有 BEV， 使 
f. (0)#0。 在 C+D，2c++p8,…，sa-+B 中 ， 必 有 te 十 BCI 二 1 去 
5)， 使 f (ta 十 6B) 才 0，? 二 1,…,s 一 1。 小 不 然 ， 则 在 了 上，R， 
1 委 /<R 委 3， 及 方 使 得 户 (Cre 二 DJ) = fj(ka 十 B) = 0， 从 而 
(& 一 上 Dfi(a)=0，fi(a)==0， 引 出 矛 居 ,又 ，f (ic 十 ]) = 
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tf (a)+f (86)=f(8)#0, f(tath) 0 i=1,, 3 
结论 同样 成 立 。 

二 线性 空间 的 同 构 

按照 同 构 的 定义 ， 如 同 前 面 的 几 章 中 那样 ， 进 行 证 明 。 在 有 
限 维 的 情况 下 ， 可 以 利用 YY 与 YY* 同 构 的 定理 ， 或 者 利用 We Vv 
同 构 的 证 明 方 法 。 

例 3 设 1(a,B) 是 n 维 线性 空间 V 工 的 非 退 化 对 称 双 线 性 了 
数 ， 对 VY 中 的 一 个 元 素 a， 定义 VY* 中 一 个 元 素 a*， a*(p) = 
f(a,86)，BE VY。 证明 VY 到 Vx 的 喘 射 4>a* 是 一 个 同 构 喘 射 ， 

证 明 多 知 ， co* 是 V 上 的 线性 函数 ， 从 而 ,a->a* 是 VY 到 V* 
的 上 映 草 。 

对 于 cazE V，ai 到 GQ;， 由 于 f(a,B) 是 非 退 化 的 ， 所 以 
有 BE V， 使 f(&1 一 as,B) 二 0， 从 而 f(a1,6) 站 f/f(0:, 8p)， 
a™*(b)A oa,.*(p), Ci a a->Qa* 是 单 射 。 

对 于 clarEV， REF, (gritas (PB)= f(alt+o;,,b)= 
f(ai1,0)+f(a,P)=a (BP)+oa.*(p), (Ra )*(B)=f (ka, Pp) 
=kai*(p), . 

设 Q1 ,Qs ,C1 为 Y 的 一 组 基 ， 则 其 象 a1* ,a2*,… ,Qn* 为 
V* 的 一 组 基 。, 事实 上 ， 对 于 Ri,Rp, ,RnEF, kai* 十 ha,* 
十 十 RaGn* 二 0*， 则 由 a->ax* 是 单 射 知 ，0 习 0*， 从 而 Riai 十 
Rai 十 RaQn 二 0，R1 一 R, 二 二 Rs, 二 0。 又 ，V* 是 n 维 的 ， 
对 任意 cxE QJ a*+i,a*T 十 ian*, 有 Qa 二 1 G1 十 
十 ianE V， 而 a->a*， 因 此 a->a* 是 满 射 ， 

深 上 所 述 ，a->a* 是 同 构 映 射 ， 

例 4 设 ciyaa)… ES 证 时 
有 JE V* 使 [(a1)#0,，i=1,2,*…… 

证 明 ”对 于 aE€ VY， 作 a**，, aa 让- f(a),fE Vt, Max* 
已 VY 上 鸭 线 性 出 数 。 由 年 理 知 ,wc>a 玉 是 到 六 的 同 构 喘 射 ， 
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根据 闻 构 的 性 质 ， 由 a&i,Q:,… ,4&;: 非 零 ， 得 Qs 
” 非 零 。 利 用 例 2 的 结果 ， 得 到 ， 有 fE€ V*， 使 a;**(f)*0， 即 
fa)#0, 12 

说 明 可 以 仿照 例 2 来 证 明 ， 从 而 ， 本 俩 中 “% 维 ” 的 条 件 
可 以 去 挥 ， 请 读者 自己 去 做 ， 

有 关 线 性 变换 的 问题 往往 与 线性 函数 等 概念 相 联 系 ， 证 明 
时 ， 首 先 要 搞 清 问题 的 含义 ， 而 后 根据 有 关 的 定义 与 性 质 去 做 ， 

例 5 设 c 是 F 上 的 ? 维 线性 空间 的 线性 变换 ， 定 义 ax，/-> 
Jo，f E V*， 证 明 o* 是 V* 的 线性 变换 ， 

证 明 容 旬 证 明 ，jfc 仍 为 V 二 的 线性 函数 ， 即 JoE V*，o* 
是 V* 的 变换 ， 从 略 . 对 任意 fi, f2E V*, 任意 有 EF， 有 
cj 十 记 )=ax(f 十 ax )，ax(RAD) 一 Rax(P)， 即 ， 

(/ 十 ja)a 一 六 ac 十 co (kf 1)o=hk(f 10). 实际 上 ， 对 于 任意 
xaEY， 有 ((fit+f2)o) (a)=(f1fi) (Co(0)) = fi(o(a)) 
十 了 (ola) ) =(f10)(@)+(f.0)(a)=(f10+ fo0) (0), 同样 
( (Rf1)o ) (a)==《k(f10) ) (a)， 因此 ，o* 是 的 线性 变换 ， 

四 加 量 的 正 交 

/ac 1D) 为 双 线 性 国 数 , 若 对 二 癌 最 ac 0O 有 Ce OD=0， 则 称 
x; 1 关于 正 交 。 利 用 双 线 性 畏 数 的 性 质 及 正 交 的 定义 ,证明 商 
量 正 交 的 问题 。 

例 6 证 明 双 线性 函数 f(a, 6) 是 反对 称 的 必要 充分 条 件 是 
任 一 四 量 均 与 其 自身 正 交 ， 

证 明 ” 设 / (Qa， 0 六) 是 反对 称 的 ， 则 对 于 任 一 问 量 c， f(a,a) 
二 一 /(a,0)， 所 以 f(a,a) 二 0，a 与 其 自身 正 交 ， 

”反之 ， 若 任 一 向 量 均 与 其 自身 正 交 , 则 对 于 任 一 向 量 a, ,有 有 
f(a,a)=0,1(B,P)=0, f(at+p,at+B)=0, 而 /(a+f,atp) 
=/(a,a)t+ f(a,8)+ 716B,a)t/CB, BP) 所 以 ， (Co + 
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1(6,a)=0，f(a,8)= 一 了,4)，{ 基 上 反对 称 的 ， 
$5 ”补充 突 料 

[ 复 欧 氏 空间 

设 Y 是 复数 域 4 上 的 线性 空间 ， 在 有 化 对 
称 双 线性 函数 /, 则 称 Y 是 一 个 复 欧 几 里 得 空间 ,简称 复 欧 氏 空间 ， 

村 f(a,PB)==0， 则 称 a,B 正 交 。 正 交 性 是 对 称 的 。a 大 0， 但 
可 以 /4,4) 二 0， 大 一 个 疝 量 & 与 V 中 所 有 向 量 均 正 交 , 则 a 一 0， 

设 si sg …，s 是 YY 的 一 组 基 ， 9i 一 上 太 eieih) 1 一 1 2， 
人 则 基 ei,ss，…sn 的 度量 矩阵 G= 一 《95 ) 是 复 对 称 和 矩阵 。 

在 VY 中 存在 一 组 基 7)1,7,…,77+， 使 该 组 基 的 度量 矩阵 为 EE， 
称 7 ,5,… ,0+ 为 第 一 类 规范 基 ， 

当 dim V=n=2m 时 ， 令 6 = 也 字 C04) bri 


= 7 了 一 工 ,2，… ,71; dim ;二 21n 十 1 时 ， 全 
561 = =- 麻 C 十 :27 - 站 1 5 一 171 nj;41). 


j= 二 42 Tri 其 中 910972094 为 VY 的 第 一 类 
规范 基 ，i 为 砷 数 单位 ， 则 51 ,62,… ,64 的 度量 矩阵 丰 


称 为 YY 的 第 二 类 规范 基 。 
设 0 是 n 维 复 欧 氏 空 间 V 的 一 个 线性 变换 。 车 有 V 的 线 性 变 
换 o*， 使 得 对 于 V 中 任意 向 量 a,p， 均 成 立 (o(a),p)=(a， 
gp) ) ， 则 称 o* 为 的 共 斩 变 换 。 


全 21;220 呈 E81 为 的 一 组 基 ， 该 林 的 度 a OU 
在 纺 公 下 的 定 阵 分 划 是 A ,了 ， 则 有 关系 式 了 = ve 
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设 o 是 n 维 复 欧 氏 空 间 的 一 个 线性 变换 。 阁 o*=o， 则 称 o 
为 对 称 变换 ; 若 o* 二 一 o0， 别 称 o 为 反对 称 变换 ， 

0 是 对 称 变换 0 在 基 c1，e;,… ,es, 下 的 矩阵 A 满足 A'G = 
GA，,，G 为 该 基 的 度量 和 矩阵 (在 第 一 类 规范 基 下 的 矩阵 为 对 称 矩 
阵 ).o 是 反对 称 变换 e630 在 基 e 1,e,,… ,es 下 的 矩阵 A 满足 A’G 十 
GA=0, G 为 读 基 的 度量 矩阵 在 第 一 类 规范 基 下 的 是 了 为 反 
对 称 和 矩阵 ) 。 

设 0 为 n 维 复 欧 氏 空 间 VY 的 一 个 线性 变换 。 若 o 可 道 , 旦 0o7!'= 
o*, 则 称 o 为 V 的 一 个 正 交 变 换 ， 

n 维 复 欧 氏 空间 V 的 线性 变换 0 是 正 交 变换 对 于 任意 a,E 
V, 有 (ol(a),0(B)) 一 (ac 0) 傅 0 在 V 的 某 组 基 下 的 矩阵 A 满 足 
A'GA=G，G 为 该 基 的 度量 矩阵 ， 

其 线 性 空间 V 的 线性 变换 o 不 以 一 1 为 其 特征 值 ， 则 称 o 为 非 
异 线性 变换 。o 是 n 维 复 欧 氏 空间 V 的 非 异 正 交 变换 : 
4 人 一 (Te 一 r)GTe 十 rz) 一 (Te 十 rr) ITe 一 站 )， 其 中 + 是 一 个 
非 异 的 反对 称 变换 ， 

六 空间 

设 V 是 复数 域 C 上 的 n 维 线性 空 加 ， 在 YY 上 年 义 了 一 个 非 退 
化 反 有 对称 双 线性 函数 帮 a, 7)， 则 称 Y 为 注 空 间 ， 

六 空间 的 维 数 4 必 为 偶数 ， 

车/(a,B)=0， 则 称 a 与 8 正 交 。 正 交 性 是 对 称 的 。 每 个 非 零 
问 量 ac 都 与 其 自身 正 交 。 

设 V 是 n=2m 维 六 空间 ， 则 有 VY 的 一 组 基 71,7;,…, Ds; 其 
度量 矩阵 为 


G 一 


A 让 ,A_/0 1 
2 | 'A=(- 0), 
这 样 的 基 称 为 第 一 类 规范 基 . 
设 V 是 n 二 2m 维 辛 空间 ， 则 有 的 一 组 臣 E1s ee。 2 其 度 
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量 托 阵 为 (_ 吕 O) 其 中 了 为 mm 阶 单位 拭 阵 。 这 样 的 基 称 为 第 二 
类 规范 基 

设 0 是 n=2m 维 辛 空间 广 的 一 个 线性 变换 。 若 有 V 的 线性 变换 
o*， 使 得 对 于 任意 ,BEV， 均 有 (oCa),B ) = (a,o*(p) )， 
则 称 co* 是 的 共 斩 变换 。 若 o* 一 ac， 则 称 c 是 对 称 变换 。 若 o*= 
一 0， 则 称 0 是 反对 称 变换 。 车 0 可 逆 ， 上 是 o7!=o*， 则 称 o 为 正 
交 变 换 ， 

0 是 正 交 变换 6 对 任意 a,BEV, 有 (0o(a),o0(Pp) ) =(a,p).， 

设 V 的 一 组 基 e1 ,es,,…,e; 的 度量 矩阵 为 G，V 的 线性 变换 o 
在 该 基 下 的 矩阵 为 A， 则 ，1 ) oc 是 对 称 变换 GA’G=GA; 2 ) 
0 是 反对 称 变换 A’'G--GA=0; 3 ) oo 是正 交 变 换 GDA’GA = 
G 。 

n 二 2m 维 学 空 间 V 的 线性 变换 o 是 :一 个 非 寞 的 正 交 变换 0 二 
(Te—r)(Te+r) = 一 (Te 十 rz)ICTe 一 rz)， 其 中 7 是 一 个 非 寞 的 
反对 称 变换 ， 

ls 

是 数 域 F 上 的 线性 空间 。 对 于 V 中 的 Pp 个 问 量 x, yy，… ,2 
和 人 V 中 个.9.… 组 记 的. 9， 

,有 ,对 应 地 建立 F 上 确定 的 数 F(x,…,z,f,…, 有 )， 则 称 在 V. 上 
给 出 了 序 现 (p， q) 的 有 pb 十 ,个 变动 向 量 的 函数 下， 若 上 对 于 每 个 
各 别 的 变动 向 量 《 其余 向 量 不 变 ) 都 是 线性 的 ， 则 称 上 是 一 个 多 
重 线性 函数 ， 或 多 重 线性 型 ， 

数 域 F 上 的 线性 空间 V 中 序 型 (p, gq) 的 张 量 是 指 这 样 的 对 应 ， 


对 于 V 的 每 一 组 基 都 能 定 出 一 个 (p 十 g) 维 列 Fl 而 对 于 不 


! 9 
辐 的 基 21 ,es,-… ,En 与 6E1 ，s2 ， "*° 的 列 各 与 人 


之 问 有 关系 式 
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，” 一 T. 人 C . “U0, 
7 1 7 1 1 41 ip/p j1H1 jalta hi tp 


存在 ， 其 中 T=(7;)j) 是 21 ,22，… ,En 到 e1/,e,',…,en 的 过 渡 窍 
人 阵 ， 而 (0 i;)==S=T’1, 

W 历史 资料 点 滴 

1868 年 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 完成 了 二 次 型 的 理论 ， 并 且 ， 将 其 理 
论 推 广 到 双 线 性 型 cl ;xiy1 十 alaxiya 十 … 十 Ginxiyyn 十 十 
Go1Xny1 十 anaXnys 十 十 axXnyn， 
Gregorio Ricci-Curbastro (1853—1925) 于 1887 至 1896 
年 这 段 时 间 里 ,研究 在 坐标 变换 下 不 变形 式 的 问题 ,引进 了 张 量 的 

您 ， 给 出 了 1 阶 协 变 张 量 、2 阶 协 变 张 量 、1 阶 反 变 张 量 ，2 阶 反 
变 张 量 等 。 后 来 ，Ricci 和 他 著名 的 学 后 Tullioe Levi- Civita 
( 1873 一 1941 ) 共同 进行 这 方面 的 工作 ， 

”数学 家 Georg Pick 让 爱 因 斯 坦 注意 Ricci 和 Levi-Civita 
的 数学 理论 ， 爱 因 斯 坦 学 习 了 张 量 的 理论 ， 并 使 张 量 成 为 表达 相 
对 论 的 优美 的 数学 语言 ，1916 年 爱 因 斯 坦 给 出 了 “ 张 量 分 析 ” 的 
名 字 ， 从 而 形成 为 一 门 学 科 ， 

近年 来 ， 多 重 线性 代数 已 经 成 为 微分 几何 、 物 理学 、 工 程 科 
学 等 许多 领域 的 常用 工具 ， 

| 36 ”基本 习题 

1 议 V 是 数 域 F 上 的 3 维 线 性 空间 ， 21,£2，E3 是 V 风 一 组 
荃 ，!/ 是 V 上 的 线性 函数 ， 使 得 f(s1 二 83)=f(el 一 28,)=0， 
f(s1 十 ei)=1， 试 求 /(a)， 而 4a=3e1 寺 26s 一 5es， 

2 设 V 是 数 域 F 上 的 2 维 线性 空间 ，s1 ,es 是 V 的 一 组 基 ， 
1 是 V 上 的 双 线 性 函数 ,使 得 f(e1 十 cs,e1 一 22)=1,f (ei,el+e;) 
二 一 1]， j (2 ,£1)=1, j (2 ,si 十 es) 一 2， 试 求 出 三 

5 放 V 是 数 域 F 上 的 2 维 线性 空间 ，si ,es 是 V 的 一 组 基 ， 
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fi1,f i 是 81, 2821 妆 对 倘 蕊 ， 试 求 的 基 7 | 二 81 一 2&,， ,二 81 十 22， 
的 对 偶 基 (由 f 1, 了 :类 出 )， 
4 V=F(x]，,， 对 p(x)=co-Fcix 二 coxX?€ V， 定义- 


/1 (2(%) ) -| pCa f: ( £(%)) =| px)dx, fs(p(*)) 
=| pd z 试 证 了 1 ,fs,1 ss 均 是 V 上 的 线性 函数 ， 并 Vy 


的 一 组 基 pi1(x)，p;(x)， ps(x%), 使 六 ,太太 为 其 对 偶 基 ， 

5 在 F 4 中 冠 义 双 双 线 性 水 数 f(A,Y)=3xX1 ys — XY 十 
X33Yy4— 4X4Yys, 其 中 X= (x xyXs Xi ,Y=(y1, YY3,Y4), 
试 求 / 在 F4 的 基 si = 二 (1, 一 2, 一 1,0)， sa 一 (1 一 11,0)， 6; 二 
(一 1,2,1,1)，e4 二 (一 1, 一 1,0,1) 下 的 度量 矩阵 ， 

6 ” 设 V 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ，f 是 VY 上 的 线性 函数 , 证 明 
W={ala€V 且 f(a)=0} 是 V 的 子 空间 ， 

7 设 (a,P) 是 n 维 欧 氏 空间 V 的 内 积 ， 对 于 以 欧 氏 空 : 间 V 中 
的 一 个 元 骨 a, 定义 Vy* 中 的 一 个 元 素 a*，a*(f)= (a， 人 PEY. 
证 明 V 到 V* 的 映射 a>a* 是 一 个 同 构 映射， 

“8 说 x 是 数 域 F 上 上 的 线性 空间 V 的 线性 芝 换 ， /是 V 上 的 线 
性 函数 ， 证 明 fo 是 V 上 的 线性 函数 。 

9 设 /(a,B) 是 V 上 的 及 对 称 双 线性 函数 ， 开 是 VY 约 于 罕 
问 ， 证 田 KK:={a€EV11(a,8)=0，VBEK} 是 VY 的 于 空间 ， 

10 证 明 奇 数 维 的 线性 空间 V 上 的 反对 称 双 线 性 函数 一 定 是 
退化 扑 。 

( 孙 宗 明 ) 
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第 十 一 革 ”代数 基本 概念 介 经 


31 概括 说 攻 


我 们 已 经 研究 过 各 种 各 样 的 对 象 ， 如 数 、 多 项 式 、 铅 虹 

、 变 换 等 ， 它 们 的 共同 点 是 ， 可 以 进行 某 些 运算 ， 并 日 和 
内 为 亲 此 性 和 例如 ， 满 足 结合 律 ， 满 足 交换 律 ， 等 等 。 代 数 作 
为 一 门 数学 学 科 ， 主 要 就 是 研究 运算 的 性 质 。 本 章 中 ， 我 们 把 各 
种 对 象 的 共同 点 概括 起 来 作 统 一 的 讨论 ， 给 出 代数 系统 的 概念 ， 
并 对 群 、 环 、 域 三 种 最 基本 最 最 要 的 代数 系统 进行 简单 的 讨论 。 
这 些 内 容 ， 不 仅 在 代数 学 中 ， 而 且 在 现代 数学 中 ， 都 是 基本 的 ， 

本 章 的 内 容 分 为 四 个 部 分 ， 代 数 系 统 ， 群 ， 环 ， 域 ， 

所 调 代数 系统 ， 就 是 定义 了 代数 运算 的 非 空 集合 。 代 数 运 算 
具有 某 些 性 质 ， 称 为 运算 律 。 我 们 将 一 般 地 讨论 结合 律 、 交 换 
律 、 分 配 律 ， / 

群 是 含有 一 个 代数 运算 的 代数 系统 ， 从 而 被 认为 是 最 简 关 的 
代数 系统 ， 它 作为 其 它 代 数 系统 《 如 环 与 域 ) 的 基础 ， 我 们 给 出 
群 的 定义 ,讨论 群 的 若干 性 质 , 建 立 子 群 的 概念 ,并 研究 群 的 同 构 。 

环 是 有 两 个 代数 运算 的 代数 系统 ， 其 代数 运算 分 别 丈 为 加 法 
与 对 法 。 我 们 建立 环 的 概念 ， 讨 论 环 中 的 运算 规则 ， 建 立 子 环 的 
概念 ， 研 究 环 的 同 构 ， 

域 也 是 环 ， 同 时 ， 域 可 以 看 作 两 个 群 ， 通 过 对 域 的 讨论 ， 将 
会 看 到 ， 域 中 的 运算 规则 与 数 的 通常 的 计算 规则 几乎 完全 相同 。 

本 章 的 补充 资料 是 . 群 的 元 素 的 阶 ,循环 群 的 构造 ,等 价 关系 

与 集合 的 分 类 ， 历 史 资 料 点 滴 ， 
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82 内容 提 下 


I 代数 系统 

一 代数 运 瀑 

设 和 大 一 个 非 空 集合 ， 作 A xA={(a,b)ja,bEA}. AXA 
到 和 的 一 个 映射 〇 称 为 A 的 一 个 代数 运算 ， 简 称 为 运算 ， 即 ， 对 
于 A 中 任意 的 有 序 的 一 对 元 素 c,D, 按 照 法 则 〇 ,都 有 唯一 确定 的 
A 的 元 素 c 与 之 对 应 , 记 为 ecO 〇 28=c， 称 c 是 co 与 ?进行 运算 的 结 果 

对 于 某 个 数 域 F 而 将， 数 的 通常 的 加 法 ,减法 .乘法 均 定 F 的 
代数 运算 ， 曾 除法 则 不 是 ， 另外 ，xO 〇 y= 二 x*，xXO 〇 y= 二 x 十 六 也 都 
是 F 的 代数 运算 。 对 于 数 域 FE 上 的 线性 空间 VY 而 言 ， 疝 量 的 加 法 
是 V 的 代数 运算 ， 而 数 与 向 量 的 数量 乘法 则 不 是 Y 的 代数 运 算 ， 
男 外 ， 欧 氏 空 间 Y 的 内 积 也 不 是 VY 的 代数 运算， 

二 运算 定律 

设 吕 是 A 的 代数 运算 .车 对 于 任意 a,b,cEA, 均 有 (aO65) 
Oc=aO 〇 O (LbOc ) ， 则 称 品 适合 结合 律 。 

设 和 的 代数 运算 〇 适 合 络 合 律 ， 则 对 于 A 中 的 任意 2 之 2 ) 
个 元 素 a1，a:，…，4a, 来 说 ， 所 有 不 同 的 加 括号 步骤 ， 得 到 的 结 
果 都 是 相等 的 ， 记 为 OO- ‘a,, 

设 〇 是 A 的 代数 运算 . 若 对 于 任意 的 a,bE A， 共有 aO28= 
bOa， 则 称 〇 适合 交换 律 ， 

若 信 的 代数 运算 〇 适合 结合 律 与 交换 律 , 则 在 a;OasO 〇 … 
Oa, ee. ) 中 元 素 的 次 序 可 以 交换 ， 

设 (D， 加 人 古人 A 的 两 个 代数 运算 .车 对 于 任意 a,0,cE A， 有 有 
,OO -sO OD), 则 称 提 对 于 由 适合 左 分 配 律 。 
设 @， 由 是 A 的 两 个 代数 运 和 拭 。 若 由 适合 结合 律 ，@ 对 外 二 
合 左 分 配 律 ， 虽 对 于 任意 4,51,0;,…,0,E€ A，t 之 2， 成 立 
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dOlIGMNROLROR Db, )= OLF ) (ep， ) 中 … 中 (GD ，)， 

类 似 地 ， 有 右 分 配 律 ， 

三 ”代数 系统 

设 A 是 一 个 非 空 集合 ，O@ 〇 是 入 的 一 个 代数 运算 , 则 和 与 〇 全 在 
一 起 ， 称 为 一 个 代数 系统 ， 记 为 (A,O 〇 )， 有 时 简 记 为 A .(Q, 十) 
(R, x ) 、(C, 十 ) 等 都 是 代数 系统 ,车 A 是 有 限 集合 则 称 
( A,O 〇 ) 是 一 个 有 限 代 数 系统 ， 仿 刚 ， 称 (A,O 〇 ) 是 一 个 无 限 
代数 系统 ， 

设 ( A,O 〇 ) 蚌 一 个 代数 系统 ，A | 是 A 的 非 空 子 集 。 若 〇 也 
和 是 和 1 的 代数 运算 ， 换言之 “二 A: 对 〇 封闭 , 则 儿 称 (A，, 〇 ) 是 (A， () 
的 一 个 子 代 数 系 统 。 

四 ”代数 系统 的 同 构 : 

设 有 代数 系统 (A,O 〇 ) 与 (A ,O 〇 ). 车 有 人 A 到 人 的 双 射 c， 使 得 
对 于 任意 a, bE€ A , 均 有 o(aO6b)=o(la)G o(b), 则 称 o 是 A 到 A 
的 对 于 〇 与 〇 的 同 构 映射 ， 称 A 与 A 对 于 〇 与 辐 同 构 , 记 为 (A， O) 


之 ( 矿 , 口 ), 或 者 记 为 A 全 A， 简 记 为 A~ 无 A 到 A 对 于 O 〇 与 
CO 的 同 构 上 映射 ， 称 为 A 的 自 回 构 跨 射 ， 简 称 自 同 构 ， 

代数 系统 的 同 构 具有 反 身 性 、 对 称 性 、 传 递 性 ， 

车 A 与 A 对 于 〇 与 吕 同 构 ， 则 ， 1 ) 〇 适合 结合 律 作品 适合 
结合 律 2 ) 〇 适合 交换 律 口 适合 交换 律 ， 

车 从 ,是 A 的 两 个 代数 运算 ，@®， 由 是 A 的 两 个 代数 运算 ， 
o 是 A 到 A 的 双 射 ， 使 得 A 到 A 对 于 与 加 同 构 ， 对 于 与 的 也 
问 构 ， 则 :1 ) 对 于 适合 左 分 配 律 作对 于 田 适 合 左 分 配 律 ; 
2 ) 申 对 于 名 适合 右 分 配 律 作曲 对 于 加 适合 右 分 配 律 ， 

抽象 地 看 ， 同 构 的 代数 系统 被 认为 是 相同 的 ， 


I 如 
一 定义 
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设 G 是 一 个 非 空 集合 。 在 G 上 定义 了 一 个 称 之 为 滋 法 的 代数 
运算 ， 并 将 a 与 5 运算 的 结果 记 作 a5。 若 1) (ab)c=a(bc)， 对 
任意 a,b,cEG， 2 ) 存 在 ecEG， 使 得 对 于 任意 acEG， 成 立 ae 
二 ea 一 a， 称 e 是 G 的 一 个 单位 元 素 ; 3 ) 对 证 任意 cEG， 神 祖 
应 存在 25EG， 使 得 ap 一 0 一 e， 称 8 是 a 的 一 个 逆 元 素 ， 则 称 G 对 
十 其 代数 运算 作成 一 个 群 ， 人 简称 G 是 一 个 群 ，。 

整数 加 群 Z， 有 理 加 群 Q， 实 数 加 群 R， 复 数 加 群 C， 非 零 实 
数 葬 群 R*， 正 实数 胰 群 Rt+，n 次 单位 根 线 群 U,; 数 域 F 上 的 线性 
空间 Y 的 全 体 可 逆 线 性 变换 乘 群 ， 数 域 F 上 的 全 体 ” 阶 可 逆 和 矩阵 乘 
群 (1 级 线性 群 ) GLnCF)， 集合 M 的 全 变换 群 Sw ; 等 等 ， 都 是 
群 的 例子 。 

设 G 是 群 。 若 对 于 任意 ac，DEG， 均 成 立 ab 一 0a， 则 称 G 为 
交换 群 ， 或 Abel 群 . 若 群 G 的 元 素 个 数 为 有 限 ， 则 称 G 为 有 有 有限 
群 ， 否 则 称 为 无 限 群 。 有 限 群 G 所 含 元 素 的 个 数 称 为 G 的 阶 ， 无 
限 群 G 的 阶 称 为 无 根 ，G 的 阶 记 为 1G1 或 o(G)， 

群 的 定义 包括 两 部 分 ， 元 素 的 集合 ， 运 算 . 同一 个 集合 ， 所 
定义 的 运算 不 同 ， 就 成 为 不 同 的 群 . 

二 性 质 

群 G 的 单位 元 素 是 唯一 的 ， 记 作 e， 群 G 的 任 一 元 素 a 的 逆 元 
素 契 唯一 的 , 记 作 o !， 群 G 中 成 立 消 去 律 , 即 ,对 任意 ax,yEG， 
成 立 ，1 ) 左 消去 律 ax=ay 坟 x 二 y; 2 ) 右 消去 律 xa= ya 人 
Xx 二 y。 对 于 群 G 中 的 任 登 元 迷 a，5， 方 程 ax==6 与 ya 二 5 在 G 中 
均 有 解 ， 且 均 仅 有 一 解 ， / 

在 群 G 中 定义 元 素 的 方 赛 ， 对 任 意 a€ G，n 是 正 整数 ， 
a! 二 4，a"'! 一 a"g; 0 一 ce 0 一 (ao 指数 法 则 ， 设 a 是 群 
G 的 任 一 元 农 ，m，n 是 任意 整数 ， 则 成 立 a"a" 二 a"'"，(a"*)"= 
Qa"””; 王 当 4a，LE€ GG，ab = 二 ba 时 ， 还 成 立 (ab) "= 二 a'br，, 

三 子 娩 
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若 群 G 的 非 空子 集 雪 对 于 G 的 运 笋 也 作成 一 个 群 ， 则 称 革 是 
寿 人 的 子 群 。 若 e 是 群 G 的 单位 元 素 ， 则 {e} 与 G 均 是 G 的 子 群 ， 
称 为 平凡 子 群 。 若 G 还 有 其 他 的 子 群 ， 则 称 为 非 平 凡 子 群 , 
ZLZ= 一 RiREZ+ 是 整数 加 群 Z 的 子 群 ,其 中 2 为 一 固定 整数 ， 
若 吾 是 群 G 的 子 群 ， 则 五 的 单位 元 素 就 是 G 的 单位 元 素 e，H 
的 任 一 元 素 a 的 逆 元 素 ， 就 是 ac 在 G 中 的 闭 元 素 a- 1 
群 G 的 非 空 子 集成 为 G 的 子 群 侈 (1 ) 对 任意 as，5EH， 有 
auEH 2 ) 对 任意 a€ 日 ， 有 a™1€H ) 仿 对 任 总 0， bEH, 有 
a i1€EH, z 
群 G 的 若干 个 子 群 的 交 是 G 的 子 群 而 群 届 的 两 个 子 群 晶 与 
Tf 的 并 Hi UH, 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 HEH, 或 H,CH，， 
设 G 是 群 ， 作 Z(G)={xlxEG，xa=ax，VacG} ， 则 
Z(G) 是 G 的 子 群 ， 称 为 0 的 中 心 。 / 
四 问 构 ”| 
设 G 与 已 是 两 个 群 车 有 G 到 局 的 双 射 0， 使 得 对 于 任意 x， 
yc CG， 均 成 立 g(xy) 二 o(x)o(y)， 则 称 c 是 G 到 G 的 同 构 映射 ， 
称 G 与 忆 同 构 ， 记 为 GSG， 简 记 为 GXG. 
设 是 医 ， G 是 一 个 代数 系统 ， G 的 代数 运算 也 称 为 乘法 ， 
若 G 5， 骨 对 于 其 滋 法 也 作成 一 个 群 
设 G 与 G 是 两 个 群 ， 且 G 全 GG， 则 ，1 ) G 的 单位 元 素 e 与 
G 的 单位 元 素 e 互 相对 应 ， 即 e=a(e)，e 一 -2 2 ) 若 G 的 元 
素 与 G 的 元 素 o 互 相对 应 ， 即 a 二 o(a) ，a 一 一 o， 则 ac 的 逆 元 素 
a-! 与 a 的 道 元 巡 a-! 互 相 对 应 ， 即 a-1~o(a-!) ,0 lie-— 
~ 1 
没 G 是 一 个 各 对 于 G 的 每 一 个 元 素 o， 定 义 
Ons GG Ox%)=ax, VXEG, 
则 ,是 G 到 G 的 双 射 ， Po 是 G 的 一 一 变换 ， 称 o。 是 元 素 a 所 引 
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起 的 左 平移 。G i 二 {06.1a€ G}+ 对 于 变换 的 莱 法 作 成 一 个 群 ， 且 
G 之 G 4,。 称 变换 群 Gi 为 群 G 的 左 正则 表示 ， 

设 G 是 一 个 群 。 对 于 G 的 每 一 个 元 素 G， 和 定义 

Ta: GG, Ta(X)=xa !, VXCU, 

则 r, 是 G 到 G 的 双 射 ， 即 r, 是 G 的 一 一 变换 ， 称 r* 是 元 素 o 所 引起 
的 右 平 移 。 Gg 二 {ro [a EG} 对 于 变换 的 乘 法 作成 一 个 群 且 
CR。 称 变换 群 G 为 群 G 的 右 正则 下 示 ， 

任何 一 个 群 都 同 构 于 某 个 变换 群 。 历 史上 ， 群 论 最 早 是 研究 
变换 群 的 ， 而 抽象 的 群 的 概念 正 是 从 变换 群 釉 象 出 来 的 。 

群 的 癌 构 具有 反 二 性 、 对 称 性 、 传 违 性 。 

抽象 地 看 ， 同 构 的 群 被 认为 是 相同 的 

五 ”加 群 

设 G 是 一 个 交换 群 。 若 把 G 的 代数 运算 称 为 加 法 ， 站 且 把 0 与 
pp 和 运算 的 结果 记 作 ac 十 pp， 则 称 群 G 是 一 个 加 群 。 

设 上 是 一 个 加 群 ， 则 

1 ) (a+b)+ec=a+(b+c), a+b=b+a; 

2 ) G 的 唯一 的 单位 元 素 记 作 0 ， 称 为 零 元 过 

3 ) G 的 任 一 元 素 a 的 唯一 的 北 元 素 记 作 一 a， 称 为 a 的 负 元 
素 ， 读 作 “ 负 c” 

4 ) a 十 (一 0) 人 简写 为 4 一 6， 读 作 “a 减 6”， 

5 ) 元 素 的 方 赛 变 为 元 素 的 倍 ， 定 义 如 下 ，+# 是 正 整 数 ， 
a=a, (n+1)a=na+a, (—n)a=n(—~—a), 0a=0:; 

6 ) 指数 规则 变 为 倍数 规则 ,na 十 ma==(n 十 m)a，n(ma)= 
(nm)a,，n(a 二 6) 二 na 十 nb6， 其 中 a，56 是 6G 中 任意 元 下 ， 9 ，1# 是 

入 置换 群 

当 M 为 含有 2# 个 元 素 的 有 限 集合 时 ，M 的 可 赣 变 换 称 为 ?元 置 
换 ，>4 称 为 4 次 对 称 群 ， 一 般 记 作 >，。 
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M 的 元 素 就 用 1 ， 2 ，…，4 表 示 ， 常 称 为 个 文 字 ， 从 而 
5$ ,中 的 元 素 c 可 以 记 为 o =-(! 2 "),， 其 中 ij 二 0(1)， 
i 1 71) 

j=1, 2, ,1, 

1 记 转 换 与 4 阶 排 列 之 问 存 在 双 射 ， 从 而 15,|==n!。 

若 元 置换 o 把 1 ， 2 ，…，# 中 荣 两 个 文字 互 变 ， 而 保持 其 
余 的 文字 不 动 ， 则 称 o 是 一 个 对 换 ， | 

若 n 元 置换 o 把 1 ，2，,，…，# 中 某 m 个 文字 阐 ，f?， ,说 
轮 找 ， Co o(i,)=i,, “| o(in. 1) = i o (i,) = 
而 保 控 其 余 的 文字 不 动 ， 则 称 c 是 一 个 m- 轮 换 ， 记 作 
Oo=(i1i,: ': > 若 o 是 2 -轮换 ， 则 c 是 对 换 . 若 ci 关 有 Di 一 1， 
2 ，…，mm，j 二 1 ，2，…，t， 则 称 两 个 轮换 ( aja,…a, ) 与 
(B1Bs…B 1) 是 不 相连 的 。 不 相连 的 轮换 对 乘法 是 可 交换 的 ， 

每 个 ?元 置换 a 都 可 以 分 解 为 不 相连 的 轮换 的 乘积 ， # 个 文字 
中 的 每 个 文字 都 出 现 于 一 个 轮换 中 ， 而且， 人 分 解 
式 古 唯一 的 ， 即 ， 出 Imp 和 0 一 GO2 7/ 不 ca 的 两 个 人 外 
解 式 ， 则 必 有 上 一 纪 适当 交换 因子 的 次 让 之 所 oo ? 
k=.1, 2, ,., 上 

任 一 个 元 置换 o 均 可 以 写 为 对 换 的 乘积 其 写法 是 不 瞧 一 
的 ， 但 是 ， 不同 的 写法 中 含 对 换个 数 的 奇偶 性 是 相同 的 ， 由 C 唯 
一 决定 。 / 

设 X1，X，， 四 Xs 是 n 个 文 学 ， 而 

DCxixs… x,) 一 

对 于 CE 5,， 定 义 

o(D(x1, xX,, 和 Xn))= D(X) (2) 9 "9 Yon) ) 

= (oi) X00j) ). 


若 0(D) 二 D， 则 称 o 为 偶 置 换 ， 车 o(D)= 一 DD, 则 称 oc 是 奇 轩 换 ， 
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5 总 局 置换 所 c 可 以 全 为 个 数 个 对 换 之 积 ，o 是 奇 置换 co 可 以 当 
为 奇数 个 对 换 之 积 。S, 中 奇偶 置换 各 占 一 半 (n 之 2 )， 
S ,中 的 全 体 偶 置换 组 成 S, 的 一 个 子 群 ， 称 为 ?次 交错 群 ， 记 
A,, |Ai|=|S1|=1, |A,| = 了 (之 2)， 
丰 环 
一 ”定义 / 
设 在 非 空 集合 R 上 定义 了 两 个 代数 运算 ， 一 个 称 为 加 法 ， 记 
作 a 十 6， 一 个 称 为 乘法 ， 记 作 ab。 若 满足 
1 ) 关于 加 法 的 以 下 规 则 ，1 ) 加 法 结合 律 (a 十 十 c 
二 4 十 (5b 十 c)， 任 意 a，b, cER; 了 ) 加 法 交换 律 4 十 6=b 十 a， 
任意 a，52 ER; 下 ) 有 元 素 0ER， 使 得 对 于 任 党 a€ RR， 成立 
a 十 0=a; 了 ) 对 于 RR 中 任意 元 素 o 相应 存在 ER， 使 得 
G 十 0 一 O03; 
2 ) 采 法 结合 律 (cbjc=a(bo)， 任意 ac，D，c6ER， 
3 关于 用 分 (b+c)a 
一 Da 十 ca 任意 ，CER, 
则 你 RR 对 守 其 加 活 条 法 作成 环 简称 RR 是 环 ， | 
整数 环 Z， 数 域 F 上 的 一 元 多 项 i 式 环 F (x)， 多 元 多 项 i 式 环 
FL， X2，… Xn) 环 RR 上 的 一 元 多 项 式 环 RLx); 数 域 F 上 的 
" 芥 短 隆 环 ， (F); 环 R 上 的 n 阶 矩阵 环 M (R), 也 称 为 全 阵 环 ， 
愉 有 一 个 元 素 0 的 环 { 01}; 等 等 都 是 环 的 例子 。 
二 性 质 
若 R 是 环 ， 则 R 对 于 其 加 法 作成 一 个 加 群 ， 从 而 ， 环 R 有 下 
列 性 质 ， | 
1 ) 尺 有 准 一 的 零 元 素 0， 0 +a=a+t+ 0 ~a, VaER, 
2 ) 民 R 儿 每 个 元 素 a 有 队 一 移 负 元 素 一 a, 一 4 十 d= 二 a 一 4 二 0， 
3 )—(—~—a)=a, VaE RR;, 
4)atc=63c=0-a,， Ya，0， c ER 
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5 ) 去 括号 规则 ， 一 (a 十 们 = 一 6 一 久 一 (ae 一 弛 = 一 2 十 凡 ， 
Va, bER, : 
6 ) (~—ma=n(—0)=~—(na), Va€ER, Vn€EZL, | 
设 a 是 环 及 的 元 素 ，? 是 正 整 数 , 定义 方 适 为: 4 一 0 
Cr+l 一 Cra， 
“ 著 是 环 ， 则 对 于 任意 ao，0，c，ai，pDiEGA， 成 立 
1 ) (一 50)c 一 0 一 pc，cGa 一 0 一 ca 一 CD03 
2 ) 0a=a0 二 0 (三 个 零 均 是 R 的 零 元 素 ) ; 
3 ) (—0)b=a( 0b)= 一 ab,《 一 a)( 一 0)==a 愉 符号 规则 )， 


4 ) a( (35)- Seb, (35) oo | 


一 | 


(Ze (Es )= Sa bi ;Cm, " 均 为 正 整数 ) ， 


i=1 j=1 
5 ) (na)b=anb)=n(ab), ma)(nb)=0nn) (ab), 
n€Z; 
6 ) a"a"=a"™ "(a") 二 a""(m,n 为 下 整数 )( 指 数 规 则 )， 
“三 于 环 
设 3 是 环 R 的 韭 空子 集 ， 和 6 对 于 下 的 人 至 运 由 也 作 成 环 ， 则 
称 > 古 人 的 子 环 ， 
环 R 的 子 集 { 0 } 与 及 作成 其 子 环 ， 称 为 R 的 平凡 于 环 ， 而 其 
余 的 子 环 (车 还 有 的 话 ) , 称 为 R 的 非 平 凡 子 环 ， 
车 5 是 环 RR 的 子 环 ， 则 加 群 5 是 加 群 R 的 子 加 群 ， 从 而 ，5 的 
零 元 素 就 是 R 的 零 元 素 > 的 任 一 元 素 ! 的 负 元 素 就 是 4 在 人 中 的 
负 元 素 。 
环 及 的 非 空子 集合 S 作 成 及 的 子 环 会 1 ) 对 于 任意 岂 y€S, 
有 4 十 0€ 5，2 ) 对 于 任意 4&6E S， 4€S, 3 2) 对 任意 4 
vES， 有 uv €5. 
设 民 是 环 ， 作 C={x|xE€R， Xxr 二 rxX， WrE RR}， 则 称 C 龙 RR 
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本 


的 中 心 。C 是 的 一 个 重要 的 子 环 ， 

nZ 是 Z 的 子 环 ; F(x1)】 是 FLxi， xx … xn 的 子 环 ) 
M ,《F) 中 的 全 体 对 角形 矩阵 作成 其 子 环 ， 等 等 ， 

四 ” 同 构 

设 R 与 R 是 两 个 环 ，o 是 R 到 R 的 双 射 。 著 对 于 任意 a， 
bE R， 均 有 oco(a 上 6)=o(0) 十 o(5)，o(ab)= 二 ol(a)o(b5)， 则 称 o 
是 R 到 玉 的 同 构 上 映 射 ， 称 R 与 尽 同 构 ， 记 为 R 之 页 , 简 记 为 RR， 

设 忆 是 一 个 环 ， 及 是 一 个 非 空 集合 ， 卫 玉 有 两 个 代数 运算 ， 
一 个 称 为 加 法 ,一 个 称 为 乘法 ,车 有 R 到 RR 的 双 射 gf， 使 得 R 与 R 
关于 它们 的 一 对 加 法 同 构 ， 关 于 它 们 的 一 对 乘 法 也 同 构 ， 则 
RR 也 是 一 个 环 ， 

若 R 与 R 是 两 个 环 ， 且 RR, 则 ，1) R 的 零 元 素 与 入 的 堆 
元 素 相对 应 i 2 ) R 的 元 素 a 的 负 元 素 与 a 的 象 的 负 元 素 相对 应 ， 

抽象 地 看 ， 同 构 的 环 被 认为 是 相同 的 ， 

WV 域 

一 ”定义 

设 F 是 一 个 至 少 含 两 个 元 素 的 环 , 若 ，1 ) 有 e EF， 使 得 对 
于 任意 a EH， 成 立 ae= 二 ea 二 a 称 e 是 F 的 单位 元 素 ; 2 ) 对 任意 
a€ HH ，a 大 0， 都 相应 存在 5EF， 使 46=ba=e， 称 b 是 a 的 一 个 
这 元 素 ; 3 ) 对 于 任意 9，5 EF， 有 ab=ba， 则 称 F 是 一 个 域 。 

数 域 ， 有 理 分 式 域 FC(x) ,有 限 域 ,等 等 ， 都 是 域 的 例子 。 

二 性 质 

设 F 是 一 个 域 ， 则 : 

1 )}ar 0, 6 0>ab 0; 2 )ab=ac, a# 0=>b=c:} | 

3 ) 记 F*=FN{0}， 即 F* 是 F 中 的 非 零 元 素 的 集合 ,F* 对 
于 上 时 生 法 作成 一 个 交换 群 ， 称 F* 为 FF 的 非 零 元 素 乘 群 ， 简 称 为 
上 的 滋 群 ， 从 而 了 上 的 单位 元 素 崔 一 ， 记 为 e， 下 的 任 一 非 零 元 素 


3f10。， 


a 的 逆 元 素 崔 一 ， 记 为 ao- 41 
4 ) 方程 ax=6b(az# 0 ) 在 F 中 有 且 仅 有 一 解 ， 
域 F 描 述 如 下 ， 加 群 F 与 乘 群 F#， 两 个 群 由 分 配 律 联系 着 。 
设 E 是 一 个 域 ，o，D，c，dEF， 且 0:#0，dqd 了 0， 则 六 1a 


一 00”， 记 Gap- 一 万 成 立 ， 1 ) $= ead=be; 2 ) 万 十 


oo. ad +be 3) .c= 
dq bd b d bd 
三 子 域 


设 上 年 域 ， 上 :是 上 的 至 少 含有 两 个 元 素 的 子 集合 。 若 对 于 
F 的 代数 运算 也 作成 域 ， 则 称 F ,是 F 的 子 域 . 

有 理 数 域 是 任何 数 域 的 子 域 . 

若 F ,是 F 的 子 域 , 则 加 群 下 ,是 加 群 F 的 子 群 , 乘 群 Fi* 是 乘 群 
F* 的 子 群 ， 从 而 。 1 ) ,的 零 元 素 就 是 的 零 元 素 ，2)F ,的 任 
一 元 素 a 的 负 元 素 就 是 a 在 F 中 的 负 元 素 ，3 ) ,的 单位 元 素 就 是 
F 的 单位 元 素 ; 4 )F ,1 的 任 一 一 非 零 元 素 4 的 逆 元 素 就 是 "在 中 的 
鸳 元 率 。 

域 F 的 至 少 含有 两 个 元 素 的 子 集 F ,作成 F 的 子 域 e 1 ) 对 任 
蕊 4,0EF1， 有 a 十 5EF,; 2 ) 对 任意 gEF,， 有 一 a€F 了 ; 3) 
对 任意 a,b EF,， jab ET 4 ) 对 任意 非 零 元 素 a€ 了,， 有 
ao-1EF ，， 四 
“四 周 构 

” 设 F 与 下 是 两 个 域 .车 有 F 到 下 的 双 射 9， 使 得 对 于 任意 a， 
bEF，,， 有 o(a+b)=o(a) 二 o(6)， "(ab) =o(a)o(b), 则 称 0 是 

F 到 F 的 同 构 映 射 ， 称 F 与 上 辣 构 ， 记 为 F 之 FE, 简 记 为 FF， 

落 R 与 术 是 两 个 环 ， 且 R、 及 ， 则 了 是 域 售 及 是 域 。 

若 F 与 上 是 两 个 域 ， 豆 FE 下 ， 则 ，1 ) 下 的 零 元 素 与 下 的 
零 元 素 互 相对 应 5 2 ) 上 的 元 素 4 的 负 元 素 与 @ 的 象 的 负 元 嵌 互 相 
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对 应 ; 3 ) 下 的 单位 元 索 与 的 单位 苑 素 了 互相 对应， 4 ) 工 的 非 
零 元 素 a 的 逆 元 素 与 0 的 象 的 逆 元 素 互相 对 应 ， 

抽象 地 看 ， 同 构 的 城 被 认为 是 相同 的 ， 

行列 式 与 线性 方程 组 ， 一 元 多 项 式 的 因 式 分 解 ， 和 矩阵 ， 线 性 
空间 与 线性 变换 的 一 般 理 论 ， 在 一 般 的 域 上 同样 可 以 建立 ， 与 数 
域 的 情况 几乎 完全 相同 、 


33 重 操 难 反 


本 章 的 主题 词 是 ， 代 数 运算 ， 交 换 律 ， 结 合 律 ， 分 配 律 ， 代 
数 系统 ， 子 代数 系统 ， 同 构 ， 群 ， 整 数 加 群 2，7 次 单位 想 乘 群 
U,，7 级 线性 群 GLn(F)，n 次 对 称 群 Sn， 交 换 群 ， 有 限 群 ， 单 
位 元 素 ， 逆 元 素 ， 子 群 ， 群 G 的 中 心 2(G)， 消 去 律 ， 左 ( 右 ) 正 
则 表示 ， 加 群 ， "元 置换 ， 环 ， 零 元 素 ， 全 阵 环 ， 子 环 ， 域 ， 乘 
群 ， 有 限 域 ， 子 域 。 

本 章 的 基本 方法 是 ， 元 素 运算 与 求 着 法 ， 置 换 化 循环 法 ， 子 
代数 系统 求法 ， 证 明 作成 群 ( 环 、 域 ) 的 方法 ， 同 构 证 明 方法 ， 

本 音 的 置 点 是 ， 代 数 运算 ， 群 ， 同 构 ， 

代数 运算 是 本 章 的 基础 ， 运 算 定 律 出 现在 群 、 环 、 域 概念 
中 ， 因 此 ， 代 数 运算 成 为 本 章 的 一 个 重点 。 

群 是 第 一 个 抽象 的 代数 系统 ， 群 的 概念 的 产生 ， 开 始 了 代数 
尝 的 一 个 新 的 时 期 ， 群 在 数学 其 它 分 支 、 物 理学 、 化 学 及 其 它 领 
域 有 广泛 的 应 用 ， 群 也 作为 环 与 域 的 基础 ， 同 时 ， 对 于 和 群 的 讨论 
给 环 与 域 提供 了 范例 ， 因 此 ， 群 成 为 本 章 的 一 个 重点 ， : 

同 构 是 一 个 重要 的 讨论 内 容 ， 是 抽象 代数 学 的 一 个 基本 的 工 
具 和 方法 ， 占 有 特殊 的 地 位 ， 抽 象 地 看 ， 同 构 的 代数 系统 被 认为 
是 相 辐 的， 从 而 ， 辐 构 第 第 起 到 化 未 知 为 已 知 的 转化 作用 ， 内 
此 ， 辣 构成 为 本 章 的 一 个 重点 ， 
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本 章 的 难点 是 ， 群 ， 加 群 ， 环 的 定义 ， 

” 群 既是 本 章 的 一 个 重点 ， 又 是 本 章 的 一 个 难点 ， 原 因 在 于 ， 
群 是 所 研究 的 第 一 个 代数 基本 概念 ， 群 的 定义 以 公理 的 形 式 出 
现 ， 然 后 由 定义 推出 各 种 性 质 ， 还 要 研究 子 群 ， 研 究 群 的 同 构 ， 
这 些 内 容 都 是 相当 抽象 的 。 解决 困难 的 方法 是 ， 认 真 研究 群 的 例 
子 ， 虹 研究 常见 的 例子 ， 也 研究 不 常见 的 例子 ， 然 后 ， 从 具体 例 
子 出 发 ， 较 好 地 领会 并 掌握 定义 ， 再 从 定义 出 发 研究 其 它 问题 ， 

加 群 成 为 本 章 的 一 个 难点 ， 原 因 在 于 ， 群 的 运算 由 乘 过 渡 到 
加 需要 作 认 真 的 考虑 ， 要 有 一 个 习惯 的 过 程 。 解 决 困难 的 方法 
是 ， 通 过 整数 加 群 Z， 具 体 地 研究 乘 与 加 的 对 应 及 相互 转化 。 

环 的 定义 成 为 本 章 的 一 个 难点 ， 原 因 在 于 ， 环 有 两 种 运算 ， 
而 对 于 加 法 作成 一 个 加 群 ， 另 外 ， 两 种 运算 由 分 配 律 联系 着 ， 
较为 复杂 。 解决 困难 的 方法 是 ， 首 先是 通过 环 来 进一步 了 解 群 的 
实质 ， 迅 速 习 惯 这 种 由 乘 到 加 的 转换 过 程 ， 再 用 具体 例子 来 分 析 
和 领会 环 的 定义 。 

34 习题 类 解 

“I 计算 题 

一 ”代数 运算 

根据 代数 运算 的 定义 来 判断 某 一 法 则 是 否 是 给 定 集合 的 代数 
运算 。 | 

设 A 是 一 个 4 元 代数 系统 ， 将 A 的 元 素 按 顺 序 排出 ,A ={ai， 
a:，… aq， 而 后 画 两 条 横 、 坚 垂直 线 ， 将 元 素 排 于 横 线 上 方 、 
坚 线 左 方 ， 第 i 行 与 第 j 列 交叉 处 写 上 a; 与 a; 运 算 的 结果 。 从 而 ， 
得 到 代数 系统 A 的 运算 表 ， 

例 1 数 的 普通 除法 是 否 是 整数 集 Z 的 代数 运算 ? 

解 2，3EZ， 但 2 136 所 以 ， 数 的 普通 除法 不 
是 Z 的 代数 运算 。 
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例 2 设 F={ 章 ， 双 }， 下 的 加 法 定义 为 ，: 单 十 单 = 双 十 双 
-- 双 ， 单 十 双 一 双 十 单一 单 ;下 的 乘法 定义 为 ， 单 。 单 = 单 , 单 : 双 
二 双 ， 单 二 双 。 下 下， 试 列 出 的 汉人 


解 二 | 单 双 | 单 双 
痢 双 ; 单 双 
ma 


单 双 出 双 汉 . 


一 置换 的 运 竺 
用 置换 的 定 义 及 其 特别 的 朋 示 形 式 ， 进 行 运 


=(34152)(123485)=(!2345) 

\15243 八 34152 15243) 

1 2345) =(?3154)=(,2345) 
23154 12345 31254/ 


三 ”置换 的 分 解 

分 解 为 不 相连 的 轮换 的 乘积 的 方法 ， 取 1， 作 1,o(1)， 
02(1),… ,出现 o'(1)= 二 1， 且 1 为 第 一 个 这 样 的 正 整数 ， 从 而 得 轮 
换 g1 一 (10(1)o?(1)…o "1(1)); 在 o1; 的 文字 之 外 另 取 一 文字 ， 
重复 上 述 步骤 得 0，; 一 下 下凡 ， 得 0 二 0106'*Ok。 

由 (Diow28) = (ih)" (eis)(iiis) ii) 将 置换 分 
人 

求 c= (3 了 23 和 5 ) 的 轮换 分 解 式 ， 


312 
12345 

解 o=(31285)- (132)(45). 
2345 
1251 


例 5 将 0=(3 ) 写 为 对 换 之 积 ， 并 确定 其 奇偶 性 。 
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解 o=(123 5 $)=(132)(45) 
=(23)(21)(45)， 是 麻 置 换 ， 
说 明 计算 得 出 ,排列 3 1 2 5 4 的 逆序 数 为 3 ,从 而 订 以 由 
此 确定 c 是 奇 置换 ， 
四 “ 子 代数 系统 | 
要 求 出 (全 ， 〇 ) 的 子 代数 系统 ， 可 先 求 出 集合 A 的 非 空 子 集 
合 ， 再 由 运算 表 确定 子 代数 系统 ， 当 为 群 、 环 、 域 时 ， 还 要 注 滞 
使 用 有 关 的 性 质 ，。 / | 
例 6 设 有 代数 系统 (A,O 〇 ), A={a，b、c，d}，O 〇 如 下 吾 
z Ola bc a 
alaaba 
6 
CC 
dlabed ， 


| 
斌 求 出 它 的 所 有 子 代数 系统 ， 加 
解 子 代数 系统 是 ， 4 个 1 元 子 集中 有 Al={a}，A ,={d}， 
6 个 2 元 子 集中 有 A,={a，0}， As 二 {a，d}; 4 个 3 元 子 集中 
有 As= ta, b, c}, As= {a, b, d}; 4 元 子 集 A ;=A， 
1 证 明 题 
一 ”定义 
按照 所 给 的 条 件 ， 根据 定义 进行 验证 ， 证 明 作 成 群 . 环 , 域 。 
例 1 RR 为 实数 集 ， 设 M={(a，6)la，6ER，6z0}， 在 M 
士 定义 (a，6)(c,，d)=(ac, ad 十 6)， 证 明 这 是 M 的 一 个 代数 运 
和 拭 ， 并 且 ， MM 对 于 该 运算 作成 一 个 群 ， 
证 明 (1，0)€M,， 从 而 M 非 空 ， z / / 
对 于 (ec，2)，(c， aJj EM， 由 c 关 0， C0 得 ac #0， 从 而 ， 
(ac，ad 十 by EM， 所 以 ， 这 是 M 的 一 个 代数 运算 ， 


aarcb 


capbec 
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1) 易 验证 ((a，06)(c, d))(e, 1/)=(a, b)((c, d)(e,f)), 
2)(1，0) EM， 且 对 于 任意 (a,， 4656)EM，(1，0)(a，b)= 
(1.a, 1:0+0)=(a, 5b), (a, pC 0)=(a.1,a.:0+6)=(a,0), 


3) 对 于 任意 (ao，b) EM，a*0， 有 (1， 一 EM 
(a, D)( -0)= (4, 一) =01, 0). 
因此 M 对 于 该 代 孝 运算 作成 一 个 群 

二 性 质 


根据 群 ( 环 、 饿 ) 的 定义 及 已 经 证 明 的 性 质 ， 证 明 群 ( 环 . 
域 ) 具有 某 种 性 质 ， 

例 2 若 群 6 的 每 个 元 素 x 都 适合 六 一 e， 证 明 G 是 交换 群 ， 
”证明 对 任意 x，yEG， 由 条 件 得 (xy)*=e，x?: 二 e，y? 
一 6， 从 而 (xy 关 一 25， 即 xyxy= 一 xxyy 由 消去 律 得 ，xy 一 
yxX， 因 此 ，4 是 交换 群 ， | 

例 3 设 环 人 的 每 个 元 素 x 均 适合 x2 一 xx， 证 明 ， 1 对 任意 
XE€kR， x 二 x 二 0，; 2) 对 任意 XY，yE 有 R，xy 一 yx， 

证 明 1)(Cx 十 X) 儿 一 X 十 X，X2 十 % 十 %X2 十 X%2 一 X% 十 X，X 十 区 
十 X 二 X 一 X% 十 XY，X 十 X 一 0。 - 

2)(x 十 y)2 一 xy， 2X2 十 YXy 十 yX 十 2 一 X 十 y， xy 十 yx 二 
0，X2?3 十 YX 二 0，XYX 十 yX2 一 0， XYyXyX=XYyXT yxX, XYy 
— YX, 

三 . 于 代数 系统 : : : 

按照 子 群 ( 子 环 、 子 域 ) 的 定义 及 有 关 性 质 ， 证 明 作成 子 群 
《 子 环 、 子 域 )。 i 

例 4 若 o 是 群 G 的 任 一 元 素 ， 证 明 G 中 所 有 与 6 可 交换 的 元 
汉 的 集合 了 作成 8 的 一 个 子 群 ， 

证 明 汕 于 ace= 二 ca， 所 以 eE€ 昌 ， 从 而 了 H 非 空 ， 

对 任意 Xx，yE€ 日 ， 有 xa=ax，ya 二 ay, 所 以 (xy)a=x(ya) 
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=x(ay)=(xa)y=(ax)y=alxy)， 从 而 xyE€H， i 

对 任意 xE 日 ， 有 xa=ax, 所 以 x-1(xa)x-!1= x-1(Cax)x-1 
(x- ix)(ax-!1)=(x ia) (xx- 1) e(ax !)=(x lia)e, ax ”1 一 
x Tq， 从 市 x-! C1, 

因此 ， 生 作成 的 子 群 ， 本 . 
“ 例 5 若 o 是 环 R 的 任 一 元 素 ，M={x|xER，xa==ax},， 证 
明 M 作 成 R 的 子 环 ， 

证 明 由 于 04= 二 ae0==0， 记 以 0 EM， 从 而 M 非 空 ， 

对 于 任意 x，y EM， 有 Xa 二 ax，ya 二 ay， 所 以 a(x 一 y)== - 
axX~—ay= Xa ya=(X—y)a, a(xy)=(ax)y=(xa) y=x(ay ) 
=Xx(ya)=(xy)a, x—y, xyEM. 

因此 ，M 作成 R 的 子 环 . 

四 ” 同 构 

根据 同 构 的 定义 及 有 关 性 质 来 证 明 关于 同 柏 的 问题 ， 

例 6 数 域 F 上 的 所 有 x 阶 数量 矩阵 的 集 合 F， 对 于 拭 阵 的 
加 法 与 乘法 作成 一 个 域 ， 且 F 之 Fi, 试 证 明之 ， 

证 明 作 o，,，F->F， 0(0)=ar, VaEF， 则 易 证 5 是 F 到 
F 的 双 射 ， 

对 任意 c，DEF.， o(a+b)= (a+b)E=aE+bE =o(a)+ 
o(b), o(ab)= (Cab) P= Ma 所 以 F 之 F, 从 
而 了 是 一 个 域 ， 
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I 群 的 元 素 的 阶 | 

设 o 是 群 G 的 一 个 元 素 ， 能 够 使 "一 e 的 最 小 正 整数 m 称 为 e 的 
阶 ,，a 称 为 m 阶 元 宕 ; 车 这 样 的 m 不 存在 ， 则 称 a 的 阶 为 无 限 ，a 称 
为 无 限 阶 元 素 。U ,中 ， e=c0s 一 十 isin 的 阶 是 mi Z 中 ， 


“383 。 


1 区 入 是 欧 乔 
若是 n 院 元 染 ， 攻 人 … ,a 
一 {el， ap 0 一 { 人 ee，01，d 0 下 是 一 个 2 元 集合 。 种 
4 的 除 是 无 限 ， 则 @ 一 qr&e>yhi = 此， 
1、 循环 群 的 构造 
车 群 G 的 每 一 个 元 素 都 是 G 的 某 -- 个 国定 i 元素 a 的 方 蜗 ， 则 称 
4 是 一 个 循环 群 ， 并 且 ， 称 4 是 由 元 素 o 所 生成 的 ， 记 作 人 一 《a>， 
称 a 是 GG 的 一 个 生成 元 ， 
荐 上 =<a》， 则 GG 二 和 ,a ?a 2Y,a !',a ,aQ!,a’,a”,'"}. 
整数 加 群 Z 是 循环 群 ， HZ 《<1>; 2 次 单位 根 沫 群 U, 是 循环 
群 。，JU ,=《e》。 
GG =《a》， 册 G 的 构造 党 全 出 的 阶 来 决定 。 fo 的 阶 是 无 限 
时 ，G 之 Z， 当 a 的 阶 是 1 时 ，G 之 U，,， 
研究 群 的 目的 ， 就 是 把 所 有 的 群 ( 互 不 同 构 的 ) 都 找 出 来 ， 
并 搞 清 楚 每 个 群 的 构造 ， 所 谓 构造 问题 是 指 集合 的 元 素 构成 及 运 
算 两 个 方面 ， 我 们 对 循环 群 解决 了 这 一 问题 ， 概 括 如 下 ， 
1)G 一 4a>，a 的 阶 为 无 中， 出 G 的 元 素 构 成 集合 1 …，G ， 
a ?2,a 1,a ,a1,02,a 和 ，G 的 溢 法 是 GO 一 
2)G=《a>，Ga 的 阶 为 0 则 G 的 元 素 构成 集合 {e" ,a!,a?,…， 
oa"-!}，G 的 乘法 是 aiai 一 a',， 1 十 1 一 100 十 rr，0 生 和 7 一 1， 
对 于 循环 群 的 研究 ,是 抽象 代数 学 中 研究 问题 的 一 个 缩影 . 扫 
象 代 数学 就 是 更 研究 各 种 代数 系统 ， 和 而 对 于 一 个 代数 系统 ， 就 是 
有 解决 三 个 问题 ， 存在 问题 、 数 量 问 题 、 构 造 问题 ， 对 于 循环 帮 
这 种 代数 系统 ， 圆 满 地 解决 了 三 个 问题 ， 达 到 了 目的 . 
下 ”等 价 关系 与 集合 的 分 类 | 
设 A 是 一 个 非 空 集合 ,集合 B={ 有 ， 无 }。 集合 A XA 到 B 的 
一 个 映射 从 称 为 和 的 元 素 之 癌 的 一 个 关系 ， 世 称 为 集合 A 上 的 一 
个 关系 。 著 民 (Ca，0))== 有 ， 则 称 a 与 5 符合 关系 RR， 或 称 a 与 8 有 
“384， 
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关系 R， 记 为 oRb;， 车 RRCCa，56))= 天 ， 则 称 0 与 6 不 符合 关系 RR， 
或 称 a 与 6 没有 关系 RR， 记 为 aRb， 

” 设 一 是 集合 A 的 元 素 之 间 的 一 个 关系 ， 著 满足 ， 1 ) 反 身 
作 :，o、~G， 任 意 eEA;，2) 对 称 性 ，awD- 二 Da 3) 传递 性 ， 
a~b0,，L0~c->a~c， 则 称 关系 ~- 候 一 个 千 价 关系 。 此 时 ,于 q~b， 
则 称 c 与 2 等 价 ， 

在 把 一 个 非 空 集合 A 分 成 若干 个 称 为 类 的 非 空子 集合 ， 使 得 
人 A 的 每 个 元 素 属于 而 且 只 属于 一 个 类 ， 则 称 这 些 类 的 全 休 是 A 的 
一 个 分 类 ， / | 

共和 ~ 十 集合 A 的 元 素 间 的 一 个 等 价 关系 ， 对 于 a Cc A， 作 [a) 
一 {x1xEA，x~a}， 则 称 (a) 是 一 个 等 价 类 ， 具体 地 说 ， 【大 
4 所 在 的 等 价 类 。 

右 人 是 集合 A 的 一 个 等 价 关 系 ， 则 对 于 a，5E A， 有 ，1) 
(oj)=(b)Ga~b; 2)(a)#(6) S(O)N (的 二 由 ( 室 集 ) 

集合 A 的 一 个 分 类 决定 A 的 元 素 间 的 一 个 等 价 关系 ; 反之 
全 的 元 素 间 的 一 个 等 价 关 系 决 定 A 的 一 个 分 类 。 

W 历史 资料 点 清 

一 ”开端 

阿 只 尔 读 了 拉 格 朗 日 和 高 斯 关于 方程 论 的 著作 当 他 还 是 中 
党 生 时 ， 就 按 高 斯 对 二 项 方程 的 处 理 方法 着 手 探 讨 高 次 方程 可 解 
性 的 问题 。 阿 路 尔 证 明了 高 于 四 次 的 一 般 方程 用 根 式 求解 的 不 可 
能 性 。 阿 贝尔 引进 了 域 与 经 从 定 域 上 的 不 可 约 多 项 式 两 个 概念 ， 阿 
贝尔 还 考虑 了 一 些 能 用 根 式 求解 的 特殊 方程 ， 被 称 为 阿 由 尔 方 

徊 罗 华 从 中 学 开始 就 致力 于 研究 四 次 区 上 方程 的 根 式 解法 ， 
他 把 欧 拉 、 高 斯 、 雅 可 比 、 拉 格 明日 等 数学 名 家 的 著作 找 来 深入 
钻研 ， 潜 心 攻读 .对 同时 代 的 数 学 家 阿 贝 尔 的 成 果 ， 他 也 进行 了 
学 习 和 了 解 。 他 努力 探索 解决 问题 的 新 途径 ， 伽 罗 华 在 拉 格 郎 日 
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和 河 员 尔 工作 的 基础 上 ， 与 拉 格 朗 晶 一样， 用 二 根 的 属 换 或 排列 
的 概念 ， 而 且 ， 他 指出 置换 的 乘积 仍 为 置换 ， 建 立 了 置换 群 的 概 
念 ( 当然 还 不 是 抽象 群 的 正式 定义 ) ， 伽 罗 华 指出 根 的 置换 群 表 
未 出 根 的 不 可 区 分 的 程度 ,给 出 了 我 出 根 的 置换 群 的 方法 ,巧妙 而 
简 清 地 论证 了 四 次 以 上 的 代数 方程 可 以 根 式 解 的 必要 充分 条 件 。 

二 群 

群 论 的 创立 者 是 伽 罗 华 ， 他 为 自己 的 方程 可 解 性 理论 锻造 的 
基本 工具 ， 就 是 置换 群 的 理论 ， 他 是 在 严格 意义 上 用 “和 群 ” 这 个 
字 的 第 一 个 人 。 

抽象 群 的 概念 的 产生 是 同 研究 置换 紧 铭 联系 着 鸭 。 中 菜 于 
1849 年 党 一 个 得 到 和 群 的 抽象 概念 >， 强 调 姓 的 结构 而 不 \ 强 调 元 素 的 
具体 性 质 ， 

1858 年 ， 戴 德 金 从 置换 群 出 发 ， 给 有 限 群 下 了 一 个 抽象 定 
义 。1878 年 ， 他 把 代数 数 模 推广 ， 给 出 了 一 个 抽象 的 有 限 交换 
群 ， 他 在 他 的 代数 数理 论 的 著作 中 ， 清 楚 地 看 到 了 理想 和 域 这 种 
结构 的 价值 。 他 是 抽象 代数 的 卓有成效 的 创始 人 。 

1870 年 ， 克 朗 奈 格 从 ummer (1848 年 ) 关于 理想 数 的 工作 
出 发 ， 给 出 了 一 个 相当 于 有 限 交 换 群 的 抽象 定义 。 他 规定 了 拥 象 
的 元 素 和 抽象 的 运算 ， 说 明 运 算 有 封闭 性 、 结 合 性 和 交换 性 以 及 
任 一 元 素 的 逆 元 素 存 在 且 唯 一 。 

1878 年 ， 凯 沫 又 发 表 了 四 篇 文章 ， 进 一 步 强调 群 是 一 个 普 这 
的 概念 ， 置 换 群 只 是 它 的 具体 表现 之 一 。 随 着 时 间 的 推移 和 其 他 
条 件 的 成 熟 ， 抽 象 群 概念 终于 在 十 九 世 纪 的 七 十 年 代为 数学 界 所 
接受 ， 

由 于 柯 西 、 凯 莱 .: 西 洛 ,.3。，Lie、 弗 罗 宾 纽 斯 、 殉 菜 因 、 庆 
如 菜 、 夫 和 尔 德 等 的 宏伟 工作 ， 群 论 的 研究 大 步 迈进 ， 现 在 已 经 成 
为 分 支 众多 的 代 获 汪汪 村。 

三 ” 环 
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这 丰 一 上 芝 纪 的 产物 ， 训 闻 厅 格 把 环 称 为" 序 ”， 
不 ”这 个 字 古 希 尔 伯 特 引 进 的 ， / 
于 记 代 名 隆基 已 有 大 量 的 各 种 具体 的 线性 结合 代数- 抽象 
地 看 ,: 这 些 代 数 都 是 环 。 当 抽象 环 的 理论 形成 之 际 ， 这 些 具体 的 
代数 不 被 吸收 和 推广 。 魏 特 邦 在 建造 线性 结合 代数 方面 ， 做 了 大 
量 的 工作 ， 他 的 不 少 文章 和 著作 ， 推 动 了 结合 代数 理论 和 整个 折 
象 代 数 课 题 的 进步 ， 

族 特 是 为 数 极 少 的 几 个 伟大 的 女 数学 家 之 一 ， 她 把 环 和 理想 
的 理论 置 于 更 为 系统 化 和 公理 化 的 基础 之 上 。 她 把 希 尔 伯 特 的 基 
定理 重新 表述 如 下 ， 一 个 系数 环 上 的 任何 多 个 变量 的 多 项 式 所 成 
的 环 ， 当 这 系数 环 有 一 个 单位 元 素 和 一 组 有 限 基 时 ， 这 多 项 式 环 
本 身 也 有 一 组 有 限 基 。 在 这 种 重新 表述 下 ， 他 把 不 变量 理论 变 成 
了 抽象 代数 的 一 部 分 ， : z 

多 项 式 环 的 理想 的 理论 在 拉 斯 克 手 下 得 到 了 发 展 。 他 给 出 了 
一 种 决定 一 个 已 知 多 项 式 是 否 属于 一 个 理想 的 方法 ， 这 理想 是 出 
fr 个 多 项 式 生 成 的 。1921 年 诺 特 证 明 ， 这 种 多 项 式 理想 理论 能 由 
希 尔 伯 特 基 定 理 推出 。 诺 特 和 其 它 人 对 环 和 理想 的 抽象 理论 作 了 
非常 深刻 的 研究 ， 并 把 它 应 用 到 其 它 各 个 数学 领域 ， 

四 域 

实际 上 ， 域 的 概念 是 由 阿 贝 尔 最 先 引进 的 . : 
”在 伽 罗 华 的 著作 里 ， 由 ”个 量 cl ,a,,…,a, 生 成 的 域 F， 是 指 
让 些 时 经 过 加 ， 减 、 乘 、 除 (除数 不 为 零 ) 得 到 的 量 所 构成 的 集 

含 ， 而 扩 域 这 个 概念 就 是 添加 F 以 外 的 一 个 新 元 索 a 到 F 所 形成 
的 ， 他 的 域 就 是 由 一 个 方程 的 系数 所 生成 的 域 ， 他 的 扩 域 就 是 经 
添加 方程 的 一 个 根 而 成 的 。 在 戴 德 金 和 克朗 奈 格 关于 代数 数 的 范 
作 里 ， 域 这 个 概念 有 着 完全 不 同 的 起 源 。 事 实 上 ，“ 域 ” ( 体 ) 
这 个 字 出 自 于 戴 德 金 之 手 ， 

” 域 的 抽象 理论 是 由 韦伯 开始 的 。 他 已 经 拥护 和 妊 的 抽象 观 点 。 
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1893 年 他 普 经 给 修罗 华 理论 以 抽象 的 叙述 ， 其 中 他 引进 了 (党 
换 ) 域 作 为 群 的 派生 。 按 照 韦 伯 的 说 明 ， 一 个 域 是 指 一 个 由 元 素 
组 域 的 集合 ， 具 有 两 种 运算 ， 称 为 加 法 和 乘法 ， 都 满足 封闭 条 
人 竹 、 结 合 符 、 交 换 律 以 及 分 本 律 。 而 及 每 一 个 元 过 在 每 一 种 运算 
玉 必 有 一 个 唯一 的 道 元 素 《乘法 寺 零 元 索 懈 外 ) 。 韦 伯 强 调 狼 各 
域 是 代数 的 两 个 主要 概念 ， 稍 后 ， 狄 克 森 和 享 廷 顿 给 出 了 域 的 一 
个 独立 的 公理 体系 ，。 


36 ”基本 习题 
、 12345 12345 2 
设 o=(231 5 4 2), r=(3 4 1 $2), 试 求 5 ， 
te, To OlT, 
2 没 co=( 2 3 4 4 5 2 ), 试 决定 o 的 奇 个性 。 


于 如 试 写 出 6 次 单位 根 乘 群 U ,的 乘法 表 ， 并 求 出 U ,的 所 有 


4 对 于 群 G 中 任意 元 素 xi,xs，…x:。， 成 立 (Xi1xa…xs) ! 
==XY7 Xr Xi Xi 。 试 证 明之 。 

5 设 G， 了 HH 是 群 ， 在 GxH={(g， 有 jg€EG，hEH} 中 
观 定 ，(9,h)(g'，h'))=(gg9’，hh'), 证 明 这 是 GXH 的 一 个 代 
数 运算 ， HG Xx 对 于 该 代数 运算 作成 一 个 群 .。 

6 eR R 是 环 ，F 与 了 同 构 ， 证 明 民 是 域 ， 

7 若 R 是 实数 域 ,C= 人 (4 jo，5 ER }， 证 明 C 对 于 


有 与 乘法 作成 一 个 域 ， 并 且 C 与 复数 域 C 同 构 ， 

8 证 明 交 换 环 中 二 台式 定理 成 立 《交换 环 是 指 其 乘法 适合 
下. 

7 维 欧 氏 空间 Y 的 全 体 正 交 变换 作成 一 个 群 O( v ) ， 

O 由 同 稳 池 GLn(R) 的 一 个 子 群 ，R 表 示 实 数 域 ， 试 证 有 

10 没 R 征 环 ，a6ER。 若 有 正 整数 "使 o"= 0 ， 则 称 c 是 R 的 
一 个 大 零 元 . 证明 交换 环 R 的 震 零 元 的 集合 作成 人 的 一 个 子 环 。 
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附录 一 护 域 与 尺 规 作 图 


”本文 中， 我 们 首先 建立 扩 域 的 概念 ， 研 究 扩 域 的 结构 ， 而 后 建立 有 限 扩 域 的 梳 
念 ， 研 究 扩 域 的 次 数 ， 冤 建立 代数 章 扩 域 的 概念 ， 研 究 其 结构 ， 最 后 ， 解 决 尺 规 作 图 
问题 ， : z 

定义 1 著 域 是 域 EE 的 一 个 子 域 ， 则 称 域 忆 是 域 FF 的 一 个 扩 域 (扩张 )， 

”研究 域 的 理论 称 为 域 论 。 域 论 的 研究 方法 是 ， 从 一 个 给 定 的 域 了 出 发 , 来 研究 它 
的 扩 域 ， 从 耐 找 出 下 的 所 有 扩 域 ， 

下 而 粗 咯 搞 述 一 下 扩 域 的 结构 ， 为 此 ， 引 入 

定义 2 设 已 是 域 了 的 一 个 扩 域 ，S 是 的 一 个 子 集 合 ， 民 的 包含 和 S 的 最 小 子 
域 记 为 F(S)， 即 ,车 玉 1 是 E 的 一 个 子 域 , FE El, SC Ei, 则 FS)CGEI， 此 
时 ， 称 F(S) 是 添加 S 于 域 了 所 得 的 扩 域 ， 

定理 1 落下 是 域 下 的 一 个 扩 域 ，S 是 玉 的 一 个 子 集 合 ， 则 下 (S) 是 存在 的 ， 明 

FF(S)= {AFi(al…an)Xpa(cl ae) 
其 中 Qe1,… ,GnES, fi1,f2 是 上 的 01,… ,asn 的 多 项 式 , 有 日 f2 守 0， 

证 明 1)F(S) 的 存在 性 .EE 确 有 包含 F 与 5 的 子 域 ， 如 自身 即 是 ， 从 而 ,一 切 
这 样 的 子 域 的 交集 是 存在 的 ， 记 为 E2， 则 Es 二 F(S)， 事 实 上 , 首先 FCE，， 
CE， 其次， 对 于 忆 揭 任 一 子 域 忆 1 ， 若 FCE1，SCEI， 则 由 于 巴 > 是 匡 的 包含 
F 与 5 的 一 切 子 域 的 交集 ， 所 以 E2 CE1l. 因此 .， 由 定义 2 得 ,了 2 一 上 (CS). 

2) 为 简单 ， 记 z 

M= {fi a /aca Can 
则 容易 证 明 M 作 成 KE(S) 的 子 域 ， 从 路 ， 又 易 知 M 包 会 FPF 及 S, 于 是 F(S)cCM. 所 
以 ,，F{S) 二 MM, 证 完 . 

定理 2 ”车 已 是 域 亿 的 一 个 扩 域 ，S ， 和 Ss 是 下 的 两 个 于 集 ， 则 F(S1)(S2)= 
F(S1IUS;2)=F(S2)(S1). 

证 明 ”1) 先 证 明 ,，F(Si1)(Szs)=F(S1US2)， 

易 知 ，F(S1)(S;) 是 EE 的 包含 FR，S1:，S4 的 一 个 子 域 ， 而 (9otrUS2) 是 也 的 者 
含 F，S1，S2 的 最 小 子 域 , 所 以 ，F(S1US2)CF(S1)(S2), 另 一 方面 ， 由 于 
F(Si1USz) 包 含 F,， Bl，S2， 所 以 包含 F(S1),，52，, 而 F(S1)(Sz) 是 已 的 包 和 会 
F(S1)，S 的 最 小 子 域 , 因此 ,，F(Si1)(S2)CF(S1US;,). 

2) 同 样 可 证 明 ，F(S2 (S14)=F(S4LUS2s), 证 完 ， 
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定义 3 当 S= 《al,as ,ae 时 ，R(S) 记 为 F(cl cs ,an). 
从 而 ,F(al,as, an)=F(ai)(a2).(an). / 

这 样 ， 添加 一 个 有 限 集 合 归 结 为 陆续 添加 单个 元 素 ， 而 添加 任意 集合 可 以 视 为 添 
加 车 干 有 限 集 合 的 并 集 ， 化 为 陆续 添加 有 限 集 合 ， 于 是 ， 扩 域 的 问题 就 可 变 为 添加 单 
个 元 素 的 问题 了 ， : : 

定义 4 涨 加 一 一 个 元 素 < 于 域 F 所 得 的 扩 域 F(a) 称 为 域 它 的 一 一 个 音 扩 域 ( 扩 张 ). 

现在 ,研究 有 限 扩 域 . 

引 理 1 ”假定 域 也 是 域 F 的 一 个 扩 域 ， 则 ， 对 于 REGEF 及 aER， 有 RaCEE， 称 为 
的 “数量 乘法 ”， 从而， 对 于 马 的 坎 法 及 忆 的 “数量 肾 法 ”而 言 ， 已 作成 F 上 的 一 个 
线性 空间 ， 忆 作为 F 上 的 线性 空间 ， 或 者 是 有 限 维 的 ， 或 者 是 无 限 维 的 ， 

定义 5 设 志 是 城下 的 扩 域 .车 已 作为 F 上 的 线性 空间 是 有 限 维 的 ,~ 则 称 E 是 下 的 
一 个 有 限 扩 城 ， 卫 关于 了 的 维 数 称 为 扩 域 已 在 F 上 的 次 数 ， 记 作 (下 :F)， 若 刁 作 为 下 
上 的 线性 空间 兹 无 展 维 的 ， 则 称 马 是 下 的 一 个 无 限 扩 域 . 

例 1 域 了 是 已 自身 的 有 限 扩 域 ，(F3F) 一 1. 

定理 3 ”车 域 I 是 起 忆 的 有 限 护 域 ， 而 域 已 是 I 的 有 限 扩 域 ， 则 忆 是 下 的 有 限 护坡 ， 
而 且 (E:F)=(E:I(I:F). 

证 明 设 (IF)=r, (E:1)=s, 而 a1 ,wy ar 是 [在 RF 上 的 一 一 组 基 ,B61 ,PB2， 

， 卢 :是 EE 在 I 上 的 一 组 基 ， 风 忆 的 rs 个 元 素 ai BjGi=1,2, ,rj 二 1,2,.…,5) 是 E 
在 F 上 的 一 组 基 ， 素 实 上 ， / / 


1) 对 于 任意 的 oCEE， 由 Pj 是 EE 在 I 上 的 一 组 基 得 wo= 并 Gpi,0; Cl,i=!, 
j= 1 


z ; 
是 在 P 上 的 一 组 基 得 ,0; = > Cj,Ci; EF,i=1, 2, ,fF j= 


1i= 1 


六 Fr 二 


23。 从 而 中 一 ( ei oi)B= | ;ai 有 ) 即 @o 可 由 ci 有 
J=1 js ri=i j=1 
线性 表 出 . 


” 过 


2) 对 于 志 . 2 0 ， (e140,0i11EF 有 (Pa, 1:91)B, =0 


i l j=!] j=! iei 
站。 a,E1 而 在 1 上 级 相关， 所 以 吕 aij0i 一 0,j=1,2,s. 又 a FE 
钱 狂 无 关 ， 所 以 gi j 二 0(i 一 1,2,… ,rj=1,2,… ,s). 因 此 ，aiP; 在 F 上 线性 无 关 ， 
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守 是 ，E 是 F 上 的 rs 维 线性 空间 ， 所 以 ，(E:F)=(E:1)(IsF)。 证 完 ， 

实际 上 ， 定 理 3 可 以 进一步 推广 为 ， 车 F1,F2,… ,Ft 是 域 ,县 后 一 个 依次 是 前 一 
个 的 有 限 扩 域 ， 则 Fi 是 Fi 的 有 限 扩 域 , 且 : 

(F#1:F1)=(F#1 Ft )(F1o1 ?Ft 2) (Fs F1). 

定理 4 没 1 是 F 的 扩 域 , 忆 是 1 的 扩 城 .车 忆 是 F 的 有 限 护 过, 则 局 妇 [ 的 有 限 
1 是 F 的 有 限 护 域 ， 且 (1;F),(E:1) 均 整除 (bE;F)，, 

证 明 1) 设 (及 :FE 一 站 at ,CC2 Cn 是 马 在 上 E 上 的 一 组 基 ， 则 由 FI 知 ， Q1, 
02, ,0 是 吕 在 1 上 的 一 组 生成 元 素 , 从 而 EE=ICat,as,"… ,0n), (Es 1) 志 nn, 玉 是 I 
的 有 限 扩 域 . 又 由 ICE 及 I 是 F 的 护 域 知 , I 是 忆 的 子 空间 ， 从 而 I 是 有 限 维 的 ， 

2) 由 定理 3 知 ，(E:EF)=(E:I)(CI:F), 从 而 ，(E:I)，(I:F)? 均 整除 (EIF)， 
证 完 . 

现在 ,研究 代数 单 扩 域 ， 

定义 6 ” 设 忆 是 域 F 的 扩 域 ，aEE. 若 有 不 金 为 零 的 40,01,02,…,0n 人 CF 使 
aotaiatFasa? 十 .… 十 anG* 二 0， 即 a 适合 F [x】 中 的 一 个 非 零 多 项 式 00 十 0 1X 
十 az Xx? 十 … 十 anx” ， 则 称 4 是 F 上 的 一 个 代数 元 案 ， 否则 ， 称 2 是 F 上 的 一 个 超越 元 
来 ， 

为 了 研究 代数 单 扩 域 的 结构 ， 引 入 

定义 7 设 a 是 域 FE 上 的 一 个 代数 元 素 ，p(x) 王 x" 十 an- 有 4 XX 十 … 十 94X 二 
oo 是 F [x] 中 的 以 a 为 根 的 且 次 数 最 小 的 多 项 式 , 则 称 p(x) 是 a 的 一 个 极 小 多 项 式 ， 
称 f 是 a 在 F 上 的 次 数 ， 称 a 是 F 上 的 1 次 代数 元 素 、 

”关于 极 小 多 项 式 的 性 质 ， 有 下 面 的 

定理 5 设 & 是 域 F 上 的 代数 元 素 ， 则 ，1)a 的 极 小 多 项 式 是 存在 的 ; 2) 车 p(x ) 
是 a 的 一 个 极 小 多 项 式 ，f(x)EF (x) ,上 且 f(a)=0, 则 p(x)|」f(x); 3) a 的 极 小 
多 项 式 是 趴 一 和 的 ;， 4) “xj 中 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 PAX) 是 a 的 极 小 多 项 式 全 
的 Cx) 中 以 a 为 根 的 不 可 约 多 项 式 ， 

明 1) 由 a 是 F 上 的 代数 元 素 知 ， F(x] 中 有 非 零 多 项 式 以 4 为 根 ， 从 而 这 些 多 
扣 式 中 一 定 有 次 数 最 小 的 设 p(x) 就 是 其 中 的 一 个 ， 且 不 妨 设 p(x) 的 首 项 系数 为 1 ， 
由 定义 了 7 ，p(x) 即 为 4 的 极 小 多 项 式 ， z 

2) 对 于 f(x)EF[x】 ,由 带 余 除法 得 f(x)=q(x)p(x)+r(x), r(x) 二 0 或 
deg(r(x))<deg(p(x)), 由 f(a)=0,p(Q)=0 得 r(a)==0，,， 从 而， 当 r(x) 尖 0 
时 ， 将 与 p(x) 是 a 的 极 小 多 项 式 相 蔬 盾 ,， 所 以 r(x)= 0， p(x) | f(x). 

3) 设 p(x)，p1(x) 均 为 4 的 极 小 多 项 式 ， 则 由 2) 得 ，p(x) | pi(x), pi1(x) | 
p(x), 从 而 p(x)=cpi1(x), CEF, 但 p(x)， pi1(x) 的 首 项 系数 均 为 1， 所 以 
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三 1 ，p(x)= 二 p11(Xx)， 即 a 的 极 小 多 项 式 是 唯一 的 ， 

4) =>， 用 反 证 法 . 设 a 的 极 小 多 项 式 p(x) 在 FCx】 中 可 约 , 则 p(x)=ps (x) 
ps(x), EO<deg(p2(x))<deg( p(x)), 0O<deg(pslx)) deg( p(x)), 0 
p(a)=p2(2)p3(a)= 0 .由 于 域 中 没有 零 因 子 ， 岳 届 pata)= 0 或 ps(a)=0 0 ， 
出 矛盾 .因此 ，p(x) 不 可 约 ， 

寺 , 设 p1(x) 是 a 的 极 小 多 项 式 ， 由 于 p(a)=0， 所 以 由 2) 得 pi(x)| plx), 
由 于 p(Xx) 不 可 约 且 p(x)，p1(x) 的 首 项 系数 均 为 1 ， 所 以 p1(x)=p(x)， 证 完 . 

关于 代数 单 扩 域 的 结构 ， 有 下 面 的 。 z 

定理 6 ” 设 a 是 F 的 n 次 代数 元 案 , 则 ， 1)F(a) 中 的 任 一 元 素 都 可 以 唯一 地 写成 
F 上 的 a 的 “# 一 1 次 ”多 项 式 ; 2)F(a)=F(ajs-1 = {aotaiat."+an-1a"el| 
aiCF} ;3)F(a) 是 F 的 有 限 扩 域 , 上 且 (F(a):F)=n.， 

证 明 设 a 的 极 小 多 项 式 为 p(x), 则 deg (p(x)) 二 n. | 

1) 对 于 任意 PEF(a)， 由 定理 1 知 , B=f(a)/g(a), 且 g(a) 大 0， f(x)， 
g(x)EF[x】。. 由 于 g(a) 关 0 ,所 以 p(x)+ g(x)， 由 定理 5，p(x) 在 FCx] 中 不 
可 约 ， 所 以 (p(x)，g(x))==1， 从 而 ,存在 u(x), v(xX)EFCx] ,使 u(x)p(x) 十 
v(x)g(Xx)==1., 由 于 p(a)==0, 所 以 v(a)g(a)=1, 从 而 = f(a)/ gla)=v(a) f(a)/ 
vv(a)g(a)=v(a) f(a)=h(a), 其 中 h(x)= f(x)v(x%), 

设 h(x)=p(x)q(x)+r(x), r(x)= 0 或 deg(r(x))<deg(p(x))， 则 h(a)= 
pla )q(a)+r(a)=r(a). 若 记 r(x)==ao 十 atx 十 十 an_1xre!1,， 则 B 宇 h(a)= 
r(a)=ag 二 ala 二 十 anm10"-1， 焉 示 为 F 上 的 a 的 “1 一 次” 多项式、 

再 证 表示 的 唯一 性 ， 设 还 有 有 一 ao 十 gif c 十 … 十 age-1an 1，00707 
a/n~1EF, 则 (oo 一 ao1)+(al 一 cl)a+…+(ar-1 一 an-1 Jan-1=0 从 而 
a 是 FLx] 中 的 多 项 式 h(x) = 一 (ao 一 00/) 二 (al 一 a17)x 十 十 (as-1 一 aa-1)xa-1l 
的 根 ， 由 定理 5 知 p(x) | k(x)， k(x) 0 时 就 引出 矛盾 ， 所 以 RCx) 一 0， 即 oo 一 
ao/l, ail=a1 0Gn1 一 Go 

2) 由 1) 知 ， Pla) SEFCa)n. 1， 又 ， 显 然 Fas! CF(a), 所 以 ，F(a)= 
FECaJns= 1i. 

3) 由 1) 知 ， …,Qr-1 是 F(a) 在 F 上 的 一 组 基 ， 所 以 (F(a): 5)= n,， 证 完 ， 

设 g 是 培 F 上 李 代数 顽 。 则 F(&) 的 结构 如 下 ， 
| 1) 下 (ZJ 一 PFCC]Jw-1l， 


站 一 了 nl 
2) 对 于 任 章 (a),12(a)EF(a), 则 [1(a)= 并 aai, {2 (a4)= Lb.ai, 
. f= 人 0 ， t= 人 0 
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#8 


和 一 
加 法 11(a) 十 1z(C)= 于 《as+bi)ai, 染 法 11(a)12(a)= 于 ci25， 其 中 


-1 M1 | 
I1(x)= Do isl(x)= EE br’, {T(x)l2(x)=p(x) q(x)+r(x), r(x)= 
i= 0 : i= 0 


Nn-1 
2 c .Xi， p(x) 是 4 的 极 小 多 项 式 . 


i=mh 

例 2 Q(vV2)={atbv2 |a, 5bEQ}， (QV 2):0)=2. 

注 、 当 F 是 域 时 ，F[Lx】 中 的 规则 与 FCx】(F 为 数 域 ) 中 相同 ， 此 处 不 证 明了 ， 
上 面 已 经 用 到 了 这 些 规则 . 

最 后 ， 我 们 用 扩 域 的 理论 来 解决 尺 规 作 图 问题 . 

定义 8 ”给 出 了 若干 个 初等 几何 图 形 一 点 、 直 线 、 回 ， 要 求 利用 这 些 图 形 ， 并 且 
只 能 使 用 ( 没有 刻度 的 ) 直 尺 和 圆规 ， 作 出 满足 给 定 条 件 的 另外 一 些 初等 几何 图 形 ， 
称 为 直 尺 图 规 作 图 ， 简 称 为 尺 规 作 图 ， 

定义 9 用 直 尺 圆规 作 图 时 实施 的 步 双 不 外 以 下 六 种 ，1) 在 平面 上 任 到 一 点 ; 
2) 通 过 二 给 定点 画 一 直线 ，3) 以 给 定 的 一 点 为 圆心 ， 以 给 定 两 点 的 距离 为 半径 画 一 个 
加 ;4) 作 二 直线 的 交点 ，5) 作 一 直线 与 一 回 的 交点 ;6) 作 二 图 的 交点 ， 称 为 直 尺 圆规 
作 图 的 基本 步 苞 . 

容易 看 出 ， 步 怠 1),4),5),6) 作 点 ,， 步 统 2) 作 直线 ,步骤 3) 作 回 : 

定义 10 ”对 于 一 个 有 某 些 性 质 的 图 形 . 若 能 够 给 出 由 有 限 个 基本 步 台 组 成 的 程 
序 ， 通 过 这 一 程序 ， 必 然 得 到 所 机 求 的 图 形 ， 则 称 该 图 形 可 用 家 尺 圆规 作出 ， 

为 了 用 代数 方法 来 研究 作 图 问题 ， 我 们 在 平面 上 任意 选取 一 个 笛 卡 尔 直角 航标 
系 ， 从 而 就 有 ， 每 个 点 有 确定 的 坐标 (a,5); 每 条 直线 有 确定 的 方程 x 十 cy 十 d 二 0 或 
% 二 ad/=0;， 每 个 圆 有 确定 的 方程 x? 十 yz 十 ex 十 3? 士 g 一 0， 我 们 限定 直线 与 圆 的 方 
程 均 取 这 样 的 固定 的 形式 ， 于 是 图 形 与 方程 将 有 一 一 对 应 关系 .我 们 给 出 _ 

定义 11 点 的 坐标 (a,5)， 直 线 方程 的 系数 (c,d) 或 (d/)， 圆 的 方程 的 系数 (e， 
六 9) 分 别称 为 点 、 直 线 、 贺 的 坐标 ， 统 称 为 图 形 的 坐标 . 

这 样 ， 在 取 定 的 平面 笛 卡 尔 直角 坐标 系 中 ， 用 直 尺 图 规 作出 几何 图 形 的 问题 ， 也 
就 是 用 氏 数 方法 找 出 一 系列 交点、 直线 、 加 的 坐标 的 问题 ， 即 寻 辑 某 些 具有 某 种 性 质 
的 实数 的 问题 . 

定义 12 平面 上 的 和 卡尔 直角 坐标 系 中 ， 举 标 均 为 有 理 数 的 点 称 为 有 理 点 ， 

引 理 2 车, 步 区 17)， 在 平面 的 某 个 区 域内 任 取 一 有 理 点 ， 则 基本 步 又 1) 或 由 
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17) 来 完成 ， 或 由 17) 、2) 、4) 来 完成 ， 或 由 17) 、2) ，、5) 来 完 

证 明 1) 车 在 平面 的 某 个 区 域内 任 取 一 点， 则 由 有 理 数 的 秋 密 性 可 得 ， 平 而 的 作 
一 区 域内 均 有 有 理 点 ， 从 而 1) 可 由 1 ) 完 成. 

2) 车 在 直线 上 任 取 一 点 ， 则 由 1) 所 述 ， 可 以 在 该 直线 两 边 的 区 域内 各 取 一 有 更 
点 ， 再 过 两 点 作 一 直线 ， 两 直线 相交 ， 从 而 完成 在 直线 上 任 取 一 点 的 工作 ， 即 由 1 
2)、4) 完 成 。 

3) 若 在 加 上 和 任 到 一 点 ， 则 类 似 于 2) 所 述 ， 可 由 1/)，2)、5) 来 完成 ， 证 完 。 

根据 引 理 2 ， 可 以 将 1) 改 为 17)， 即 ， 取 点 时 均 假 定 取 有 理 点 ， 

定理 7 设 平面 上 给 定 了 若干 初等 儿 休 图形。 在 平面 上 建立 一 向 卡尔 直角 坐标 
系 ， 将 这 些 给 定 图 形 在 该 售 卡 尔 喜 角 坐 标 系 中 的 坐标 涨 加 到 有 理 数 域 Q 中 ， 得 到 数 域 
PF， 从 这 些 给 定 图 形 出 发 ， 施 行 基本 步 台 1) 一 6) 中 任何 一 种 ， 所 得 图 形 的 坐标 深 加 权 
RBF 上 得 到 扩 域 已 ， 则 互 为 有 限 扩 域 ， 旦 (E:B)= 1 或 2. 

证 明 只 需 对 于 六 种 基本 步 匡 分 别 讨论 ， 

施行 1) .根据 引 理 2 ， 可 以 用 17) 代 和 替 ， 从 而 ， 所 取 的 点 的 是 扣 属 李 下 因 此 ， 

洪 加 这 些 坐 标 于 了 所 得 的 扩 域 E=F,(E:F)= 1. 
《 施行 2)。 过 给 定 二 点 (a,587 与 (c,d) 的 直线 的 方程 是 x 十 [Cc 一 a)/(b 一 d)}y+ 
ad—be)/(6—d)= 0 ( 当 b 尖 d ) 时 或 y 一 d= 0 ( 当 b 二 d 时 )， 从 而 E=F((e— 
a)/(b—d), (ad~—bc)/(b—d)) 或 E=F(-d). 内 为 a, b, cEF, 所 以 E=F, 
(EFP)= 1. z 

椰 行 3)。 以 给 定点 (a,8) 为 立 心 ， 以 给 定点 (c,d) 与 (e, 了) 的 距离 为 半 色 的 贺 的 方 
程 是 Xx? 十 yt 一 2ax 一 2b6y 十 (a2 二 bi 一 (c 一 e)? 一 (d 一 了 2] = 0， 光 为 a,b,c, d，, 
6，f 都 属 守 F,， 所 以 EF( 一 2a; 一 2b,a? 二 bi 一 (cme):—(d-/) =F, (Et:F) 
一 | z 
施行 4) 。 求 两 条 直线 的 交点 ， 相 当 于 解 一 个 线性 方程 组 ， 因 为 ， 方 程 组 的 系 数 ， 
本 所 纵 坦 凡 的 从 杯 ， 届 于 卫 所以， 方 村 组 的 角 ， 即 交点 的 公款， 也 风 于 站 ， 从 而 且 ~ 

， (BE:F)=1. : 3 

施行 5). 来 家 线 与 图 的 交点 相当 于 解 方 各 组 

{Y 十 cy y+d= -0 
xz 十 2 十 BYX 十 jy 十 9 一 0 
. . 站 - : 
或 人 sy * 
在 第 一 种 情况 下 ， 交 点 的 坐标 是 | i 
“~ (arp)=( cv+ /or daw) —2d /2u, (一 "一 wo 一 40W ) /2u) 


(a, ,BbB,)=(te(v -Vor auw )—2du)/2u, (一 2 十 woz 一 48W )/22) 
其 中 4 一 1 十 cz ， v=2cd—ce+tf, w=d’*—det+g., 因为 c， qd ,e,Fg 都 属于 下 ， 所 
以 4,0,W 也 属于 KF， 从 而 EE=F(a1,B1,05,8:)==F(YVTI 一 4uW ). 册 定理 6 可知 ， 
民 是 有 限 扩 域 ， 且 (E;F)=2 或 1， 在 第 二 种 情况 下 ， 交 点 的 坐标 是 
( [~ -e+rV eatd fdrio)) /2,~d!),( (~-e~V er:--4(di— -fd’+9)) /2,-d/)., 
从 而 .了 马 一 下 (wez 二 4(d7 一 ax+g))， 由 定理 6 可 知 ， 已 是 有 限 扩 域 ， 且 (E:F)= 
2 或 1. 
”施行 6)。 求 两 例 的 交点 相当 于 解 方程 组 
x2+y?+ex+fiytg1=0 
xz 十 y2 十 eax 十 yy 十 gz 一 0。 
因为 两 圆 相交， 所 以 有 ei 关 e: 或 户头 六 . 从 而 相当 于 解 方程 组 
x+[(fi—f)/(e1—e2))y+(g1— I)/(er~es)=0 
z {at yrtert fuyt gs 
y 十 (491 一 gz) 人 六 一 六 ) 一 0 
. X2 十 yz 十 ezX 十 3 十 gz 一 0， ' 
这 就 归结 为 上 面 的 施行 5) 的 情况 ， 从 而 成 立 ， : 
” ” 缘 上 所 述 ， 定 理 成 立 . 证 完 . 
定理 8 设 平面 上 给 定 了 若干 初等 几何 图 形 ， 在 平面 上 建立 菜 一 稍 卡 尔 直角 举 标 
系 ， 将 这 些 给 定 图 形 在 该 向 卡 尔 直 角 坐 标 系 中 的 坐标 添加 到 有 理 数 域 Q, 得 数 域 F， 车 
满足 某 些 条 件 的 一 个 图 形 可 以 用 直 尺 圆 规 作 出 , 则 该 图 形 作出 后 , 它 在 该 稍 卡 尔 直角 坐 
标 肝 中 的 任意 堡 标 2 添 吉 于 F 所 得 的 单 扩 域 ECa) 是 F 的 有 限 扩 域 ,有 (FCa):F)= 
其 中 s 为 一 非 负 驼 数 。 
证 明 ”按照 定义 10， 所 要 的 图 形 可 以 通过 有 限 步 实 行 !) 一 6) 而 得 出 ， 设 一 共 进 行 
了 k 步 ，a 为 所 得 图 形 的 企 一 华 标 ,把 第 i 步 所 得 的 图 形 称 为 第 i 个 图 形 ,i 二 1,2,… ,k。 
Pi 表示 把 前 ! 个 所 得 图 形 的 坐标 都 添加 于 了 所 得 的 扩 域 .从 而 ,了 ii 0 一 1,2，r,R_1) 
就 是 把 第 ;十 1 个 图 形 的 坐标 添加 于 下 ;所 得 的 扩 域 ， 由 定理 7,( 下 ;+ :Fj;) 二 2”"i+1， 
光一 0 或 1，3 一 12 天 一 1 下) 一 21，1 一 0 或 1， 从 而 ， 由 定理 3 得 
(FA:EF) 一 (FIEF4- DF FR) (FF)=2"m, 
其 中 m 为 非 负 整数 。 但 是 ，F(Q) 是 Fk 的 子 域 ， 又 是 的 扩 域 ,所 以 ， 出 定理 4 得 ， 
(F(a)sF)==2s，s 为 非 负 整数 . 证 完 ， 
定理 8 给 出 的 是 可 以 用 直 尺 阅 规 作 图 的 必 杰 条件， 因此， 用 这 个 定理 就 可 以 判定 
、 关于 一 些 图 形 不 亲 能 用 直 内 圆规 作出 的 问题 ， 下 面 是 这 个 定理 的 一 个 应 用 ,证 明 所 谓 


或 


初等 几何 三 大 问题 是 不 能 用 直 尺 圆规 作出 的 .该 问题 是 一 个 古老 的 问题 ， 经 破 引 了 
许多 数学 家 ， 而 在 扩 域 的 理论 建立 之 前 ,长 时 间 未 得 解决 . 

实际 上 ， 定 理 8 的 条 件 也 是 充分 的 ， 从 格 . 

定义 13 所谓 初 等 几何 三 大 问题 ， 是 指 ，1) 三 等 分 角 ; 任意 角 都 可 区 三 等 分 ; 
2) 立 方 倍 积 ， 给 定 一 个 立方 体 ， 求 作 另 一 个 立方 体 ， 使 它 的 体积 是 前 者 的 二 们 3) 化 
圆 为 方 : 给 定 一 个 圆 ， 求 作 一 个 正方 形 ， 使 它 的 面积 等 于 圆 的 面积 

定理 9 初等 几何 三 大 问题 都 是 不 能 用 直 尺 圆规 作出 的 ， 

证明 1) 设 可 以 用 直 尺 较 规 三 等 分 任意 角 ， 各 必 可 以 用 让 民国 如 三 息 分 50 和 
如 图 1 所 示 ， 公 AOB=60*， 在 OB 上 取 点 1 
D, 以 OQ 为 原点 ， 以 OB 为 x 轴 ， 以 OD 为 
单位 长 ， 建 立 笛 卡尔 直角 坐标 系 , 则 已 知 图 
形 如 下 ,O00,0); DLL0)，DB:， y=0; 
OA:, x 一 V3~!1y=0. 将 它们 的 坐标 添加 
于 有 理 数 域 Q, 得 F=Q(WV5), 由 定理 6 
知 ，(F:Q)=2. : 

假定 用 直 尺 立 规 作出 了 OC ， 使 
COB=20" ,以 Q 为 圆心 以 OD 为 半径 作 
加 , 交 OC 于 忆 ， 设 互 点 的 横 坐 标 为 c， 则 图 1 
A 二 C0S20", 骨 定理 8 知 ， (F(a):Q)=20t! z 

由 三 角 公 式 得 ， 4a 一 39 二 4(c0s?0°)? 一 3c0520’ 二 c0560" 二 1/2, 所 以 ,a 是 
QICx] 中 的 多 项 式 8x* 一 6Y 一 ! 的 一 个 根 ， 容 易 证 明 该 多 项 式 在 QICx] 中 不 可 约 ， 从 
而 由 定理 5 与 定理 6 得 (Q(a):Q)=3. | 

但 是 ， 由 定理 4 得 ，(Q(c):Q) | (F(a):Q)， 即 3 | 22+!， 引 出 矛 慎 . 这 谣 证 
明了 ， 直 尺 圆 规 三 等 分 任意 角 是 不 可 能 的 ， 

2) 实 味 上 ， 问 题 可 以 归结 为 ， 给 定 了 一 条 线段 人 B( 即 给 定 了 两 点 A， B), 求 作 一 
线段 。 使 该 线 慨 等于:y 2 AB。 : 

假定 用 二 尺 圆 规 作出 了 AE=:Yy AB. 


以 A 为 原点 ,以 AB 为 x 轴 , 以 AB 的 长 为 单 - EE z 
位 长 ， 建 立 笛 卡 尔 直 和 猴 坐 标 系 ， 则 已 知 图 A BB 
形 如 下 ，A(0,0); B(1,0)， 将 它们 的 从 ， 
标 添加 于 Q 得 责 ， 则 卫 =Q， 而 点 | 
ECW3,0). 如 图 2。 ”图 2 


为 ，:y 豆 是 QEx】 中 的 不 可 约 多 大 式 < 一 ?的 一 个 眼 ， 所 以 ， 册 定理 5 与 定理 
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6 得 ，( 斩 (3Y 台 ): 俐 ) = (PGY 们 ):)= 3， 但 是 ， 由 定理 8 得 (R(VY 了 ):E)= 
(FOY 2):Q)==2: ，5 为 一 非 贫 整数 ， 站 而 引 盘 矛盾 . 这 就 证 明了 ， 立 方 倍 积 问题 用 
言 尺 圆规 作出 是 不 可 能 的 . 

3) 如 图 3 所 示 ， 马 知 图 O; 以 〇 为 原 
点 ， 过 O 作 直线 OC 为 % 轴 ; 且 设 C 在 加 O 
上 ， 以 加 OQ 的 半径 为 单位 长 ,建立 笛 卡 尔 
直角 坐标 系 , 则 己 朱 图形 如 下 : 0(0,0.)， 
C(1,0); 国 O， Xx? 十 y* 一 1=0， 将 它们 
的 坐标 添加 于 Q 得 FF=Q， 图 3 

假定 用 直 尺 圆规 作出 了 等 干 圆 0 面积 的 正方 形 , 且 不 妨 设 OE 为 该 下 方形 的 一 边 ， 
则 蕊 点 的 机 坐标 wa=yTr 、 由 定理 8 知 ，(F(Q) 人 了 F) 二 (Q(a):Q)=25 ，s 是 一 非 负 整 
数 . 热 知 ，zr 是 无 理 数 ， 所 以 < 全 Q， 从 而 ，s 字 1、 于 是 ，!1，r=a2，zr2 pw ,NN2: 均 
属于 Q(a), 有 在 Q 上 线 住 相关 ， 所 以 ， 有 一 组 不 全 为 零 的 有 理 数 gu,at，……,Gz: ， 使 
ay 十 aiz 十 azz2 十 … 十 aar was 二 0， 从 而 ,Xz 是 一 个 代数 数 ， 但 是 ， 熟 知 ，x 是 一 个 
超越 数 ,引出 示 盾 , 这 就 证 明了 ， 化 贺 为 方 问题 用 直 尺 圆规 作出 是 不 可 能 的 . 

综 上 记述 ,定理 成 立 . 话 完 ， 

研究 一 个 具体 例子 ， C 了 : 

例 3 设 直 线 上 给 定 两 点 人 与 B， A B % 
则 不 可 能 用 直 尺 阅 规 在 AB 间 作 一 点 C， 

在 CB 间作 一 点 D， 使 AC/CD= 
CD/DB=DB/AB. 图 4 / : 

证 明 ”用 反 证 法 假定 可 以 用 直 尺 圆规 作出 ， 则 如 图 4 所 示 ， 以 A 为 原点 ,以 AB 
为 x 轴 ， 以 AB 之 长 为 单 们 长， 建立 笛 卡尔 直角 举 标 系 ， 已 知 图 形 如 下 ;A(0, 0)， 
B(1,0)， 将 它们 的 坐标 添加 于 Q 得 F,，F=Q. 

设 了 D 点 坐标 为 (a,0)， 则 DB 之 长 为 1-a, 由 AC/CD=CD/DB 得 , CD:=AC 
‘DB,; 由 CD/DB=DB/AB 得 , DB:=CD.AB; 从 而 ,CD=DB:,AC=DB: 
由 DB=!1 一 a 得 CD=(1 一 a):,，AC=(1 一 4)*， 又 AC=-AB_CD_DB=1 
《1 一 2) 一 (1 一 2)， 所 以 (1 一 Ga)3 一 1 一 (1 一 a)2 一 (1 一 cJ， 即 cs 一 4a2 十 Ga 一 2 一 0 
4 是 Q[x) 中 多 项 式 x: 一 4x? 十 6x 一 2 的 一 个 根 ， 容 易 证 明 该 多 项 式 在 QEx) 中 不 可 
约 ， 从 而 ，(Q(a):Q)==3， 但 是 ， (F(2): F) = (Qo): QQ) 一 2 ， 引 出 矛盾 ， 因 此 ， 


不 能 用 直 尺 圆规 作出 . 
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附 孙 二 、 关 十 分 母 有 理化 问 是 


熟知， 经 过 简单 的 变形 ， 订 以 将 分 母 中 的 根 续 去 掉 ， 如 
V3/(27V 3)=V SQV 3 IHY 3)=3+2 3) 
1 /Gv 4+*V2+1)=1/(GvVE):+ V23+1) 
一 VE ) = 一 1 ， 
这 一 工作 称 为 分 母 有 理化 . 
下 面 ， 我 们 将 这 一 问题 一 般 化 ， 加 各 解决 的 可 能 性 问题 ， 并 给 出 解答 的 一 服 各 序 
这 一 问题 的 一 般 提 法 如 下 ， 


Q 表 示 有 理 数 域 ，cEQ，m 是 一 个 正 整 数 ， N/a #0Q, 对 于 式 子 gt )/ 
1( Ya )，f1(JYa )，g(jYa ) 是 关于 你 让 的 有 理 系数 的 多 项 式 ， 目 /Ooy ) 确 实 


含有 根 号 ， 能 否 将 分 母 中 的 根 号 去 掉 ? 按照 什么 步 卫 去掉 根 呈 ?回答 是 肯定 的 ， 能 名 
将 分 母 中 的 根 号 去 掉 。 


由 于 以 二 适合 Q Cx] 中 的 多 项 式 xm 一 0 所 以 好 机 是 Q 上 的 代数 元 素 ， 从 而 存 
在 泵 1 的 极 小 多 项 式 p(x)EQ Cx】, 设 p(x) 是 n 次 的 ， 则 名 是 Q 上 的 mn 次 代数 元 
素 .为 简单 ， 记 = 人 5 ， 旭 由 代数 单 扩 城 的 知识 得 ， 
Q(a)=Q Ca = {btbiat.. bm-iaar jb eo) ,从 而 ， oo) imi ) 
可 以 每 为 轧 。 的 “mn~t 次 ”有 理 系数 多 项 式 ， 因 此 ， 可 以 将 分 母 中 的 根 导 去 掉 ， 

为 了 给 出 分 母 有 理化 药 一 般 程 序 ， yg 


:命题 1 设 o 企 Q@，m 为 正 整数 ，/Y 了 了 矣 Q， 则 有 正 整 数 n> 1 ， JN>1， 有 
bEQ, 使 罗 a eo 且 N 满 足 条 件 ，N=pPilipslin…pilt 为 标 
准 分 解 式 ,Ti <n, j= ,2 


证 明 反 甩 当知 的 概 式 化 从 的 步 即 可 得 到 ， 从 赂 、 证 完 、 
由 命题 1 知 ， 前 面 所 提出 的 问题 转化 为 ， 将 g4B)/f(B) 的 分 母 中 的 根 导 去 撞 ， 
其 中 p= 二 VN 或 R/Ni， 下 面 还 将 看 到 ， M/AN i 的 情况 转化 为 RY N 的 情况 ， 


由 代数 单 扩 域 的 知识 可 知 ， 解 葵 问 题 的 关键 步 要 首先 是 找 出 B 记 适合 的 Q [x】 
中 的 不 可 约 多 项 式 ， 为 此 ， 引 入 


秆 义 说 由， 于 为 下 整数 ，? 一 允 开 儿 Q， 使 Pt EQ 的 最 小 正 整 数 h， 称 为 无 再 
数 7 对 于 Q 的 次 数 : 
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er Hr — sherbet ieeelor em peeoe 
ehh ppp pe rN re 


前 1 A/ 了 对 于 Q 的 次 数 为 2 

我 们 将 证 明 有 一 R/ 玉 对 于 Q 的 次 数 为 "。 

命题 2 设 ， 人 为 正 整数 ， 则 8/ 再 为 整数 或 无 理 数 、 

证 明 从 略 , 证 完 - 

命题 3 ” 设 n 为 正 整数 ，pl，p:,，…，pi 为 互 异 素数 ，/j 为 正 整 数 , 且 ij <?， 
j= 二 1,2,…， ft 则 民 Pilrpo1s… 了 11! 为 无 理 数 . 

证 明 ”由 命题 2., :并 用 反 证 法 ， 易 证 得 . 证 完 

命题 4 设 ”,N 为 正 整数 ， 信 一 访 ; 1 访 21 ,p11 为 N 的 标准 分 解 式 ， 1 <n, 
j= ,20t, 状 且 Di 和， 1 7)= 1; 则 二/ 太 对 Q 的 次 数 为 1， 

证 良 设 有 = /页 对 于 的 次 数 为 ”， 则 容易 证 明 k | nm， 从 路 . 下 面 证 明 n | 大. 
由 (11,12,: ,11,n) 二 1 知 ,存在 整数 4 ,Ws,… ,Wi 及 Uv， 使 坟 十 wool 十 .lt 
on 二 央 庆 kl 二 Wohl 十 十 uzkli 十 vkn 二 kh， 另 外， 由 BiE Q 容易 证 十 
= pyhkli/n py kel/n.. :RErJn = 整数 ， 胃 由 pi Ps, ,Pi1 互 异 知 ,nn kfj?, 
j=1,2,..", +t, 宕 则 ; 由 命题 3 可 证 A" 为 无 理 数 ， 导致 矛盾 ， 于 是 ,nn | (uik[) 十 
+ uskl + ‘+ LE 二 pn， "ik. 因此 ,k=n， 即 ， "f= 一 A N 对 于 @ 的 次 数 涉 


证 完 . 
定理 1 是 t 中 的 8 /下 所 适合 的 (x) 中 的 不 可 约 多 项 式 之 一 是 Xn— 


可 证 天 ” 设 e 为 "次 本 阳 音 入 则 x# 一 N 在 CLx】 中 分 解 为 (x" 一 N)=(x 一 


bhale), 其 中 h(x)， h(x)EQ Lx) , 且 1&deg(hi(x)), deg(hs(x)S 
ri 由 因 式 分 解 定理 得 ,h1(%), h(x) 在 CExX) 中 均 写 为 一 些 x 一 / 责 ei 因 式 的 乘积 ， 


拓 而 ， 洪 常数 项 就 应 为 (MYW N "et ，W <<n. 由 命题 4;,(MN )" 是 无 理 数 ， 又 8 人 -多 
于 1 或 菜 一 非 实 的 复数 ， 所 以 ， (WN) 人 引出 矛盾 . 因 此， AN 在 
Q [Cx] 中 不 可 约 、 证 完 ; : / 

' 下面 抬 出 分 母 有 理化 的 一 般 程序 ， 

定理 2 对 于 g( 阴 )/ACD)， /一 NM NRA/N, NAN 如 定理 1 中 记述 ， 按 下 列 各 
序 进行 分 母 有 有 理化， 

.1) 当 p= =A/ N 时 ， 

第 一 步 ， 求 出 w(x)， vx)EQLxY, 便 /(x)u() + (rN)v(Y) = dd€EQ, 
从 而 1(B)u(B)=d， 称 u(P) 为 有 理化 因 式 ， 
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第 二 步 ， 进 行 变形 

g(B)/f(B)=g(B)u(B) /FB B) = dg(B)ulF 

2 ) 当 p= /Ni 时 ， 

第 一 步 ,，， 写 F(D) 一 /i (MN)+f:( YN 并 进行 变 形 
9 (BY/ £(6)= AGE (NN)+ fs (CN)) / 


g(P)(F RN) — 1, (8/N)i) 


和 


CR C/K FN 


= g(P)Cf, CW/N)— fa CW/ N/A NY: (CMVN))9， 

从 而 化 为 1 ) 的 情况 ， 

第 二 步 ， 按 1 ) 的 步 马 去 掉 分 母 电 的 根 号 ， z : 

证 明 “1 ) 由 定理 1 及 多 项 式 的 知识 可 知 ， *" 一 N 是 8 在 Q (x) 的 要 小 机 
从 而 再 由 关于 单 扩 域 的 定理 即 得 证 ， 

2 ) 易 知 ， 第 一 步 将 问题 转化 为 1 ) 的 情况 ， 分 母 中 已 去 掉 i 自然 谣 可 以 接 1) 志 
掉 分 母 中 的 各 号 了 .证 完 ， 本 

下 面 研究 一 个 例子 . 


例 2 HF I+ s+1), 作 分 有 再 化， 


3 8 于 是 对 于 x5 一 2 与 xs- 3x 二 1， 在 QC x ) 中 作 报 转 相 陈 法 末 得 
x5 一 2 一 (xs 一 3x 十 1)(xs 十 3) 十 (一 xs +9x—5) | 
-3x+1= 人 (一 一 X2 十 9xy 一 5)(—x— 9)+(73x— 一 44) ， 
一 xX? 十 9 x 一 5 =(73x—44)(—73~ix+613/5329) + 327/5320 
从 而 得 到 z (xs 一 3x 寺 1)(- 好 3X4 一 44X3 一 31X2 一 59x 一 49) 
四 二 (x5 一 2)(73x2 十 44x 一 188) 一 一 327。 
/4+3 
所 以 ~ Ty 
M8-382+1 | 
(58/ 443)(-738/16—448/8 . 0) 
人 一 49) 
=327-1(—250R/16~ i918/ 8 一 142 砷 4 — .323/ 2 -239), 


参考 文献 
【1 】 能 全 沥 ， 近 世 黎 数 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1978” 、 
[2 北京 大 学 数学 力学 系 代数 几何 教研 定 代 数 小 组 ， 商 和 从, 和 由 版 ” 
社 ，1978. 《和 孙 宗 明 》 . 


. 425» 。 


内 录 三 ”代数 方程 的 根 式 解 问题 


代数 方程 的 根 式 解 问题 ， 促 进 了 抽象 代数 学 的 产生 及 发 展 . 为 了 解答 这 一 问题 ， 
外 罗 华 引进 群 的 概念 ， 并 且 ， 把 域 与 子 域 的 关系 转化 为 群 与 子 群 的 关系 ， 完 成 了 落 名 


的 期 罗 华 理论 ,. 本 文 将 简要 地 介绍 数 域 上 的 人 务 罗 华 理 论 . 首先 ， 作 为 准备 ， 介 绍 置换 
群 的 有 关 知 识 ， 建 立 可 解 群 的 概念 ， 研 究 多 项 式 的 分 裂 域 的 理论 ， 而后， 建立 俩 罗 华 


基本 定理 ， 换 脱 玫 央企， 从 出 代数 方 程 可 以 根 式 解 的 条 件 ， 


定义 1 mn 个 元 素 的 集合 A 的 一 个 -变换 of( 即 和 到 A 的 双 射 ) 称 为 集合 A 的 一 个 
置换 .A 的 元 素 常 称 为 文字 ，o 称 为 n 个 文字 的 置换 ,简称 为 4 元 置换 ,个 文字 常 以 1， 


2 ，" 表 杂记 为 0= (G00 002) Wy 
二 义 2 若 n 元 置换 0 使 0(f1) 二 ,0(i) i 0 (i) = ,Oi )=i, 
徊 使 其 余 文 字 不 变 ( 即 文字 自身 变 到 自身 )， 则 称 0 是 一 个 kh- 循 环 守 换 ，2 -了 循 环宇 换 


称 为 对 换 . 1 -循环 置换 使 1 个 文字 全 不 变 , 上 ~ 循环 置换 0 记 为 = (ff 人 )， 称 


1 ，*”， 训 为 其 所 含 的 文字 ， 车 两 个 循环 置换 不 含有 公共 文字 ， 则 称 这 两 个 循环 
置换 是 不 相连 的 . z z 
区 论 1 着 go=(i i 6), 则 go=(go(a)okri(a)), o=(iisi,) 
二 
广 明 ”由 定义 2 即 得 .证 完 . 
fe jkr 
结论 2 车 oO (1) ， 
i 


Oe 
二 2 一 
“J J hl "jn 


11: jj 2， 
1 

其 O00; O01! 二 和 07 ， Wy) 从 而 ， 丙 个 不 相连 的 循 环 村 
,7 ME 


换 可 交换 . 

证 肖 容易 验证 ， 从 路 ， 证 完 ， : 

结论 3 ” 设 o 是 一 个 rn 元 喃 的 ，c 为 任 -- 个 文字 ， xfta) 是 序列 gc,ofc)， oi:(a)， 
… 中 第 一 个 与 前 面前 文字 发 生 重 复 的 文字 ， 则 of (a)=a， 
”证 明 用 反 证 法 ,车 不 然 , 设 o0!(a) 关 a， 则 有 ao !'(a)=oi(a), i 守 1， 两 边 用 
5 的 递 rc-:! 作 用 ， 得 到 go ~'(a)=oi~!(g)， 从 而 ,第 一 一 个 与 前 面 的 文字 发 生 重 复 的 
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文字 不 是 cf(a)， 引 出 矛盾 ,因此 ,ctc)=w.， 证 完 . 

定理 1 每 个 ?元 置 钦 co 都 可 以 分 解 为 不 相声 的 循环 置换 拘 习 积 ,z 个 文字 中 的 每 个 
文字 都 出 现 于 一 个 特 环 置换 中 ; 调 且 ,不计 因子 次 序 时 ， 分 解冻 是 叭 一 的 ， 邮 ， 阁 
0=0103"Ow 二 0110s"*0 /是 0 的 两 个 分 解 式 ， 则 必 有 WW 二 4， 且 适当 交换 因子 的 
次 序 之 后 ， 有 og ,=0 7 ,R 二 1 ,2,,W， 

证 明 参见 LI1]】， 此 处 从 略 . 证 完 ， 

定理 1 的 证 明 同 时 给 出 了 分 解 式 的 求法 . 


例 1 o=(13335865)=(1)(234)(56)(7). 


结论 4 人 和 任 一 ?元 置换 G 均 可 以 写 为 对 换 之 积 . 
证 明 由 定理 1 ,c 可 以 号 为 循环 置换 之 积 ， 而 (i11: = i) (Cit, ) 
(ii )， 所 以 得 证 . 证 完 ， 四 


定义 3 设 Xx1,xz," ,Xn 是 1 个 文字 ， D(x1 ,Xs， xn 二 [Ex,—x, ) 一 
< 


(xi — X32) (ri {xs — 3) xs) 一 x ,1,0 是 一 个 n 元 置换 ， 


和 人 工 


ol D(X ,Xs x1))=D(xo (i) Xa) Xo(")) = Hx ~ 
Xa(j) ): 若 oUD)=D， 则 称 a 为 偶 置 换 ， 若 of( 因 = 一 D， 则 称 c 为 奇 贺 换 ， 


定理 2 六 c= (oi) od) g(n)) 是 你 一 个 元 置换 ， 则 下 列 三 条 件 等 价 ， 
1 )o 是 奇 (个 ) 置 换 ， 2 ) 排 列 g(1)o(2)o(n) 是 奇 ( 偶 ) 排 列 ，3 )g 可 以 写 为 奇数 ( 偶 
数 ) 个 对 换 之 积 . 

证 明 用 循环 证 法 ， 

1 -=> 2), 因为 ,， o(1)o5(2)o(n) 中 的 每 个 反 岩 使 (CD) 遇 现 一 个 且 仅 出 现 一 
个 负 号 ， 所 以 ,由 1) 好 得 2 ) 成 立 ， / ~ 

2 ) 之 3 ). 对 于 排列 of(1)a(2)… ICON 的 任 一 个 芭 序 ,例如 cf1 ) 与 ja(2) 构 成 反 序 ， 
“相应 地 作对 换 (o(1),0(2))， 直 接 相 对， 有 0(12)= (va ol) vt oln)). 
没 排列 o(1)o(2):…o(n) 的 反 序数 为 hR， 则 有 对 换 61 ,6，,… ,6 ;， 使 得 g010480， = 
C12. 1m)， 从 而 ,0 = 0064， 56:01，3 ) 成 立 . 
: 3) 之 1)， 由:3 )， 设 ao 写 为 ?个 对 换 之 积 ， 则 o(DJ 中 出 现 ! 个 负 号 ， 因 为 每 个 


对 换 使 一 个 且 仅 使 一 个 因子 中 的 两 文字 变换 .从 而 ，1 ) 成 立 . 证 完 。 
由 定理 2 推出 ,对 手 任 一 个 "无 竺 次 0, 尽 营 写 为 对 浇 乘 各 的 方式 不 是 唯一 确定 的 ， 
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往 是 ， 素 积 中 所 含 对 换 欧 个 数 的 奇 避 性 是 叭 一 确定 的 ; 
贷 2 .oo=(1)(234)(56)(7)= =(24)(23)(56) 
=(12)(23)(382)(2 1)(2 4)(2 3)(56). 
结论 5 所 有 rn 元 置换 的 集合 记 为 95,. 9 ,中 多 桨 但 改换 各 点 一 一 半 (n 这 2)， 5s 对 
于 菊 射 的 对 法 作成 群 . S ,中 所 有 个 置换 的 集合 人 作成 S ,的 子 群 
证 明 易 证 ， 从 略 . 证 完 . 
定义 4 群 5, 称 为 n 次 对 称 群 ，S ,的 子 群 A _ 称 为 1 次 交代 王 。 


结论 6 设 S 是 群 G 的 非 空子 集 ，(S)={G1102 G84 ik 为 任意 正 整 数 ,2 ,ES， 


si 一 1 或 一 1 一 1 ,2,…,k}， 则 (5) 作 成 的 子 群 . 
Em 证 完 ， | 
定义 5 《〈S) 称 为 由 S 生 成 的 G 的 子 群 . 当 S= {cl ,cvc 1 时 , 记 

(5)=C1, C2 ,C0). 
定理 3 1)S,=((1 2),(1 3),…, (1n)); 
| 2)A,=((1 2 3),(1 2 4),., (121)). 

证 明 1) 由 (ij)=(1i)(1j)(11) 即 得 证 ， 

2 ) 用 (i117) 三 (C1)(1 站 与 (17j) 王 《12 站?*(121)(12 门 即 得 证 ,证 完 ， 

关于 S 。，A ,的 正规 子 群 ， 有 下 面 的 

定理 4 1 )A， 的 正规 子 群 是 Ai， A: 欧 正 规 子 群 是 A，， A; 的 正规 子 群 是 {e} ， 

As;Al 的 正规 子 群 是 {e} ,Be= {( 1),(] 2)(3 4),(1 3)(2 4),( 1 4)(2 3)}, 

A4; 1 之 5 ，A, 的 正规 子 群 是 {e} ，A，. : 

2 )51 的 正规 子 群 是 S1;S: 的 正规 子 群 是 {ce} ,S:，S: 的 正规 子 群 是 { e} ,As ， 
Ss; D4 的 正规 子 群 是 {e} ,Bs,A4，S4; "之 5 时 ，5 ,的 正规 子 群 是 {ey ,AS 

证 明 1 ) 对 于 和 1 ,入 :As,A4 ,直接 验证 即 得 .0 之 5 时 ,A, 的 正规 子 群 是 {e} ， 
A ,， 这 是 著名 的 结果 ， 容 易 从 其 它 地 方 找到 证 明 ， 从 了 略 。 

2 ) 对 于 S1,S4,5s,S4, 直 接 验 证 即 得 , n2> 5 时 , 设 H 是 S ,的 正规 子 群 , 且 芋 汰 
{6} ,日 去 S34,;, 则 易 知 日 人 A, 是 5 ,的 正规 子 群 ， 由 于 HNnA, CCA,, 所 以 易 知 HNA， 
是 入 ,的 正规 子 群 ， 从 而 ,再 由 1 ) 得 ， HnA ,=A ,或 HAA,={e}, 者 HNA,= 
{e}， 风 由 已 天 {e} 知 ;车 了 中 含有 奇 村 换 , 则 于 中 除外 必 全 为 奇 轩 换 ， 且 对 于 任 -~ 
奇峰 换 w， 有 w2 三 6， 人 从而， 表示 为 不 相连 的 循环 置换 的 乘积 时 ， 必 为 对 换 之 积 ， 知 
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则 c* 大 。， 设 r 为 莫 中 的 另 一 奇 置换 ， 则 r=2，o==r*i=r， 全 关 风 沾 厅 
换 均 相等 设 o 一 (条 )…” 取 + 一 (ik)，k 大 i ， 则 直接 计算 得 fr-!10r 二 (站 )…， 

H 是 S ,的 正规 子 群 ， 所 以 r-tor 是 卫 中 的 奇 置换 ， 但 c 基 r- :ar， 引 出 矛盾 . Mo 
必须 有 HNA. =A, A. EH. 再 由 | A， 1=#15。 | 及 |H||1Sj 知 ， IHI> 


|A,|，,，H=An. 因此 ，S， 的 正规 子 群 是 {e 上， 人 Aw, Sm, 证 完 . 

二 可 解 群 . : 

结论 了 ” 设 昌 是 群 G 的 子 群 ， Mi 是 旦 的 一 切 左 陪 集 作成 的 集合 ; MR 是 兵 前 一 切 
右 陪 和 集 作成 前 集合 ， 出 存在 Mr 到 MR 的 双 射 . 

证 明 作 万 MLz 一 MaR， 对 任意 HGCML 使 f(a )=Ha~!， 如 易 证 f 是 Mi 到 
Mz 的 一 个 双 射 , 证 完 ， : z 
定义 6 设 再 是 群 G 的 子 群 ， 区 在 (有 了 和 个 十 有 了 则 称 ” 是 日 
在 中 的 指数 ， 记 为 n= (G:HY， | 

结论 8 车 了 是 群 G 的 正规 子 群 ， CG:B = , 则 商用 CG/ 日 的 阶 是 n, 即 GJH = 
(GHY =n, : 

证 明 ”由 商 群 的 定义 及 定义 6 即 得 . 证 完 ， / z | 

定义 7 设 G 是 群 .着 存在 G 的 子 群 G1=G,Gs,… ,Gs ,G,41 二 《e} ,使 得 ， 
1 ) 1 二 GDG: 卫 Gel 2 ) 每 个 Gi#1 是 Gi 的 正规 子 群 ,7 一 1,2，…，S，3) 
离 群 列 G1/G:，Gz/G。…Gr /Gs#1 中 的 任 一 个 的 阶 都 是 某 个 素数 或 1， 则 称 G 
是 一 个 可 解 群 ， 

定理 5 当 1 夺 #4 有 时，S4 是 可 解 群 ， wn 时， 不 是 可 解 群 

证 明 当天 4 时 ， 根据 定理 4 与 定义 7 ,容易 验证 ， 从 路 ， 当 1 二 4 时 ，C, = 
{(1),(12)(34)} 是 B4 的 正规 子 铬 ,从 而 就 有 SsAsBs>C4> {9} 且 IS4/A4 = 
2, A/Bs4=3, IB/C1 =2, C4 {e} =2, 扬 矿 ， ”4 是 可 解 群 . 证 完 .. 

三 多 项 式 的 分 列 域 : 

定义 8 妆 忆 是 域 中 的 扩 莽 ， 车 的 任意 元 素 都 是 的 代数 元 ， 风 称 已 是 FF 的 代数 
扩 域 。 

注 以 下 的 误 均 为 数 堪 ， 有 时 不 再 号 出 “ 数 ” 这 个 字 . 自然 ， 许多 结论 对 于 一 和 
的 域 也 是 成 立 的 . i 

定理 6 到 域 F 的 扩 城 忆 是 下 的 代数 草 扩 城 e> 记 是 的 有 限 代数 扩 城 。 

证 明 =>, 设 E=F(a)， % 在 上 上 的 次 数 是 ”， 则 由 代数 单 扩 域 的 结构 定理 ， 
(F(a):F ) =n，, 从 而 ,对 于 任意 调 PEE, 六 万 ,pz ,PB" 在 F 上 线性 相关 ， 于 是 ， 
有 不 全 为 零 的 bo。 ,51,B:，: ,br ,使 得 bo 十 b1B 十 bsB: 十 … 十 bs Dr 一 0， 所 以 ，B 是 
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FP 土 的 代数 元 ， 因 此 ， 瑟 是 FF 的 有 限 代 数 扩 域 ， 
< 声 ， 由 于 忆 是 的 有 有 限 扩 域 ， 所 以 EE=F(a1,02,… ,Qs )， 例 如 ， 取 4 ,4 pa 
cs 是 忆 在 F 上 的 一 组 基 ， 即 可 以 ,我们 先 证 明 4 二 2 的 情况 ， 为 方便 , 写 E=F(B,y). 
设 8，yY 分 别 为 F Cx】 中 不 可 约 多 项 式 f(x)，g(x) 的 根 . 又 设 B1=p, PB,，,: 
B; 是 用 x) 的 所 有 概 ，Y 1 二 YY 是 g(x) 的 所 有 扫 对 于 任意 的 ;及 /1 + 
x»i 三 二 x7 在 F 申 至 多 有 一 个 根 ， 由 于 下 中 有 无 穷 多 个 数 ， 所以， 有 a 人 EF, 使 Bi 十 
ai 尖 P+ar, 设 4 二 p+ay， 则 有 F(P,v)=F(a)， 首 先 ， 显然 F(a)SF(P,“%), 其 
次 ,四 证 F(P,p)CFCa)， 实际 上 ,只 要 证 明了 ,EF(a), 就 有 P=a 一 a;yEF(a)， 
从 而 得 证 ， 
我 们 证 明 ，7X 一 了 是 F(a) (xi 下 g(x) 与 J(a 一 ax) 的 叭 一 的 公 根 由 于 bf? )= 
0 及 f(a~-cy)=/(8)== 0， 所 以 是 公 根 ， 当 j 尖 :时 ， Yj 不 是 fc 一 ex)》 的 根 ， 否 
则 ,由 f(c 一 apj)==0 知 ,a 一 ay; 是 (x) 的 根 、 从 而 a 一 ay; = 月 ,Pi 十 gyi zz 
CC， 与 Di 十 ay 天 有 ar(T 关 1) 了 矛盾 .这样 ，g(x) 与 Ca 一 ax) 仅 有 一 次 公办 式 ， 即 
x 一 ?是 g9(x)，7a 一 CGx) 的 量 大 公 因 式 ， 由 于 最 大 公 凤 式 不 因数 域 的 扩大 而 改变 ， 所 
Ux—rEPF(a) C(x} , yEF(a). 
当 六 之 2 了 时 ， 用 数学 归纳 法 ， 基 得 ,证 完 ， 
全 3 QQv2v3)=QIw 2 二 Tw3). 鸣 证 ， 从 洲 ， 
结论 9 (代数 基本 定理 ) 任意 复 系数 多 项 式 必 有 复数 根 . 
结论 :0 系数 为 数 的 n 次 多 项 式 /(x) 在 复数 域 C 中 有 县 仅 有 nz 个 根 ( 重 根 按 重 数 计 
算 ) ， 从 而 A(x) 在 C Lx】 中 分 解 为 一 次 因 式 的 各 积 ， 
证 明 此 为 代数 基本 定理 的 推论 ， 证 完 . 
定义 9 ” 设 f(x) 是 域 F 上 的 n 次 多 项 式 ， 巨 是 的 护 域 ， 若 /(x) 在 EE (x) 中 可 以 
分 解 为 一 次 因 式 的 聚积 ，f x) 二 al(x 一 81)(Xx 一 Q;) 尺 (x 一 sx )， 但 是 ， 在 瑟 的 任 一 
个 真子 域 的 多 项 式 环 中 都 不 能 如 此 分 解 ， 则 称 已 是 (x) 的 分 裂 域 . 
定理 了 对 于 F(x】 中 的 任意 多 项 式 f(x)， 下 为 数 域 ，deg(/(x))=n 污 1, 奏 
在 叭 一气 分 型 域 EE， 且 已 是 的 有 限 代数 扩 域 ， 
证 明 1) 由 结论 9 ，f(x) 人 在 C 中 有 个 根 a1 aa ,as ， 作 瓦 =FOai as 
as )， 则 忆 就 是 x) 的 分 弹 域 .唯一 性 显然 ， 
2)E=F(e1,as an )，01,08,… ,Qs 均 为 BF 上 的 代数 元 ， 且 次 数 均 不 大王 
1 ， 从 而 ， 由 扩 域 的 次 数 定理 得 (下 :F)< n" . 因此， 已 是 F 的 有 限 扩 域 ， 进而 可 证 瑟 
是 下 的 代数 护 域 .证 完 ， 
例 4 7J(xz)=x2 一 2EQ [x] 的 分 裂 域 忆 =Q(Cw)， 


二 
定理 8 落 上 ,下 是 域 ， 下 全 下 ，g《x) 是 FR 《x) 中 的 不 可 约 多 项 式 ，g (x) 是 
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FLx ] 中 与 g(x) 对 应 的 风 珊 式 ( 即 系数 分 别 是 g(x) 的 系数 的 象 》， a 是 g(x) 在 下 的 
扩 焉 中 的 一 个 根 ，a 是 9 (x) 在 室 的 扩 域 中 的 一 个 根 ， 则 有 二 (a)， F(a ) 的 同 构 工 ， 
使 得 对 于 任意 a 人 FE， 有 r(e)=a(a)， 且 r(a)= 志 、 特 别 地 ， 当 已 = 蕊 ，a 是 恒 等 陕 


射 ， a，P 是 g(%) 的 镜 个 根 ,， 有 F(a) 仿 FtB)，rt(a)=B， 且 对 于 任意 aEF， 有 
r (a) =a; 而 对 于 f(x)EF Cx] 的 分 裂 城 已 的 自 同 构 -。 逢 r 保 特 F 的 元素 不 动 ， 
r 殷 疙 sx) 的 根 变 为 P(x) 的 根 ， 

证 明 1 ) (x) 是 FF Cx] 中 的 不 可 约 多 项 式 ， 靳 不 然 ， 设 (x) 可 的， 出 


9(%) =g 1(*) 9 40%) 假定 g(x) ，92(x) 是 下 [x) 中 分 别 与 可 (x )， 


约 多 项 式 耶 荞 


- 2) 根据 代数 单 扩 域 的 结构 定理 F(a) ={ a,aila,.EF}, F(a)= 
iw= 人 0 
smil | 1 nl 
{ 吨 aia! | a,EF}. 作 z:F(a)—»F (7 ), (7a,ai)= }》 G; a!, 
i=0 i= 0 | = 


易 证 F(a) 心 证 ()， 县 r(a)= 了 ,其 由 0 oo ) 具体 细节 从 陪 ， 

3) 由 1)，2) 可 得 山王 = 到 的 情况 ， 证 完 . 

定义 10” 设 EE 是 民 的 代数 扩 域 ， 对 于 FF [x 中 的 任意 的 不 可 多 到 项 式 g(x)， 车 
g(x) 在 EE 中 有 根 ,: 刚 g(x) 在 EE Cx] 中 可 以 分 解 为 一 一 次 因 式 的 条 现 ， 闭 么 ， 民 就 称 为 
F 的 正规 扩 域 ， 叉 称 为 的 俺 罗 华 域 

定理 9 是 大 的 有 限 正规 扩 城 人 下 是 Cx] 中 的 某 个 和 可 页 武 F(x) 的 分 更 

证 明 之 ， 由 于 EE 是 F 的 有 限 扩 域 ， 所 以 五 = Fai Qs,，…， arn ), 设 ff; (x) 是 
RC*] 中 以 Qi 为 根 的 不 可 约 儿 项 式 , 见 由 号 是 F 的 正规 扩 域 知 ，fi (x) 在 忆 (xy 让 


i= 1 


分 解 为 一 次 因 式 的 对 积 ， 从 而 f(x)== 了 fi (x) 在 E Cd 中 分 解 为 一 次 因 式 的 条 


积 ， 因 此， 玉 是 f(x) 的 分 异域 . | 

< 设 E=F(al， Qs ,as 》 是 F [x] 中 的 荣 一 一 个 多 项 式 /(%) 的 分 裂 域 ， 
1,04, "Qs 是 作 x) 的 根 ， 风 用 定理 7 知 ， 忆 是 F 的 有 限 代数 扩 域 ， 设 g(x) 是 
FP [x) 中 的 任 一 不 可 约 多 项 式 ，B 是 g(x) 的 一 个 根 ,， 6 CE， 设 P/ 是 2) 的 另 一 
根 ， 则 只 要 证 明 B7 € 下 . 
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1 
由 定理 8 ， 存 在 95, 使 F(H) 人 FUB1) ， 旦 对 于 任意 的 a 人 FF， 有 o(a)==a, 还 
有 o(B)=B8/， 把 f(x) 看 作 F(B) CxY ，F(B!) C(x] 中 的 多 项 式 ， 反复 使 用 定理 8， 


得 到 rz ， 使 得 F(8) {ai, as, "an) 一 F(B/) (al，C2，，Cs) ，TCCi) 
一 Qj 站 且 对 于 F(p8) 中 的 任意 的 bp， 有 r(b)= 二 0(4b)， 由 于 忆 是 让 的 代数 扩 域 ,PB 亿 EE， 
所 以 ，B 是 系数 属于 F 的 a1，Q2，…，Qs 的 多 项 式 ， 有 一 用 ci，aa，…，as) ， 
从 而 Bi/=o(B)=T(B)=7 (Rail a2, 1, Gn )) =h (rT (a1) , TtT(a9), 1, 
rtaa)) EF(lal, Gs, 昼 ,， Qn) ， 即 B1 人世 .证 完 . 

定理 10 车 数 域 E 是 数 域 F 的 有 限 正规 扩 域 ， (EE;F》 二 n， 则 卫 的 保持 下 的 元 不 
动 的 身 同 构 的 个 数 是 nm ， 四 

证 明 由 定理 9 ,EE 是 F (x)】 中 某 个 多 项 式 的 分 裂 域 ， 从 而 ， 由 定理 6 ,又 是 
下 的 代数 单 扩 域 . 设 已 =F(a) , .a 是 F [x] 中 的 不 可 约 多 项 式 p(x) 的 根 . 由 代数 单 
扩 域 的 结构 定理 知 ，p(x) 是 n 次 多 项 式 . 易 证 ，p(x) 无 重 根 . 设 plx) 的 % 个 根 为 
Ql 二 0，Q2，,…，, Qn。 由 于 E 是 FF 的 正规 扩 域 ， 所 以 al，a2,…,an 均 在 EE 中 ,利用 
定理 8 ,得 出 ,EE 的 保持 下 的 元 素 不 动 的 自 同 构 ， 把 p(x) 的 根 为 a 变 为 p(x) 的 根 - 
xj，1J=1，2，…，1#。 因 此 ， 这样 的 自 同 构 的 个 数 是 站 证 

四 “人 徊 罗 华 基本 定理 

结论 11 设 已 是 域 ， 晶 是 EE 的 自 同 构 群 的 子 群 ，F(H) tl E,0(f) = 
Vo € H}, 则 F(H》 蚌 EE 的 子 域 . : | 有 

证 明 显然，0，1 CF(H) ,从 而 F(H) 至 少 售 坝 个 元 索 ， 若 f1;f2 是 
F(H) 中 的 任意 元 素 ， 则 对 于 任意 0 蕊 日， 有 o(f1) =f1, 0o(f2) =f2， 从 而 ， 
ol(fi1—f2) =o(f1) ~o(f2)=f1-f2, 所 以 , fl 一 /2 GF(H). 当 f2 兴 0 
时 ,ol(f1f21)= oF ofa) = ff, 所 以 ， fifs E F(H) .因此 ， 
F(HH) 是 EE 的 子 域 . 证 完 ， | | 

定义 11 称 结论 11 中 的 F(HH) 是 子 群英 所 决定 的 下 的 子 域 。 
结论 12 设 马 是 域 ，F 是 巴 的 子 域 ， G(E/F) ={a | o 是 EE 的 自 同 构 ,， 且 of) 
=f, VYf CF}, 则 G(E/F) 对 于 映射 的 乘法 作成 一 个 群 . 

证 明 显然 , EE 的 恒 等 自 同 构 在 GC(E/F) 中 ， 从 而 GLE/F) 非 空 .. 车 01，02 是 
o(EE/F) 中 的 任意 元 素 ， 则 对 于 任意 f 全,， 有 o1(f) =f，oas(f) =f， 类 而 ， 
(go102) (f) = 0o1(02(f)) =01(f} =f, oi-1(f) = oi1-1(01(f)) = 
(go1-401) (f) = 了 ,所 以 ,Jo102, 01-4 CG(E/F) .因此 ，G(E/F) 作成 EE 
的 自 同 构 群 的 子 群 ， 即 G(EE/F) 作 成 群 。 证 完 ， | 
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定义 12 结 绪论 12 中 的 群 G(E/R) 称 为 忆 对 于 下 的 租 罗 华 天 ， 或 称 为 子 城 下 所 决定 的 
子 群 . | 
结论 13 没 忆 是 城下 的 正规 扩 域 ， 玉 i 是 的 护 城 且 FGF , CE， 则 EE 其 F ,的 正 
规 扩 域 。 
证 明 由 于 忆 是 FF 的 正规 扩 城 ， 所 以 下 是 F 的 代 效 并 从 而 已 是 PF， 的 代 政 扩 
域 . 设 g(x) 是 Fi (x) 中 的 任 一 个 不 可 约 多 项 式 ,a ECE，g(a)=0. 由 CEE 知 ，v 
是 玉 x] 中 某 一 个 不 可 约 多 项 式 h(x) 的 根 , 即 h(a) =0 由 于 EE 是 下 的 正规 扩 域 ， 所 以 
h(x) 在 EE Cx] 中 和 分解 为 一 一 次 因 式 的 获 积 .但 是 ,h(x)EF1 [x] ,又 ,g(x) 在 FPF! [x1 
中 不 可 约 , 从 面 ,根据 代数 单 护 证 的 理论 ,由 g(2) =h(a)=0 得 ,9(x) | h(x) 办 中 
9(%) 在 E.[x】 中 分 解 为 一 次 因 式 的 乘积 ，E 是 F 的 正规 扩 域 ， 证 完 ， / 
定理 11 (名 罗 华 基 本 定 再 ) 若是 城 P 的 有 限 正规 扩 红 ， 4 是 中 间 绕 ， FC 
Fi GE， 了 是 G(E/R) 指 子 群 ， 则 ， 
1) F (G(E/R1)) 一 Fat， 2) G (E/F(H)Y = 
3) | G(E/PFs) | =(E:F3), | G(R/F)| =(E: py 
/ CG(E/F): G(E/F1)) = (F1:F) ， 
| 下 1 ) 由 于 G(E/F) 的 定义 知 ， RL CF(G(E/F1)), 再 证 明 .， ,F(G(E/F1)) / 
， 闭 不 然 ， 则 有 2EF (G(E/F1) 》， 0 供 F 1 ， 从 而 ,a 是 1 (x) 中 的 某 一 
ee 的 根 ， 2" 是 p(x) 的 异 于 a 的 要 由 定理 8， 有 
F 

， 使 Fi(a) 一 Fi(a/) ,rt(a) =ay 且 r 使 F 1 的 元 案 不 动 由 结论 13， 忆 是 F 1 
有 正夫 扩 下 从 而 ,G/CCE. 将 r 延 拓 为 EE 的 自 司 构 g，o 使 Fi 的 元素 不 动 ， ot 
AE/F1) ,而 ol(a) =a/, g(a) 关 z， 这 就 与 CEF( G(E/F1) ) 予 导 ， 因 此， 
F(G(E/F1) =F1. 

2 ) 由 FC 日) 的 定义 知 ，HCG (E/F (H) ) . 车 , 设 H = {01, O29, 
ck ， 则 ,只 朗 证 明 | G(E/F) ) | 志 有 ,就 一 定 有 G (EJ/F (H) ) = HH 又， 
由 定理 12 知 ，| G (E/F(H) ) | = 《EECH)》)》， 所 以 ， 只 要 证 明 .(E:F(H) ) 
全， 就 可 以 了 ， 由 于 忆 是 F 的 有 限 正规 扩 域 ， 所 以 EE= F(a) ， 考 虑 多 项 式 f(x) 
(x 一 ol(c))(x 一 os(e)) % (x~o,(a) ) . 由 群 的 消去 律 知 ,，o ,0o1, o ,2， 
~“, 0 ,0 ,是 01， 52，…，08 一 个 的 排列 ,从 而 (o.oo1) (a) ， (o.F2) (a), 


由 


1 


‘(004) (0) 是 ol (a) ,os (4) ,or, 0o,(a) 的 一 个 排列 ， 又。f(x) 
的 系数 是 o1 (4 ) ，0，( 9 ) ，…，0 (4 ) 的 初等 对 称 多 项 式 , 记 以 ,对 于 任 沁 
的 0 ;不 动 ， 从 而 ， fxJEFCH) Cx) . 由 于 ol ，0,… ，a ,中 有 一 个 是 蚀 等 了 
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射 ， 所 以 f(a ) 一 0. 但 是 ，f(x》 的 次 数 是 #， 所 昼 ，C 关于 FF(H ) 的 次 风色， 最 
然 ， EE 二 F(H)(a)， 所 以 ，( E:F(H)) 储 . : 

3 ) 由 定理 1 0 知 ，| G(E/F,)1=(E:F,), | G(E/F)| = (E:F). 
据 扩 域 的 次 数 定理 ， 得 到 ，( EE:F) 二 (EF,)(F,:F). 易 证 ，G(E/F， ) 是 
G(E/F) 的 子 群 , 县 成 立 G(E/F》=!G(E/P1)| (CG(E/F):G(E/F1)) ， 记 
以 ， [LG(E/F ) :G(E/F1)) = (FPF,:F ). 证 完 . 

定理 11 建 立 了 EE 与 FF 的 中 间 域 下 1 与 群 G(E/F ) 的 子 群 之 间 的 一 一 对 应 关系 ,并 
其 ，G(E/F(G(E/F1)))==G(E/F1 ) . 从而， 就 将 域 的 问题 转化 为 群 的 问题 来 讨 
论 ， 这 也 就 是 全 罗 华 理论 的 基本 出 发 点 与 基 本 思想 ， 因 此 ， 常 称 定型 11 2 用 
定理 . 

例 5 EFE=Q(o, y ) ， v= (—i+ti 3 由 于 中 万， 分 别 是 Q(x】 
中 不 癌 约 多 项 式 x3 一 3 二 (x 一 8/F)(x-08/7)(x-0 B82 ), x*+xtl = 
(x 一 OJ(x 一 02) 的 根 ，(EYQ ) =6,， 所 以 , G( EE/Q) = {e, o', Ol, tT ,Ort, 
Qa:r} ,oo(8/7) =o08/2, 00) =0, r(8/ 了 ) =8/F, TO)=0:. 
G(E/Q) 的 子 群 是 {e} ,Hi = {e, go.0:} ,Hs = {e, r} ,Hs= {e, or }, 
= {ce， ot} ，G， 对 应 的 子 域 分 别 是 已， Fi 一 Q (0), FQ(8/7F)， Fo 
Q(o8/F), F(T),Q. 

五 多项式 的 侍 罗 华 群 

定义 13 设 F 是 域 ，f(x ) EF [x) ,EE 是 f(x ) 的 分 异域 ， 则 称 G( E/F ) 是 
f(x ) 的 姑 罗 华 群 , 记 为 G( f(x))， / : 

定理 12 f(x)EF Cx) 的 其 罗 华 群 G(F(Cx) ) 同 构 于 荣 个 置换 陪 ， 从 而 ， 就 说 
”G(f(x)) 是 一 个 丑 换 群 ， 
证 明 设 (x) 有 Rk 个 不 同 的 根 a ， ， Qs ,0 ， 则 f(x) 分 瑟 ERCa 让 


dv， “en, u,). 由 定理 8 ,对 于 oCEG(f(x)) CC C ， ) bf ， c ; ， c ; a. 
z i 1 2 


nj 是 ai ，as，…，a4 的 一 个 排列 ， 由 于 也 的 任 一 元 素 均 坎 示 为 Cl ,Qs 

的 多 其 式 有 a ， Q,; “pg CQ ), 其 系数 在 下 中 ， 所 以 ， 该 元 素 在 ga 之 下 的 象 为 

h(o(la, ) ,ola, )，… ,oo(ar))=h(a，,， Qa，,…,Q ，)，, 因此 , 0 与 里 换 
11 7， 1 


] 2 本 
(7 / ， “相互 唯一 决定 ， 营 记 这 种 有 元 置换 所 成 的 集合 为 G， 则 og 二 
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Gi, 7 机 六 ) 枫 对 应 是 GCCx) ) 到 全 的 双 射 ， 易 还 明 ， 轻 换 蕴 乘法 是 G 的 代数 


运算 ,县 G(f(x) ) 宇 吾 ， 从 而 合作 成 一 个 置换 群 ， 证 完 . 
求 GCF(x) ) 是 一 个 较 复杂 的 问题 ， 此 处 从 略 、 下列 只 列 出 一 个 结果 ， 
例 6 fj(x)=x3-3x+iICEQ (x , G(fF(x))={(1), (123)， 
C432)}. | : 
定理 13 f(x)=x"+aix” +a2x" +tan-1x+an, 其 系数 41 ， 
…，0 ,是 文字 , 则 G (f(x))=5,.. 
定理 !13 的 证 明 较 复杂 ， 从 贱 ， 我 们 可 以 这 样 理解 ，f (x ) 的 # 个 根 &，，&a 
a ,是 相互 独立 的 ， 从 而 ， 定 理 12 的 证 明 所 决定 的 去 换 是 # 元 置换 ， 且 根 w，，C，，，， 
人 个 自 馈 构 o， 所 以 共有 ti! 个 ,， 即 G (f(x))=5,.， 
代数 方程 可 以 根 式 解 的 茶 件 : 
必 介 绍 扣 式 所 风 有 关 疾 
定义 14 若 f《(x) 是 多 项 式 ， 则 称 方程 fx) 二 0 是 代数 方程 ， 
定义 15 设 EE=F (a ) ,a 是 x* 一 aEF (x】 的 根 ， 即 a"GF， 则 称 E 是 FF 的 要 
式 扩 域 ， | | | : 
”结论 14 卷 忆 是 F 的 报 式 扩 域 ，( 忆 :F ) =#， 则 有 一 系列 中 间 成 FP, 二， 
,FF, ,,F =E, > PLP Cm EP SP, (FF, FR,) 


上 ‘. 
=pi, p, 是 娄 数 i=0, 1, 2, ,1t—1. | 

证 明 ”由 定义 15, EE=F (a) ，anEF. 由 于 (EIF) =#n;， 所 以 xn 4(a= 
a" ) 是 F [x) 中 的 不 可 约 多 项 式 , 设 n 一 pp,… 了 ;是 素 风 数 分 解 式 ，2 ,| 一 
pips” ‘pi, Fi,,=F, Ca ) ,i=0, 1, ,1—-2, a 一 4， 则 Fo 一 工 ， 
Fi=F(a),F,=F (0),, Foy=Pjs (ai_i)EFI=R， (a,) = 
pp, 有 由 扩 城 的 次 数 定理 及 户 ; 均 为 素数 ， CE ) = 
pi 二 0, 1, ,1 一 1, 证 完 ， | 

定义 16 设 1( x) EF [x] ,五 是 1 (和 ) 的 分 列 域 ， 闭 有 一 系列 中 加 wp 
F ,使 得 F 二 Fs。 CF CC…CPF, =, 下， ,是 F ,的 根 式 六 域 , f=06 1，?， 


5 一 出 区 全 妆 方 和 /2 ) =0 可 以 根 式 角 
为 了 给 出 可 以 根 式 解 的 条 件 ， 再 作 些 准备 ， 


r, "YY fi 二 It 


号 胡 4 流 忆 是 六 有 限 正规 六 域 ， 全 ,是 中 间 域 ，FGP CE， 由, 是 的 正夫 
扩 域 3G ( EJ/F; ) 是 G CE ) 的 正规 子 群 ， 

证 明 =>， 由 条 件 知 ，F ,是 FF 的 有 限 代数 扩 域 ， 所 以 ,由 定理 6 知 ,， Fi 一 
F(a) ,a 是 F Cx】 中 不 可 约 多 项 式 f ( x ) 的 根 . 对 于 EG (E/F ) ,根据 定理 
8 ,0 《a ) 也 是 f(x ) 的 根 ， 出 于 FF, 是 F 的 正规 护 域 ,所 以 o(& ) ERF |， ， 从 面 下 ， 
Flo (a)). 对 于 G (了 /ER ) 中 的 任意 0 及 G( E/F ，) 中 的 任意 4 ， 由 代数 单 扩 域 
的 结构 定理 ， 只 要 证 明 o7.o™! 使 0《 a ) 不 动 ,就 有 0ho™' 使 F 1 的 元 崇 不 动 . 实际 上 ， 
由 a ER, 入， (2)=ca, 从 而 (cc4o 7 ) (ao(a))= (oN)((o'o ) (a) )= 
(oh)(la) =o( ha) ) =0(a). 此 ,gho-!EG(E/F, ),G(E/F ) 是 G(E/E) 
的 正规 了 群 ，。 -| 

之 设 G(E/E，) 是 G(E/F ) 的 正规 子 群 , 则 G(E/F, ) = go(G(E/F1))o-!,， 
对 于 任意 0EG(E/F ) ， 如 上 所 述 , 下 ,二 FF( & ) ,a 是 [x】 中 不 可 约 多 项 式 f(x) 
的 根 、 如 能 证 明了 (x7 的 任 一 个 根 均 风 于 了 ， 则 FF | 是 1《 x) 的 分 裂 域 ， 从 而 ， 由 定理 
9 知 ， 下 ;是 下 的 正规 扩 起 ， 的 

实际 上 ， 由 G(E/F ) 的 定义 及 定理 8 ,对 于 任意 ccGG(GE/R ) , cka) 均 为 
f(x ) 的 根 ,并 县 ,7(x ) 的 任 一 根 均 可 写 为 c(c ) 的 形状 ， 上 而 已 经 证 明 ，G(E/F ，) 
一 oG(E/F ,yo~! 中 的 任意 元 素 均 使 0(a ) 不 变 , 因此 ,ola) CF(G(E/F, )). 
根据 定理 11，F(G(E/F,))=F,， 所 以 co (a ) EF,. 证 

”结论 15 设 数 域 含 雄 n 次 本 原单 位 根 ， 忆 是 F 的 根 式 扩 域 ，( 玉 : F) = ， 则 忆 
是 某 个 多 项 式 x" 一 aGFE〔x) 的 分 裂 域 ， 从 而 是 正规 扩 域 ， / 

证 明 ” 记 E=F(a) ,a"~aEF, 则 x* 一 aEF [x] . 设 e 是 一 个 4 次 本 原单 位 
根 ， 则 a，ea ，e?Q，…，e"-!Q 是 x" 一 a 在 EE 中 的 n 个 机， 所 以 EE 是 x" 一 a 的 分 列 
域 .再 由 定理 9 ,是 F 的 正规 扩 域 .证 完 ， 

注 “下 面 均 假定 F 是 含有 任意 次 本 原单 位 根 的 域 ， 这 样 不 改变 根 式 解 问题 的 性 质 ， 
因为 下 添加 本 原单 位 根 记得 的 扩 域 是 根 式 扩 域 ， | | 

结论 16 设 忆 是 F 的 正规 扩 域 ，( 忆 ;FPF ) 一 p，p 是 素数 ， 则 EE 可 以 由 祈 经 一 系列 
根 式 扩 域 得 到 . : : 四 

”证 明 由 于 (下 :EF) 一 户 所 以 可 设 已 汪 F(a ) ,a 是 F [x】 中 pp 次 不 可 约 多 项 
式 p(x) 的 根 . 如 能 证 明 w 可 以 由 FF 上 的 根 式 经 加 减 溢 除 四 则 运算 才 出 , 则 结论 蕊 立 ， 

由 于 【下 :FF ) = 一心 ， 所 以 ， 由 定理 11 知 ，{1G(E/E) | 二 p, 从 而 , 易 证 G(E/F ) 
是 p 阶 循环 群 ， 记 G( BE/FP ) 一 {o', 0!, oO?, 四 ot-1} 。 
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由 于 巨 姑 FF 的 正规 扩 域 ,请 以 ,p(x ) 的 根 个 & | 二 0 9，,，， 忆 45 均 在 EE 中, 没 e 
是 一 个 pp 次 本 原单 位 根 ， 考 察 址 面 的 关于 a , ，c;，…，e&y 的 线性 方程 组 
feito, toast+a 一 一 ?0 
| a 1 十 ca， teta, 十 … 士 ep 一 1a 0 一 了 | 
、 Ci tera, 十 2 & 十 : .十 e2( 由 一 1)a ， =y， 
a tep-1a, +e2(b 一 Da + 二 se(b 一 1 a =Pp 
该 线性 方程 组 的 系数 均 属 于 EE， 且 系数 行列 式 为 一 范 得 蒙 行列 式 ， 不 为 从 而 ， 可 用 
ER 及 YE, Pi Vos Vp | 用 加 减 乘除 四 则 运算 将 C, ，a，，…，cp 才 未 出 来 .， 
由 定理 12， o 是 一 个 p- 生 环 置换 ho ( 1 2%p). ee 
a eha, 二 ah + ‘+e(p—Dka, ， 得 到 a ， 十 eka 十 e2 ha 让 + 
e (bb 一 2)Ra +elp—i)Ra ph ph 一 尺 pk —k= = 近 
ay 十 skaji 十 ckc 十 十 e( 凡 一 2)Ra + ep Dk ye-h, 此, Gy ,) 
一 82 “. 由 于 (he- 和 请 一 站 8 oly sp ) 一 (7 二 (7 人 ep 
一 yb， 因 此 yp ,PEF. 记 Pp 一 a ，， 则 ,是 a 的 次 方 根 ， 为 方便 ， 记 ?74 一 
ya kh 一 1，2，w…， 一 1， 另 外 ， 由 很 与 系数 的 关系 知 ，P。 EP， 为 一 致 起 名 
记 a =, 从 而 就 有 
(ei +a, +a, 十 … .+a p=0, 


| , ,+ ea,+e’a, ttep-la p= a 
a ,tea,+era, + ‘+e hl ep or 


| ~ 
a + ep-ia, +e2(p—De, 十 … pe- 1 2 


- 这 样 ， 就 得 EE 二 F(a)， =F(ao, al Wass nn ,Nap_! . 易 知 3 FC 
FOYECFCY ENYCE" CR YN Ya) (Wap 1) TE. HE 完 , 
下 面 给 出 代数 方程 可 以 根 式 解 的 条 件 

定理 15 设 F 是 数 域 ， f(x)EF Cx) ， 则 代数 方程 /(x) 一 0 可 以 根 式 解 G>7Cx 


的 体 罗 华 群 G( f(x)) 是 可 解 群 . 
证 册 人 设 卫 是 jx) 的 分 异域 ， 则 出 条 件 及 定义 16 知 ， 有 FF = PC ,GF, C 
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CT =P, PP | 是 Ri 的 根 式 扩 诚 ,1 一 0，1，2，"，S 一 1， 出 结论 14， 可 以 投 定 
(F， ,IF ) =p,， Pp; 是 素数 ,i 二 0,!1，2.，s 一 1 由 于 已 是 A( x ) 的 分 裂 域 ， 
所 以 ， 由 定理 9 知 ， 忆 是 玉 的 正规 扩 域 ， 育 由 结论 13 知 ， 卫 是 F ,的 正规 扩 城 ， 从 而 ， 
可 记 G ,=G (EE/F,), i=1, 2,", §~1, Go =G(f(x) ) =G (E/F),G. 
=G (E/E) = {e} . 于 是 得 到 , {e} =G ,CG ,CCG CG,=G(f(x)). 
由 结论 15 知 ，P ， ,1 是 下, 的 正规 扩 域 ,i 二 0，1，2，…，s 一 1， 记 以 ， 册 定理 14 知 ， 
G ，， ;是 G ;的 正规 子 群 ， 根据 定理 1，[G,?G; = 一 (Fi IF)》， 但 
CFF,)=p,, 所 以 [| Gs/G; ,1 [=P 0 1, 2，…，S 一 1， 国 此 ， 
由 定义 了 知 ，G。, 二 ( / (x) ) 是 可 解 群 . 

全 设 E 是 f(x ) 的 分 裂 域 ， 由 于 G=G(7(%) ) 是 可 解 群 ， 所以， 由 定义 7 
得 ， 雁 在 G 的 子 作 Gs。=G, G,，G,,…，G,= {e} ,使 G,=GDG, 沪 6G, 守 .… 
DG,= {e}, G ii 是 G 的 正规 子 群 ， 且 | G ， 1 
1，2，，… S$S—1, 

RF,=F(G,), i=0, 1, 2, ,8, 则 有 F=F,CF CE,CCEF ,=FE. 
由 于 E 是 f(x ) 的 分 异域 ， 所 以 由 定理 9 知 ,EE 是 F 的 正规 扩 域 . 根据 定理 11， 
G(E/F,) =G(E/F(G,) )=Gi， 是 ,的 加 和 了 所 以 , 出 定 
理 14 知 ， 下; , ， 是 F ; 的 正规 扩 域 ，; 一 0，1，2，… .根据 定理 11，(F;， ， 


Fi)= [G:G，]，1G(F 7/F， Ge Fi) 而 CGG， 


pi， 所 以 1G(Fi IVRF )| = 让，G(EF;， VF，) 是 户 ; 院 循环 群 , 从 而, 根 
捐 结 论 16， 下 ;| 是 下 ,的 根 式 扩 域 ,， i=0，1，2,，…，s 一 1. 因此 ， 根 据 定义 16 
f(x)=0 训 以 报 式 解 ， 证 完 ， : 

例 7 (x) 二 x* 一 3x--1CQ [x) ,由 例 6，, G(f(x)) = {( 1)，(123)， 
(132 ) 二 .由 定义 7 ，G(f(x)) 是 可 解 群 .再 定理 15，x3 一 3x 十 1 二 0 可 以 根 式 解 、 

例 8 J(x)==x5 十 3x 十 3EQ [x】， 可 以 证 明 G(f(x))=55， 从 咯 ，Ss 不 是 可 
解 群 ,所 以 由 定理 15 得 ，x5 十 3x 十 3 二 0 不 可 以 根 式 解 ， 
”年 理 16 f(x)=x ran TogsXn 2+. ‘tadn,1Xt+tan’ 其 中 系数 0i， 
0 文字， 则 当 1225 时 ，n 次 一 般 方程 f(x) 二 0 不 可 以 根 式 解 ， 

证 明 由 定理 13，G(f(x))=S,， 又 ,由 定理 5 ， 当 n 池 5 时 ， S ,不 是 可 解 群 ; 
再 由 定理 15，f(x) 二 0 不 可 以 根 式 解 ， 证 完 ， z 
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附录 四 有 限 维 向 量 空间 


第 I 章 空间 
$1. 域 
其 在 由 对 象 ( 钝 量 ) 组 万 的 某 个 集合 中 定义 了 加 法 与 乘法 并且 条 件 (A),(B), 
“(CL ) 均 满 足 ， 则 称 该 集合 ( 太 人 定 的 运算 一 起 ) 是 一 个 域 ， 
9 2 问 量 空间 
”定义 ， 其 元 素 被 称 为 向 量 的 集合 V 是 向 量 空间 ， 若 满足 下 面 的 公理 ， 


(A) 对 于 V 中 的 任意 一 对 向 量 x，»， 都 对 应 V 中 的 一 个 河 量 x 十 9 , 称 为 Y 与 y 
的 和 ， 并 且 


《1 ) 项 法 是 交换 的 ，x 十 y=y 十 %， 

( 2 ) 吉 法 是 结合 的 ，x 十 (y +2)= (xty) +2, 

( 3 ) V 中 存在 唯一 一 的 向 量 0 ， 使 得 对 于 任意 向 量 x，z< 十 0 二 x， 

( 4 ) 对 于 立 中 任意 向 是 x ， 都 对 应 唯一 的 向 量 一 x， 和 使 得 x 十 (一 x )=0， 

( B ) 对 于 任意 一 对 a 与 x， 其 中 a 是 一 个 结 量 而 x 是 V 中 的 向 最 ， 都 对 应 Y 中 的 一 
个 向 量 ax， 称 为 与 x 的 积 ， 并 且 

( 1 ) 乘法 对 于 纯 量 是 结合 的 ，a( px ) = (a6 ) x， 

《 2 ) 对 于 任意 向 量 x，1x 一 x， 

(C) (1 ) 乘 法 对 于 向 量 的 加 法 是 分 配 的 ，c(x 十 y ) 一 Cx 十 CJy， 

( 2 ) 乘法 对 于 纯 量 的 加 法 是 分 配 的 ，(c 十 有 )x=ax 十 Bx. 

3 3 例子 


(3 )n 维 复 坐 标 空 间 C” ( n= 二 1 ，2,… ) ,着 x 二 《 ge, kn )S y= ni, 
7 是 C" 的 元 束 ， 则 | / 
十 y 一 (上 1 十 六 1 ， ""* 十 7 ，) ， 


Qax= (a8, '", CE ) ， 
0==(0,… 0)， 
X= (8, 8.). 
$ 4 注释 


若 纯 量 是 环 〈 代 埠 域 ) 的 元 素 ， 则 对 应 于 向 量 空间 的 一 般 的 模 念 称 为 祺 ， 
§ 5 线性 相关 性 
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me ri ma -一 一 -- 一 一 - 
rr -- -= 


向 量 的 有 限 集 合 {x } 天 线性 相关 的 ， 涛 相应 甩 存 在 不 为 全 党 的 纯 基 的 人 


上 使 得 

a % | 一 
另 一 方面, 车“ 他 qix oa = 0 对 于 每 个 ci . 则 集合 {x i》 是 线性 无 关 的 
ge 线性 组 合 


i x ,时 ， 我 们 将 说 ，x 是 tx } 的 线性 组 合 ， 


定理 。 非 零 加 朋 X 1 ， X 的 交合 是 色相 关 的 当 且 仅 当 某 个 x ，( 2hncn ) 


走 它 前 面 的 那些 向 量 的 线性 组 合 . 
$7 基 
定义 ,向 量 空间 V 的 一 个 ( 线性 ) 基 ( 或 坐标 系 ) 是 一 线性 无 关 向 的 量 的 集合 XX ， 
使 得 V 的 每 个 向 量 是 X 的 元 素 的 线性 组 合 ， 一 个 向 量 空间 V 是 有 限 维 的 ， 闭 它 有 一 个 
有 限 基 . : 和 
定理 ， 着 V 是 一 个 湖 限 维 商量 空间 ， {y 1，…，3ym} 是 V 中 线性 无 关 向 量 的 入 
合 ， 则 ， 除非 这 些 y 已 经 形成 一 个 基 ， 我 们 能 找到 向 量 y 。，，，*…，》 m4o， 使 得 这 些 
y 的 总 体 ， 即 《y 1，Y mn ymi1 "Ym.p}， 是 一 个 基 , 换 言 之 ,每 个 线性 无 
关 的 集合 都 可 以 扩充 到 一 个 基 ， 
$38 维 数 - 
定理 1 . 有 限 维 向 量 空间 V 的 任 一 基 的 无 素 的 个 数 与 任意 其 它 的 基 是 相同 的 ， 
定义 ， 有限 维 向 量 空间 Y 的 维 数 是 Y 的 一 个 基 中 元 索 的 个 数 ， -。 
”定理 2 . 5 维 向 量 空间 《中 m 十 上 个 向 量 的 任意 集合 是 线性 相关 的 ， V 中 个 向量 的 
集合 是 一 个 基 当 且 仅 当 它 是 线性 无 关 的 ， 或 者 ， 当 且 仅 当 V 中 任 一 向 量 都 是 这 个 集合 
元 素 的 线性 组 合 . 四 
$9 同 构 
定义 、 两 个 向 量 空间 0 各 Y《 在 相同 的 城 上 ) 是 同 构 的 ， 着 有 的 向 量 x 与 的 向 
量 y 之 间 的 一 一 对 应 ，y 二 T(x)， 使 得 / 
Tla, XI TO,% , ) 一 a . i T(x1)+e, T(x, ) ， 
定理 . 域 F 上 的 任意 # 维 向 量 空间 V 同 构 于 Fn 。 
$10. 地 空 间 / 
定义 .向量 空 间 V 的 一 个 非 空子 集 M 是 一 个 子 空间 ; 或 线 住 流 形 ， 阁 对 于 包含 于 
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M 中 的 在 总 :一 对 向 虽 x，y， 每 个 线性 组 合 ax 十 有 y 也 包 食 于 对 中。 

访 11 子 空间 的 运算 

定理 1， 若干 子 空间 的 交 是 子 空间 ， 

定理 2 ， 著 S 是 向 量 空间 V 的 向 量 集合 ，M 是 $ 生 成 的 子 空间 ， 则 S 的 元 素 的 岩 愉 
.线性 组 合作 成 的 子 集合 与 M 是 相同 的 。 

定理 3 ， 若 攻 和 世 是 任意 两 个 于 空间 ， MM 是 由 不 和 工 共同 生 成 的 子 空间 ， 则 所 有 潍 
如 x 十 > 的 向 量 作成 的 集合 与 M 是 相间 的 ， 其 中 x 在 KK 中 ， 在 LL 中， 


本 于 空间 的 维 数 
定理 1 。n 维 向 量 空间 V 的 子 空间 M 是 维 数 <<n 的 向 量 空间 . 
将 给 定 # 维 向 量 空间 的 任意 己 维 于 空间 M , 我们 可 以 我 到 V 的 一 个 其 {x 


人 得 在 M 中 ， 从 而 形成 M 的 一 一 个 基 
$ 13 ”对偶 空间 / 


定义 ， 9 归 间 V 上 的 一 个 级 性 到 是 对 于 凶 人 身 量 x 二 文风 一 人 : 草 偿 函数 
2 和 有 华 夺 《向 最 X 1 汪 XY2 和 纯 量 < | 与 C。) 


(GT Fa,% 外) 一 aiy (2 )+cyy(x，) 。 
设 Y 是 任意 线性 空间 ， Y 7 是 “的 所 有 线性 函数 的 集合， 我 们 用 0 表示 由 0 (对 
V 中 的 任意 定义 的 绒 性 画 数 ， 若 ?与 ?是 Y 上 的 线性 函数 ，<; 与 9。 是 结 量 ， 我 们 
和 y (x) =a1y (4) +a, y,(%) 
”定义 的 函数 写 为 y， 容 易 看 出 ，y 是 一 个 线性 函数 ， 我 们 记 作 a y 十 a,y, .由 这 些 
线性 概念 ( 零 ， 加 法 ， 纯 量 时 法 ) 的 定义 ， 集合 V /形成 一 一 个 向 量 空间 ， 本 为 了 的 对 个 


4 方 括号 
对 于 每 一 对 x 与 y， 其 中 x 是 V 中 的 向 量 ， y 是 了 /的 元 素 我们 作对 应 KxX，3] ， 
纯 量 Cx, 7? 定义 为 y 在 的 值 ， 
[alx ,+a 2X%2, )) 一 CI (Xx, ,9) +a, Cx,,y), 
[x*, ly toesy,) =a, (x, y1) +a, Cx, y,) 。 
称 [x，y】 是 V 中 的 向 量 * 与 V /中 的 向 量 y 的 双 线性 函数 。 


定理 1 ,地 “是 ? 维 向 量 空间 ,{x 1， ,x,} 是 V 的 一 个 基 , {a ,… ,a,} 是 (个 纯 量 作 
战 的 任意 集合 , 则 有 和 且 仅 有 V 的 一 个 线性 函数 ,使 得 Kx 8) sa ,1=1, 
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定理 2 ， 若 V 是 1n 维 四 量 空 间 ,， 多 二 《x ，…，x 1 起 V 的 一 个 基 , 则 有 唯一 确定 
的 V /的 基 XX/= yy 具有 了 性质 (xi yi 三 0ij 由 此 ， n 维 向 量 空 间 的 
对 偶 空 间 是 ? 维 的 ， 

基 入 7” 称 为 藉 的 对 偶 基 。. 

定理 3 .车 x 与 7 是 # 维 向 量 空间 Y 的 任意 两 个 不 同 的 问 量 ,网 在 在 Y 的 一 个 线性 遂 数 
y， 使 得 [wy] 汉 [u,y] ,或 者 ， 等 价 地 ， 对 V 的 任意 非 零 各 量 x， 都 对 应 于 
V 7 中 的 一 个 y， 使 得 【x，y] 天 0 . 


316 自 反 性 
定理 若是 有 限 注 向 量 空间 ， 则 对 应 于 V/ 上 的 每 个 线性 省 数 Zz， ， 都 存在 中 
的 一 个 向 量 xe， 使 得 对 于 V/ 中 的 每 个 y，zZo(y)= [x0 y】 二 y(Xxo); 并 且 ， 对 应 
z,<>xo 是 VV 与 V 的 同 构 。 z 
在 这 个 陈述 中 所 找 述 的 对 应 称 为 Y 了 与 Y 之 闻 约 自然 对 应 ， 
$17 有 零 化 子 
定义 。 向量 空间 Y 的 任意 子 集 S(S 不 必 是 子 空间 ) 的 老化 子 S? 是 Y! 中 所 有 向 量 y 
的 集合 ,使 得 对 于 5 中 的 所 有 xX， [x，》) 恒 为 零 . 
定理 1. 宕 M 是 1 绍 量 空间 的 忆 秆 于 空 何刚 M ?是 /的 一 m 纹 于 空间 
定理 2 ， 凑 M 是 有 限 维 的 向 量 空间 V 的 子 空间 , 则 M' "(=(M')')=M. 
$ 18 直 和 和 
定义 ， 若 U 与 Y 是 向 量 空间 (在 相同 的 域 芋 ) ， 则 它们 的 起 和 是 铝 量 空间 WW(《 记 
作 U@Y ) ， 其 元 素 是 一 切 有 序 对 (二 y)，zx 在 U 中 ,yy 在 V 中 ， 线 性 运算 技 
GX YTO XN, HA XI To CI yy 
定理 .车 U 与 VY 是 向 量 空间 WW 的 子 空间 ， 则 下 列 三 个 条 件 是 等 绚 的 ， 
( 1 )W=U®Y. 
( 2) UNYV= 0 与 V+Y=WK 邮 ， US 和 V 区 是 另 一 个 的 六 )》。 
( 3 ) W 中 的 每 个 向 量 z， 能 而 且 只 能 用 一 种 方式 写 为 2 二 x 十 y 的 形式 ,x 在 U 中 ， 
y 在 V 中 。 
8$ 19 直 和 的 维 数 
定理 1 ， 直 和 的 维 数 是 它 的 被 加 空间 的 维 数 的 和 。 
定理 2 .车 WW 是 任意 n 十 m 维 向 量 空间 ， UU 是 W 的 任意 n 维 子 密 间 ， 基 存 在 WW 的 1h 
维 子 空间 V， 使 得 W=UG@@V. 
$ 20 直 和 的 对 偶 
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定理 ， 闪 与 是 册 昌 ， YY=M@N， 则 MY 问 构 于 N*， N/ 同 域 半 Mi, 县 

=M'@BN'. / z : z z 

$321 商 空 间 

说 M 是 向 量 空间 V 的 子 空间 。 车 x 是 V 中 的 任意 风量 ， 我 们 把 所 有 和 x 十 y( y 在 M 
中 ) 的 集合 写 为 x 十 M， 每 个 形 如 x 十 M 的 集合 称 为 M 的 陪 集 。 


我 们 的 定义 
(x 十 M) 二 (7 十 M) = 二 (二 2) 十 ML， 


a(x+M)= 二 Qax+ MM, : 
旭 所 有 陪 集 的 集合 对 于 上 面 定义 的 线性 运算 形成 一 个 向 量 空 间 ， 称 为 V 的 摸 M 商 空 s 间 ， 
记 作 V/M . 
$ 22 商 空间 的 维 数 

定 王 工 . 车 ME 与 N 是 向 量 空间 V 的 补 子 空间 ， 网 指定 中 的 每 个 向 > 只 本? 
M 的 对 应 是 N 与 V/M 之 间 的 一 个 同 构 . 

定理 2 . 车 M 是 n 维 向 量 空间 V 的 m 维 子 空间 ， 则 V/M 有 维 雪 一 吕 ， 

3 23 ” 双 线 性 型 

击 吕 与 VY 是 向 量 空间 ( 在 相同 的 域 上 ) ， W=UBV, Ww 是 W 上 的 函数 ， 在 W 的 元 
素 (x，2) 的 值 将 记 为 w ( x，y ) . 

W 上 的 纯 量 值 钢 数 Ww 是 一 个 双 线性 型 ( 或 双 线 性 函数 ) ,者 

w(a xt+P,x,, y)=a Wx, >)+a, w(x, ,»y), : 

W(x, CV To y,)=a W(x, YI )+ta, w(x, y,), 

符 W1 与 Wa 是 W 上 的 两 个 双 线 性 型 ，c | 与 4a, 是 纯 量 ， 定义 

多 一 Ci Wi t+a,W,, W(x, YEA W (X,Y)+a WwW, (x,y). 

定理 1 . 车 U 是 有 基 {x ，…，x ,上 的 n 维 向 暑 空 间 ,V 是 有 基 《> 
的 m 维 向 量 空间 ， 《Ci ;} 是 nm 个 纯 量 的 任意 集会 (i= 了 ,nn， j= 1 1m) ， 
则 有 且 仪 有 一 个 U@V 上 的 双 线 性 开 w(x ，23 1 ) 一 Ci ,; ,对 所 有 的 1 与 j 

定理 2， 车 UU 是 有 基 {x ,x 的 n 闪 向 量 空 间 ，V 是 有 基 {y ,…，y m 上 的 
络 维 疝 量 空间 ， “和 国电 上 上 的 所 有 取 线 性 型 作成 的 向 量 空间 中 在 在 唯一 确定 的 类 


tw (p=1i,-. :1; 人 一 Mm) ,具有 性质 WW， a (X, ， =0ip0i，, 因 此 ， U@YV 
上 的 双 线 性 型 作成 的 空间 胸 维 数 是 与 V 的 下 王公 
S24 张 量 积 


两 个 向 量 空 间 U 与 V ( 在 相同 的 域 上 ) 的 张 量 积 是 ， 对 于 U 中 的 每 个 x 与 VY 中 的 每 
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个 y， 痢 对 应 UCOV 中 的 一 个 “ 积 ”2 二 x 的 y， 并 县 ， 对 于 每 个 固定 的 y，x 与 z 则 的 
对 应 ， 对 于 每 个 因 定 的 x，y 与 z 间 的 对 应 ， 都 是 线性 的 
(xix +a,x, =a (x Oy +a, (x,0y), 
xCO(a yy ta,y,)=a, (x ) to, x9y,). 
xy 定义 为 x 与 y 的 双 线性 型 《 向 量 值 ) 西数 ， 
$25 积 的 基 
定义 。 两 个 有 限 维 的 向 量 空间 U 与 V 《 在 相同 的 域 上 ) 的 张 量 和 UGOV 是 UV 上 
的 所 有 双 线 性 型 所 作成 的 向 量 空间 的 对 惕 ,对 于 任意 向 量 对 x*，y，x 在 U 中 ， y 在 V 
中 ，x 与 > 的 张 莉 积 > 一 xy 是 由 2(W) 二 W(x,y》) (对 于 每 个 双 线 性 型 W ) 定义 的 
UGCOV 中 的 元 素 . z z 
定理 . 著 X 二 4%,X 上 与 Y= 有 yy ，…， yn} 分 别 是 U 与 V 的 基 ， 则 向 
量 > 一 xX; 的 yj;(Gi= 1 ，…， 1;j=1,…,1m ) 的 集合 Z 是 UO@OV 的 一 个 基 . 
$26 ”置换 
1 与 & 之 闻 的 整数 的 置换 是 一 个 一 一 变换 ,每 个 整数 指派 为 另 一 个 ,1 与 之 间 的 整数 
的 所 有 置换 的 集合 作成 一 个 群 ， 记 为 5S， 
$ 27 循环 
定理 1 ， 每 个 置换 是 互 不 相交 的 循环 的 积 ， 
定理 2 。 每 个 循环 是 对 换 的 积 ， 
定理 3 ， 每 个 置换 是 对 换 的 积 . 


3 28 奇偶 性 
置换 x 是 偶 的 , 若 xf = 廊 是 奇 的 ， 若 xz 一 一 上 每 个 对 换 都 是 奇 的 . 
记 有 侦 置 换 的 集合 是 S ,的 一 个 子 群 ， 记 为 A ,. 

$ 29 ”多重 线性 型 : 

设 V ，，V ,YA 是 向 量 空间 (在 相同 的 域 上 ) ， 一 个 R- 线 性 型 是 直 和 V ,Vs 
名"…DVY 上 的 一 个 纯 量 信和 沿 数 ， 具 有 性 质 ， 对 于 任意 -i 个 变量 的 固定 的 什 , 它 线性 
地 依赖 于 余下 的 一 个 各 是。 

葫 多 | 与 欠 : 是 -线性 型 ，C 与 4 ,是 纯 量 ,Ww 由 

A CT 
定义 ,x ;在 V ;中 ,f= 1,…, 怀 ， 则 过 是 一 个 -线性 型 ， 记 为 a | 十 9。W, , 半 有 此 - 
线性 型 对 于 这 样 定义 的 线性 运算 作成 一 个 向 量 空间 ， 它 的 维 数 是 积 z …n ;1 ,是 ， 


4 芭 . 


的 维 数 . 
车 是 一 个 k= 线性 型 ，z 在 $ ,中 ， 我 们 与 
NW(X 1 X=WOXL LY)’ Xk) | 


R-~ 人 列 W 称 为 对 称 的 着 对 于 S ,中 的 任意 置换 有 xW=W， 


$30 交错 列 
一 个 -线性 型 包 是 斜 对 称 的 ， 若 对 于 5 中 的 记 有 坷 轩 换 ， 有 xW== 一 W， 
一 个 A- 线 性 型 WW 称 为 交错 的 ， 若 当 有 两 个 x 相同 时 ， W(x, 
定理 1 . 任意 交错 多 重 线性 型 是 笠 对 称 的 ， 
定理 2 . 车 x ，，， ”4 是 线 性 相关 的 向 量 ， % 是 一 个 交 错 A- 线 性 理 ， 则 W(x ，， 


9 Xi ) 一 0 


xi)= 0 


定理 3. 和 
,xn ) 直 0. | 
3 31 极 大 次 数 的 交错 型 
定理 ， ” 维 问 量 空 间 芋 的 交错 ?= 线性 型 作成 的 向 量 空间 是 1 维 的 ， 
第 工 章 .变换 
3 32 线性 变换 


定义 向量 空 空间 V 的 一 个 线性 变换 ( 或 算 子 ) 是 这 样 的 ~ 一 个 对 应 A， 它 指派 中 
的 每 个 向 量 x 到 V 中 的 向 量 Ax， 并 且 


A(ax+py)=aAx+fAAy. 
3 33 变换 看 作 向 量 
知 A 与 B 是 线性 变换 ， 我 们 按 等 式 Sx=Ax 十 Bx (对 每 不 x ) 定 
A+B， 对 于 和 A 与 纯 量 c， 我 们 按 等 式 (aA)x=a(Ax) 上 义 乘 各 wA， 
定理 ， 一 个 向 量 空间 的 所 有 线性 变换 的 集合 自身 也 是 -- 一 个 癌 量 空间 ， 
$34 积 | 
期 个 线性 变换 A 与 B 的 乘积 P=AB， 按 等 式 Px 二 A(Bx) 定 义 ， 
$ 35 多项式 
若 p(t) 是 纯 量 系数 的 变量 1 的 任意 多 项 式 ， bli)=a, 
够 形成 一 个 线性 变换 
plA)=aoltal At ta An， 
由 p(1)q(t)=r(t) 推 出 pC(A)q(A)=r(AY) 


定义 它们 的 和 95S= 


十 Ci1 十 二 au " ,我 们 能 
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$36 道 

可 能 出 现 这 样 的 情况 ， 线 人 性 变换 A 具 有 下 面 两 个 很 特殊 的 性 质 中 的 一 个 或 两 个 。 

(1 工 ) 落 xi; 天 x，， 则 Ax ; 尖 Ax ，， 

( 2 ) 对 于 任 一 个 向 量 y， 至 少 对 应 一 个 向 量 x， 使 得 Ax= y， 
若 和 同时 具有 这 些 性 质 ， 则 我 们 将 说 A 是 可 逆 的 . 若 A 是 可 着 的 ， 则 我 们 撤 下 面 的 方 
式 定义 一 个 线性 变换 ， 称 为 A 的 送 变 换 ， 记 为 A-!， 沙 ye 是 任意 向 量 ， 我 们 能 够 找到 
一 个 向 量 X。， 使 得 Ax。 一 y。， 并 且 , 这 个 Xo 是 唯一 决定 的 ,我 们 定义 A~! yo 就 是 x，， 

定理 1 , 洪 A，B 与 C 是 线性 变换 ， 使 得 : 

AB=CA=1, 

则 和 人 是 可 逆 的 ， 并且 A~!==B=C， : 

定理 2 ， 有 限 维 向 量 空 间 V 的 一 个 线性 变换 入 是 可 逆 的 当 且 仪 当 用 Ax= 0 推出 x 
二 0， 或者， 当 且 仅 当 VY 中 的 任意 向量 y 能 写 为 y 二 AAx 的 形式 ， 

”定理 3 ,车 A 与 B 是 可 逆 的 ， 则 AB 是 可 道 的 ， 并 且 (AB)~!=B~!:A~!， 若 A 是 
同道 的 ,a 天 0 别 aA 是 可 递 的， 并 且 (qA)~!=a-!1A~1， 若 入 是 可 道 的 , 姑 A-! 是 可 
逆 的 ， 并 且 (A~')~!1=A， 

$37 上 矩阵 
定义 设 V 是 n 维 向 量 空 间 ， 久 = {x ，，…，x ,j 是 V 的 一 个 基 ， A 是 V 的 线性 
朗 换 .因为 每 个 向 量 部 是 x , 的 线性 组 全， 特别 地 ， 我 们 有 


~ 
Ax ,一 之 JCi ji » 
1 


对 于 j=1 ,nh 个 纯 量 (a ; ,) 的 集合 是 人 在 能 所 系 共 下 前 短 降 ， 二 能 地 ， 我 们 记 
为 [A)， z 


NGC 1 Cn" Cin 


3 38 ”线性 变换 的 矩阵 
定理 ， 记 有 乱 阵 (a ;)，(B， ，) 等 的 保 合 中，i，j=1,… ,1n( 不 考虑 线 作 变换 的 
关系 ) ， 我 们 定义 和 ， 数 切 , 积 ，( 0;5), (ej)， 
(a +(p;;)=(a; ;+h, ,;), 


axai ij) 一 (Gai i)， 
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(a, 1) ，) (之 ainpai) 
0,,=0,， ei ;=0;;, 


则 V 的 所 有 线性 变换 A 与 所 有 续 阵 (2 ，, ) 之 疗 的 按 Ax, 二 >laij;x; 描 述 的 对 应 ( 建 


立 于 n 维 向 量 空间 V 的 任意 举 标 系 久 = {x ，…，x,}》 上 ) 是 一 个 同 构 ， 换 盲 之 
它 是 一 个 一 一 对 应 ,并 保持 和 ， 数 条, 积 ，0 与 1， 
3 39 不 变性 
在 一 个 向 量 空间 的 子 空间 NN 与 该 空间 的 线性 变换 A 之 间 的 一 个 可 能 的 关 系 是 不 变 
性 .我 们 说 N 在 人 之 下 是 不 变 的 ,车 由 x 在 N 中 推出 Ax 在 NN 中 ， 
$3 40 ”可 约 性 
不 变性 概念 的 特别 重要 的 请 况 是 可 约 性 ， 
3 41 射影 
定义 .、 若 V 是 M 与 N 的 直 和 ， 则 VV 中 的 每 个 向量 z 唯 一 地 写 为 2 二 x 十 y 的 形式 ， 
x 在 M 中 ，y 在 N 中 ，M 上 洪 N 的 射影 是 由 Ez 二 x 定义 的 变换 ， 
定理 1 .一 个 线性 变换 下 是 某 个 子 空间 上 的 射影 当 且 仅 当 它 是 乔 等 的 ， 妈 E: =E 
定理 2 ,车 忆 是 M 上 沿 N 的 射影 ， 则 M 与 N 分 别 是 方程 Ez 二 2 与 Ez 二 0 的 所 有 角 
的 集合 ， : : 
定理 3 ,一 个 线性 变换 忆 是 射影 当 且 仅 当 1 一 玉 是 射影 ;若是 M 上 沿 对 的 射影 , 则 
1 一 下 是 N 上 上 沿 M 的 射影 
$42 射影 的 组 合 
定理 . 我 们 假定 五 ; 与 EE 分 别 是 M ,与 M。 上 沿 N ,与 N ,的 射影 ， 并 且 ， 纯 量 的 枯 
确 域 满足 1 十 1 天 0 . 于是, 我们 得 到 三 个 断言 ， 
( 1 ) 已 ,十 已 ,是 射影 当 且 仅 当 马 蕊 , = 下 ,E = 0 ; 若 这 个 条 件 满足 ， 则 下 一 
E ,+EE, 是 M 上 沿 N 的 射影 , 其 中 M=M,@BM,, N=NInN， 
( 2 ) 忆 | 一 忆 , 是 射影 当 且 仅 当 忆 | 忆 ,== 民 ,已 ,= 已 。， 若 这 个 条 件 海 足 ， 则 玉 = 
,一 B, 是 M 上 沿 N 的 射影 , 其 中 M=M | 站 N,, N=N ,@M,. 
( 3 ) 车 已 ,下 。 ~= 忆 ,EE 一 E， 则 EE 是 M 上 沿 N 的 射影 其中 MM ImM，， 
N=N +N,. 


3 43 ”射影 与 不 变性 
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定理 1 ， 若 M 是 在 线性 变换 A 下 不 变 的 子 空间 ， 则 对 M 上 的 每 个 射影 EE, EAE = 
AE. 反之 ,车 对 于 M 上 的 每 个 射影 E，EEAE 二 AE, 则 M 在 A 下 是 不 变 的 ， 

定理 2 . 车 M 与 N 是 子 空间 ,，V MN， 则 线性 变换 A 按照 对 ( M,N ) 可 约 的 
必要 充分 条 件 是 EEA 二 AE， 其 中 的 EE 是 M 上 沿 N 的 射影 

》44 伴随 

没 V 是 任意 向 量 空间 ，y 是 V/ 的 任意 元 素 ， 对 于 V 的 任意 线性 变换 A， 考 虚 式 子 
[Ax,y] ,对 于 每 个 固定 的 ,由 y/(x ) = [Ax,y】 定 义 的 函数 y/ 是 V 上 的 线性 槛 
数 ,我 人 有 (Ax,y] 二 [x,y ] . 车 写 y' 二 A'y， 则 A/ 的 定义 性 质 是 


(1) [Ax, y}] = (x,A/y), 
A7 是 V7 的 一 个 线性 变换 ， 并 且 

(2 ) 0/=0,， 

(3) 1/=1, 

(4) (A+B)/=A+B’, 

(5) (aA)/=aA/, 

(6) (AB)/=B'A/, 

(7) (A-1)/=(A)-!, 

(8) A=A. 


3 45 射影 的 伴随 : 
定理 1 车 忆 是 M 上 沿 N 的 射影 则 E/ 是 N?* 上 沿 M' 的 射影 ， 
定理 2 ,车 M 在 A 下 是 不 变 的 ， 则 M "在 A/ 下 是 不 变 的 ; 车 A 接 ( M，N ) 是 可 
约 的 ， 则 A/ 按 (M"，N") 是 可 约 的 。 z 


3 46 基 变 换 
设 V 是 一 个 1 维 向 量 空间 ,， 久 == 《x ，，…，x 与 Y= fy ，…,y 是 Y 中 的 
两 个 基 ， 我们 可 以 间 下 面 的 两 个 问题 
问题 1 ,车 x 在 V 中 ， “= = Ey, 则 它 对 于 基站 的 举 标 ( ,1 


上 ) 与 它 对 于 基 工 的 坐标 (7 ，…，, 7 ) 之 间 的 关系 是 什么 ? 
问题 游 (|， ，…， 5 ，) 是 4 个 纯 量 的 有 序 集合 ， 则 向 是 x 一人 ,x 与 y= 
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问题 芋 ， 若 B 是 V 上 的 线性 变换 ， 则 它 在 基 X 下 的 矩阵 ( 了， ; ) 与 它 在 革 Y 下 的 多 
阵 (7 ，) 之 间 的 关系 是 什么 ? 
问题 玉 . 车 ( 8， ; ) 是 一 个 矩阵 ， 则 分 别 由 Bx ,一 Pi; ixi 与 Cyj= 
. : 


Sb ， y， 记 定义 的 线性 变换 B 与 C 之 间 的 关系 什么 ? 
。 


48 商 变 换 
设 A 是 向 量 空 间 V 的 线性 变换 ， M 是 V 的 子 空间 ， 并 且 在 人 之 下 不 用 自然 的 方 
式 定 义 空间 V/M 上 的 线性 变换 A/M. 
(A/M)(x+M)=Ax+M., 


$ 49 ” 值 域 与 零 空间 
定义 . 设 A 是 向 量 空 间 V 上 的 一 个 线性 变换 ， M 是 V 的 一 个 子 空间 ， 则 M 在 A 下 的 
象 ， 用 记号 AM 家 示 ， 是 形 如 Ax 的 所 有 向 量 的 集合 ，x 在 M 中 ，A 的 值 域 R(A)》 = 
AV， A 的 零 空间 是 使 Ax 一 0 的 所 有 向 量 x 的 集合 NCA)， 
定理 .车 A 是 向 量 空 间 V 的 线性 变换 ， 则 
(1 ) (RC(A))®* =N(A), . 
若 V 是 有 限 维 的 ， 册 
(2 ) (N(A))' =R(A7). 
3 50” 秩 与 零度 
定义 ， A 是 有 限 维 向 量 空 间 的 线性 变换 ， A 的 秩 p(A) 是 RCA) 的 维 数 ， A 的 零度 
vy(A) 是 N(A) 的 维 数 ， 
定理 1 .车 A 是 n 维 向 量 空间 的 线性 变换 ， 则 p(A)=p(AN),v( A) =p(A). 
定理 2 . 若 A 是 mn 维 向 量 空间 V 的 线性 变换 ， 开 是 立 的 j 维 子 空间 ， 则 人 A 玫 的 维 数 之 
hvy(A). z 
定理 3 ,车 A 与 B 是 有 限 维 向 量 空 间 的 的 线性 变换 ， 则 
P(A+B)S p(A)+p(B), 
P(AB) Emin {p(A), p(B)}, 
y (AB) rv(A)+y(B). 
车 B 是 可 逆 的 ， 则 
P(AB)=p(BA)=p(A). 


《51 秩 为 1 的 线性 变换 z 
定理 1 ,车 A 是 有 限 维 向 量 空间 V 的 线性 变换 ， 并 且 p(AJ< 1 ( 即 ， P(A)=0 
或 C(A)= 1 ) ， 则 在 每 个 坐标 系 下 ， 人 的 符 隆 [A】 = (ci ，) 的 元 素 有 形式 gc， ,= 
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请 ,> ， 皮 之 ， 兰 A 的 矩阵 在 某 一 坐标 系 下 有 这 个 形式 ， 则 p(A)< 1. 

定理 2 ,车 A 是 有 限 维 向 最 空间 V 的 秩 为 p 的 线性 变换 ， 则 入 可 以 写 为 p 个 秩 为 1 
线性 变换 的 和 . 

定理 3 .对 应 于 有 限 维 向 量 空间 V 的 任 堂 线性 变换 A， 有 可 道 线性 变换 P， 使 PA 
是 射影 ， / 
3 52 线性 变换 的 张 量 积 

设 U 与 V 是 有 限 维 向 量 空间 ( 在 相同 域 上 ) ，A 与 B 分 别 是 U 与 V 的 线性 变换 。W 
是 U GD Y 上 的 所 有 了 双 线 型 作成 的 空间 ， 我 们 用 四 

( Cw ) (x,y) =w(Ax, By) 
定义 扩 上 的 一 个 线性 变换 C， 线 性 变换 A 与 B 的 张 量 积 C=A (的 是 变换 的 对 偶 ， 
( Cz) (WwW)=2( Cw), 

z 在 U KO9V 中 ,Ww 在 W 中 ， 


(1) Cz=Ax,@By,, 

(2) A@0=00@A=0, 

(3) 1 1=1,， 

(4) (A.+A,)WB=(A, WB)+(A, HB), 
(5) AW(B,+B,)=(A@B )+(A HP,), 
(6) aA@BPB=ap(A® B), 

(7) (A CB)-!=A~1 0 B*i, 

(8) (AIA,) (BB,)=(A, BB )(A, HB,). 


车 人 A 与 B 的 撼 阵 分 别 是 [A) 一 (ii)，[B) = 一 (8，)， 则 A 的 耻 的 缸 陈 是 
aly [Ba , (B) 
/ Qt (CB) Ug CB) 
$ 53 行列 式 


det(AB)=(detA)(detB). 
detA=detA’ 


$54 特征 值 
纯 量 人 是 线性 变换 A 的 特征 值 ， 非 零 向 量 x 基 A 的 特征 向量 ， 若 Ax=Ax 


55 重 数 
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设 A 是 25 维 向 量 空 间 的 线性 变换 。》 ，，… ,2 。 是 它 的 不 同 的 特征 值 . 计 我 们 用 mm ， 

记 4 ;的 代数 重 数 ，7 一 1，…， 访 ， 则 六 | 十 … 十 二 二 14， 
$56 三 角 型 

定理 1 . 若 A 是 n 维 钠 量 空间 V 的 线性 变换 , 则 存在 # 十 ! 个 子 空间 M。，M | ，， 
M,_，，M,， 具 有 下 面 的 性 质 ， 

(1 ) 每 个 Mi 一 0，1，…，0 一 1，9) 在 入 之 下 是 不 变 的 ， 

《2 ) M ;的 维 数 是 j， 

(3) (0=)M CM CCM, CM.(=V). 

定理 2 . 若 入 是 " 维 向 量 空间 V 的 线性 变换 ， 则 存在 V 的 一 个 基 和 ,使 得 A 在 X 下 
的 滤 阵 【A] 是 三 角 型 ; 或 者 ， 等 价 地 ,车 [A】 是 任 一 矩 降 ， 则 在 在 可 道 ( 非 青 异 ) 
矩阵 [B】 ,使 得 [B] ~: [A】 [B】 是 三 角 和 型. 


$57 深 零 福 
线性 变换 入 称 为 寺 零 的 ， 若 让 在 严格 下 整数 qg， 使 得 六? =0， 这 样 的 最 小 的 整数 g 


定理 1 . 设 人 是 有 限 维 向 量 空间 V 上 的 指数 是 & 的 震 淮 线性 变换 ,xe 是 使 Ao-1x 
关 0 的 问 量 ， 则 向 量 xe，Axu，…，A9 -1 是 线性 无 关 的 .车 民 是 这 些 向 量 生成 的 
子 空间 ， 则 存在 子 空间 LL， 使 得 V 二 K 多 工 ， 并 且 A 按 (多 ，L) 是 可 约 的 . 

定理 2 . 洲 A 是 有 限 维 向 量 空 间 V 上 的 指数 是 g 的 宕 零 线性 变换 , 则 存在 正 整数 r， 
1，…，Q ,与 向 量 x; ，…，*,，， 使 得 

(1)g, 守 >q,， 


(2) 向量 
91 一 1 
Xi1，AX1， % | 
他 ,一 | 
X，， Ax,, “ x,,， 
qd,”—!] 
xX,, Ax.,, A Xr 
a gq q 
(3)A ‘x=A wx,=mA x,=0, 


整数 r，91，…，g 形成 A 的 同 构 不 变 的 完全 系 。 换 言 之 , 若 了 是 有 限 续 向 量 空间 风 上 
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的 劳 一 个 宪 零 线性 变换 ， 则 存在 V 与 妈 之 间 的 同 构 T， 使 下 AT-~ := 六 的 心 要 充分 条 件 
是 ,整数 r，9, ，… ,4 ; 案 属 于 B 与 它们 隶属 于 A 是 相同 的 ， : 


3 58 ”者 当 型 
定 旬 ! ,有 限 维 向 量 空 间 V 的 每 个 线性 变换 是 一 个 短 零 变换 和 一 个 可 逆 变 换 的 直 和 和 
定理 2， 才 全 是 有 限 维 向 量 空间 Y 的 线性 变换 ，4，，… ,4p 是 A 的 不 同 的 特征 值 ， 
其 代数 重 数 分 别 是 由 ，…，m。 ， 则 V 是 p 个 子 空间 M | ，…，M ,的 直 和 ， 其 维 数 分 
出 是 加 | ，…，tm。， 并 且 ， 每 个 M ,在 A 之 下 是 不 变 的 ，A 一 和 4 在 M ;上 着 等 零 的 ， 


第 下 章 正 交 性 
“$59 内 积 
Rrph, x=(é,, €0), y= (7, 17,), (x, Y=8171 十 二 . 
所 区 品 的 向 量 对 XxX，y 的 数值 画 数 (x ，y) 的 重要 性 质 如 下 ， 它 对 于 x 与 y 是 对 称 
的 ， 它 线性 地 依赖 于 它 的 两 个 变量 中 的 每 一 个 ， 除 非 x 二 0，(x，x) 的 值 总 是 严格 正 
的 ,，(x，y) 称 为 x 与 的 内 积 或 纯 量 积 ， 
3 60 复 内 积 


C: 中 ， X=(€,, §,), y=(7,, 7,), (x, y) 一 点 1 人 1 十 二 27 9， 


61 内 积 空间 
定义 .向 量 空间 ( 实 的 或 复 的 ) 的 一 个 内 积 是 〈《 分别 地 ， 实 的 或 复 的 ) 向 量 x 与 y 
的 有 序 对 的 数 函 数值 ， 使 得 
(1 ) (x, y)=(x, y), 
(2) (a x +a,x,, y)=a (x,, yt+a, (x,, VY), 
(3) (x，X) 污 0，(x%x，x)==0 当 县 仅 当 x 二 0， 
肉 积 空间 是 带 有 内 积 的 向 量 空间 ， 
$62 正 交 性 
回 量 x 与 y 称 为 正 交 前， 着 (X，y ) =0.， 
行 。 大 内 积 空间 Y 中 间 量 的 任意 集合 ， 则 我 们 用 se: 表示 V 中 与 e 中 的 每 个 向 量 都 正 
交 的 所 有 向 量 集 合 ，eL = 一 (eL +t， 
$63 完全 性 
定理 1 、 若 从 一 {x, ,上 是 内 积 空间 中 的 任意 有 限 正 交 组 ，x 是 一 个 向 量 ， 


0 ,二 (xX，X,), 则 成 立 贝 塞 尔 不 等 式 
四 


} 
' F 
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向量 x 一 % 一 Zixi 与 每 个 x 正 交 ， 因此 ， 与 入 所 生成 的 子 空间 正 交 ， 
定理 2 ， 车 XX 是 内 积 空 间 V 中 的 有 限 正 交 组 ， 风 下 而 美 于 XX 的 六 个 条 件 是 机 工科 
价 的 . | / 
(1 ) 正 交 组 义 是 完全 的 ， 
(2) 车 (x, x,;)=0, i=1, ,HH， 则 Xx 二 0， 
( 3 ) X 生 成 的 子 空间 是 整个 空间 V . 
《4) 若 x 在 V 中 , 则 x 一 SY(x, x,)x,. 


(5 ) 车 * 与 y 在 V 中 ， 则 ( Parseval 等 式 ) 
( x, ») = >, xX, (x, , y). 


(6) 攻 x 在 VY 中 ， 则 
1 


$64 施 瓦 效 不 等 式 
定理 .车 x 与 y 是 内 积 空间 中 的 向 量 ， 则 
| xz,，3)1 和 1xl1y1， 
365 完全 正 交 组 
定理 ,着 V 是 n 维 内 积 空间 ， 则 V 中 存在 完全 正 交 组 ，V 中 的 每 个 完全 正 交 组 恰好 
包含 4 个 元 素 。V 的 正 交 维 数 与 它 的 线性 维 数 相间 
$ 66 射影 定理 i 
定理 。 车 M 是 有 限 维 内 积 空间 Y 的 任意 子 空间 ， 则 V 是 M 与 ML 的 直 和 ,并 且 
ML 上 =M. 、 
3 67 线性 函数 z 
定理 ,对 于 有 限 维 内 积 空间 V 的 任意 线性 函数 y/， 都 对 应 V 中 叭 一 的 向 量 y, 使 得 
对 于 所 有 Xx， y/(x)=(x，y). 
3 68 网 括号 对 方 插 号 
(xX，y) 代 夫 [YY，27] ，V "代替 VA 
对 应 于 V 上 的 每 个 线性 变换 A， 我 们 能 出 
(Ax, y)=(x, A*y) 
来 定义 线性 变换 A*，A* 也 是 V 上 的 线性 变换 
(aA)'=aA*, detA*=aeiA, 
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369 自然 同 构 
设 y。. 是 了 中 的 任意 元 素 ， 有 V* 中 的 线性 函数 y。 与 它 对 应 ， 接 yy。(X1) 一 (X，y。) 
定义 ;依次 地 ，V“* "中 的 线性 画 数 yy。 与?。 对 应 ， 按 yy) 二 (人 9， 9。 十 义 。 
设 y* 是 VY 上 的 任 党 线性 函数 ( 即 V "的 任意 元 素 ) ， 我 们 有 
yo (VY, yo), y="(y,)., 
$70 自 伴随 变换 
使 得 A=A* 的 线性 变换 称 为 自 伴随 的 ;在 实 内 积 空间 中 的 通常 语 表 是 对 称 的 ,在 复 
内 积 空间 中 是 尼 米 特 的 ， 
定理 1 . 关 A 与 B 是 自 华 跑 的 ， 则 AHB (或 BA)7 是 自 伴随 的 必要 充分 条 件 是 AB= 
BA ( 即 和 与 3 可 交换 )， 
定理 2 ,若是 自 伴 随和 的 ， 则 对 于 所 有 的 B，B*AB 蚌 自 伴 随 的 ,若是 可 遂 的 ， 
也 入 昌 是 由 伴随 的 ， 则 A 是 自 伴随 的 ， 
A "一 一 A 时 ，A 称 为 斜 对 称 的 ( 实 空间 中 ) 或 斜 厄 米 特 的 ( 复 空间 中 ) ， 
3 ?71 配 极 变换 
定理 1。 内 积 空间 上 的 线性 变换 A 是 0 的 必要 充分 条 件 是 ， 对 于 所 有 的 x 与 y， 
(Ax, vy)=0., z : 
定理 2 ， 肉 积 空间 上 的 线性 变换 A 是 0 的 必 屎 充分 条 件 是 ， 对 于 所 有 的 xXx， 
{AxX, x)=0., 
定理 3， 本 空间 上 的 线性 变换 A 是 0 的 必 杰 充分 条 件 荐 ， 对 于 所 有 的 x,(Ax,x) 
= , 
定理 4 ， 西 空间 上 的 线性 变换 A 是 厄 米 特 的 必 杰 充分 笨 件 是 ， 对 于 所 有 的 xXx， 
(Ax，x%) 是 实 的 ， / 
$72 正 变换 
定义 ， 欠 积 空间 上 的 线性 变换 入 是 正 的 ， 用 记号 A 之 0， 若 人 A 是 身 伴 随 的 ， 并 
县 ， 对 所 有 前 x，(Ax，x) 之 0 ， 正 变换 通常 称 为 非 负 变换 . 
373 等 距 
满足 UU* = 二 U*U= 1 的 变换 为 正 交 的 ( 实 空间 ) 或 西 的 (本 空间 ) ， 
定理 ,关于 内 积 空间 上 的 线性 变换 U， 下 面 三 个 条 件 相 互 等 价 ， 
(1) U*U=1, / / 
(2) (Ux, Uy) 二 (x，y), 对 所 有 的 x 与 y， 
(3) i Uxi=|x1，, 对 所有 的 x. 
$74 正 交 基 的 变换 


494， 


一 


定理 1 ,车 站 = {x，，…，x 是 np 维 内 积 空间 V 的 一 正 交 基 , UU 在 V 上 是 本 
的 ， 则 UX= {Ux ，…，Ux,}》 也 是 V 的 正 交 基 ,， 反之 ,车 TU 是 线性 变 换 ，XX 是 一 
正 交 基 ，UX 也 是 一 正 交 基 ， 则 也 是 西 的 . 

定理 2 . 车 A 是 复 # 维 内 积 空间 Y 的 线性 变换 ， 则 在 V 中 存在 正 交 基 XX， 使 得 A 在 
X 下 的 矩阵 A 是 三 角 型 ， 或 者 ， 等 价 地 ， 若 【A] 是 一 个 矩阵 ， 则 存在 一 个 等 距 的 抵 
隆 [U) ， 使 得 【U] -1A [U] 是 三 角 型 ， 

375 生 直 射影 

V= MG)M1 . 射影 称 为 悉 直 射影 ， 

定理 1 .线性 变换 是 重 直 射影 当 昌 仅 且 巴 一 已 : 一 也 *， 垂直 射影 是 正 线性 变换 ,并 
且 有 性 质 | Ex | 委 | x | ,对 所 有 的 x， 

定理 2 ,车 线性 变换 E 满 足 EE=EE?， 并 芋 | Ex| 委 | x| ， 对 所 有 的 x， 则 工 = 
E*, | 有 
垂直 射影 忆 与 了 是 正 交 的 ， 若 EF= 0. 
定理 3 ， 丁 个 垂直 射影 已 王 P ,与 F 二 Pn 是 正 交 的 当 生 仅 当 子 空间 M 与 N( 即 , 开 
写 上 的 象 ) 是 正 交 的 。 

$76 垂直 射影 的 组 合 

定理 1 .车 世 ,已 ,是 重 直 射影 ， 则 也 = 也 十 … 十 甩 是 亚 直 射影 的 必 监 充分 
条 件 是 也 ;也 ;= 0,， 7 关 j( 即 也 ;两 两 正 交 ) ， 

对 于 两 个 牌 直射 影 已 =P ,与 FE=PN， 当 MC N 时 ， 号 已 二 F， 

定理 2 ,对 于 蛋 直 射影 EE 二 P 与 已 =PN， 下 面 的 条 件 相互 等 价 ， 


(1) |. E&F. 

(2) 1Ex| 竺 1 Fx |， 对 所 有 的 x， 
(3 ) M CN.， 
{4a) FE=E. 
( 46) EF =E. 

$77 复 化 


斌 Y， 龙 实 问 量 空间 ，Y+t 是 一 切 有 序 对 (x，2) 的 集合 ，x 与 均 在 Y 中 .出 
XI 31? 十 Ye， yo 一 人 十 X y 十 y,》 
电 义 Y “的 两 个 元 素 的 和 。 由 
(aFif) (x, y)=(ax—~pPy, Bxt+ay) 
定义 \Y“ 的 元 素 与 复数 & 二 16 ( a 与 B 是 实数 ， i 二 /二 1 ) 的 积 ，V+ 对 于 这 样 定 义 的 
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线性 运算 作成 一 个 复 向 量 空间 ， 人 中 0 的 元 素 (x， ?的 集合 与 空间 Y 自 然 地 一 
一 对 应 ， 称 V+ 是 V 的 复 化 . 

写 《X，y》) 为 X* 十 19Y， 

存在 一 种 自然 的 方式 ， 将 V 上 的 线性 变换 A 扩充 为 V+ 上 的 线性 变换 A+， 

z AT(x+1iy)=AxtiAy,. / 

车 A 是 V 上 的 线性 变换 ,A+ 有 特征 向 景 x 十 iy， 属于 特征 值 4 十 iB6 (其 中 x 与 y 
在 V 中 ,而 a 与 6 是 实数 )， 则 

Ax=ax—py, 
一 有 x 十 Cy， 
x 与 y 生 成 的 V 的 子 空间 在 A 之 下 是 不 变 的 ， 
S78 请 的 特征 | 

定理 1 .车 人 是 内 积 空 间 的 自 伴随 变换 , 则 A 的 每 个 特征 值 是 实 的 ， 着 A 是 正 的 或 
严格 正 的 ， 则 和 AA 的 每 个 特征 值 分 别 是 正 的 或 严格 正 的 . 

定理 2 . 有 限 维 内 积 空间 的 自 伴随 变换 的 特征 方程 的 每 个 根 是 实 的 ， 

定理 3 . 西 变 换 的 每 个 特征 值 的 绝对 值 是 1 ， 

定理 4 . 车 A 是 自 伴随 的 或 西 的 ， 则 AA 的 属于 不 网 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 网. 
定理 5 车 U 是 有 限 维 内 积 空 间 的 西 变 换 ， 子 空间 M 在 U 之 下 是 不 变 的 ， 则 ML 
也 是 ， : / 

定理 6 . 若是 有 限 维 内 积 空间 上 的 自 伴随 变换 ， 则 A 的 每 个 特征 信 4。 的 代数 重 
数 等 于 它 的 几何 重 数 ( 即 Ax=4。x 的 所 有 解 作成 的 子 空间 的 维 数 ) 

定理 了 . 车 U 是 有 限 维 西 空间 的 西 变换 ， 则 UU 的 每 个 特征 值 的 代数 重 数 等 于 它 的 
几何 重 数 ， 


$79 谱 定 理 
定理 1 .对 于 有 限 维 内 积 空 间 上 的 每 个 自 伴随 线性 变换 ， 都 对 应 地 在 在 实数 c， 
…，ay 与 垂直 射影 已 ， ，…， 孔 (其 中 r 是 严 格 正 的 整数 ， 且 不 大 于 空间 的 维 数 ) 


并 且 
(1)a ;两 两 不 同 ， 
(2 ) 也 ;两 丽 正 交 且 异 于 0 ， 
(3) PE,=1, 
1 


(4) DoE ,= 
i 


表达 式 A= Sa , 马 ，( 其 中 与 蕊 满足 定型 -1 的 条 件 (1) 一 (3)) 称 为 A 的 说 形式 ， 
1 | z .| 


| | | 
定理 2 . 车 31 a ;EE ;是 有 限 维 内 积 空 间 上 的 自 伴随 变换 A 的 谱 形式 , 则 a; 是 A 


j=1 
的 所 有 不 同 的 特征 值 .车 ! hr， 则 存在 实 系数 多 项 式 p 。， 使 得 j 尖 kN 时 ,Pp,(a,)= 
0 ,pa(a 8) 三 1， 对 于 每 个 这 样 的 多 项 式 ,，p (A)=E，， z 
rr 

定理 3. 车 51 a ,EE ,是 有 限 维 内 积 空间 上 的 自 伴 随 变换 人 A 的 谱 形 式 ， 则 线性 变换 

B 与 入 可 交换 的 必要 充分 条 件 是 B 与 每 个 也 ,可 交换 ， 
$ 80 正规 变换 

我 们 将 称 线性 变换 A 是 正规 的 ， 若 它 与 它 的 伴随 变换 A* 可 交换 ，AA， 一 A，A. 

定理 1 . 著 A 是 正规 的 ， 则 x 是 A 的 特征 向 量 的 必要 充分 条 件 是 x 是 A* 的 特 征 沿 
量 ; 落 AX 一 AX， 则 A*x 一 Xx， z 

定理 2 ,车 A 是 正规 的 ， 则 和 A 的 扁 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 ， 


定理 3 ,若是 正规 的 ，4 是 A 的 特征 信 ，M 是 Ax 二 Ax 的 所 有 解 的 集合 ， 则 MM 与 
M+ 同时 在 A 之 下 不 变 ， 


定理 4。 有 限 维 西 空间 上 的 正规 变换 是 (1 ) 厄 米 特 的 ，( 2 ) 正 的 ,，( 3 ) 严格 正 
的 ，( 4 ) 西 的 ，( 5 ) 可 逆 的 ，(6》 短 等 的 当 且 仅 当 它 的 所 有 特征 信 是 (1) 实 的 ， 
(2 ) 正 的 ，(3 ) 严格 正 的 ，( 4 ) 绝对 值 为 1 的 , (5 ) 异 于 零 的 (6 ) 等 于 0 或 1 的 。 

$381 正 交 变换 

设 U 是 有 限 维 实 内 积 空间 V 上 的 正 交 变换 , 则 在 一 个 基 下 的 矩阵 是 ， 主 对 角 线 上 


先 有 一 串 十 1， 再 有 一 串 一 1， 再 有 一 囊 2x2 的 决 (8 一 训 )，az 十 Ba 一 1， 


$82 ”变换 的 函数 : 
没 A 是 西 空间 的 正规 变换 ,S'la , 巨 , 是 A 的 谱 形 式 ，/ 是 任 一 个 复 值 函数 ， 空 少 在 
ij | . 


成 0 ;处 被 定义 则 我 们 按 
| f(A S fa )E 
i 


定义 一 个 线性 变换 有 (A). 
$3833 极 分 解 
z 。457 。 


定理 1 . 若 入 是 有 限 维 内 各 空间 上 的 任意 线性 变换 , 则 存在 唯一 确定 的 正 变换 
存在 西 变 换 U， 使 得 A=UP. 车 A 是 可 道 的， 则 UU 也 是 由 A 唯一 确定 的 ， 
_U 是 等 距 的 ，P 是 正 的 ， 表达 式 A 一 UP 称 为 人 的 极 分 解 . 
定理 2， 著 A=UP 是 线性 变换 A 的 极 分 解 ， 则 人 是 正规 的 必要 充分 条 件 是 UP= 
PU 
$ 84 交换 性 
定理 1 ， 有 限 维 内 积 空间 上 的 两 个 站 伴随 变换 A 与 B 可 交换 当 生 仅 当 存在 自 伴随 变 
换 C, 存在 两 个 实 变量 的 实 值 函 数 / 与 9 ,使 得 A= /CC)，B= 9(C). 若 这 样 的 C 存 在 ，， 
我 们 可 以 选择 C 具 有 形式 C==h(A，B)， 其 中 是 一 个 适当 的 两 个 实 变量 的 实 值 应 数 . 
定理 2 ,车 A 是 有 限 维 西 空间 上 的 正规 变换 ，B 是 与 A 可 交换 的 任意 变换 ， 则 昌 与 
A'* 可 交换 ， : 
8$ 85 ” 秩 为 1 的 自 伴 随 变 换 
定理 1 . 阁 A 的 秩 为 1 ,并 且 是 自 伴随 的 《或 正 的 ) , 则 在 任意 正 交 举 标 系 下 A 的 
怎 阵 (ac，，) 由 Ci = 一 Ki 万， (或 cj ij =?57) ) 给 出 ，K 为 实数 , 反之 , 著 【A) 
在 某 一 正 交 坐标 系 下 有 这 种 形式 ， 则 A 的 秩 为 1 并且 是 自 伴随 的 (或 正 的 ) . 
定理 2 ， 若 A 与 3 是 正 线性 变 换 ， 某 个 正 交 举 标 系 下 的 矩阵 分 别 是 (a，, ) 与 
(8i ; ) ， 线 性 变换 C 在 相同 坐标 系 下 的 矩阵 是 (?，， ) ,yi 二 Qj jPi;， 对 于 一 
切 1 与 i， 则 人 CC 也 是 正 的 ， 
第 了 章 分 析 
3 86 向量 的 收 敏 
V 中 的 问 量 序列 (x, ) 收敛 于 VY 中 的 向 量 x， 
(1) 1x 一 X 一 0，7m 一 十 o |; 
(2)(x 一 xy) 一 0，n-soo， 对 于 V 中 每 个 固定 的 了 
若 《1 ) 正确 ， 对 于 每 个 y， 我 们 有 
[xx y)1s ix -xllyl-0， 
从 而 (2 ) 正确 ，(1) .之 (2) .在 有 限 维 空间 中 ， 也 有 (2 ) 之 (1) 
$87 荡 数 
定义 ， 内 积 空 间 V 土 的 线性 变换 A 是 有 办 的 ， 若 存在 常数 x， 使 得 对 于 V 中 的 任意 
的 x，] Axj 魏 <K | x | .具有 这 种 性 质 的 所 有 常数 :的 最 下 界 称 为 A 的 范 数 (或 
界 ) ， 记 作 iiAi。 
At 1Ax| 筷 r|x| ,对 所 有 x}. 
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定理 。 有 限 维 内 积 空间 上 的 每 个 线性 变换 是 有 界 的 . 
$ 88 关于 范 数 的 式 子 

p=sup 41Axi/Ixl 1x 顽 0},， 

q=sup {| Axlllx|=1}, 

r=sup {1(Ax, y)1I/lx[lly[l1x 革 0, y 区 0}， 


s=sup {1Ax, yl ixl=|y1=1}. 
| Aj=p=q=r=s. z 


(1) [A+BI IAI+ Bl, 
(2) [ABI < IAI IBI, 
(3) reAf< jallA, 
( 4) [A =IAl. 

89 自 伴 随 变 换 的 界 

A 是 自 伴 随 变换 . 


P={(Ax, x)/|xi2|1x 关 0}， 

Vo={(Ax, x)| lx|=i}, 

a=infj 四 =inf yd, 

B=supB=supy, 

r=max {lal, 18!l} =iAT. 

390 极 大 原则 : 
定理 , 设 A 是 有 限 维 内 积 空 间 V 上 的 一 个 伴随 变换 ，4 ,， ，.…，4。( 不 必 是 不 相 

同 的 ) 是 A 的 特征 信 ， 且 选择 4， > 4， 沪 … 汪 4 ,的 情况 . 车 对 于 V 的 每 个 子 空间 
M, 

LM)=sup {(Ax, x) 1x 在 M 中 ,| x =!1} 
并 且 ， 对 于 有 一 1，…，7?， 

k=inf {A(M)| dimM=n—k+1}, 
刘 对 于 R=1， ,f= ,， 


$ 91 线性 恋 换 的 收敛 
线性 变换 的 序列 ( A ，) 收敛 于 固定 的 线性 变换 A ， 
以 下 三 个 条 件 相 互 等 价 ， 

(1) 人 A 一 Al 一 0，n 一 ao， 


(2) |Ax-Axj-0，n-oo， 对 每 个 固定 的 x， 


* 458。 


(3) | CA,x, y)—(Ax, y)| =0, n=»%, 对 于 每 对 婴 定 的 x 与 y， 
具有 下 列 性 质 : 
(1) 若 A 一 A 则 "A i 一 Aj; 
《2) 若 A 一 A， 且 x 一 X， 则 A x ,一 信 x; 
《3) 若 A 一 A， 则 入， 一 会”. 
$ 92 ”所 历 定理 
定理 藻 U 是 有 限 维 内 积 空间 上 的 一 个 等 距 线 性 变换 ， M 是 Ux=x 的 所 有 黎 作 成 
的 子 空间 ， 则 由 
V ,= (1+U+…+U"*71) 


定义 的 序列 当 # 一 o 时 收敛 于 垂直 射影 已 王 P 


893 和 才 级 数 
A 是 有 限 维 向 量 空间 上 的 线性 变换 ， 人 的 范 获 < 1 
六 ， 


Pp 
A”. S ,= 2 A". 


MG 
(1) (一 A)S，=S， 一 AS 一 1 一 Ap+1， 
(2)S ,=(I-A)-:(I-Ap+l)=(1 一 Ap+DG 一 A)， 


当 p 一 吕 时 ，A? 1 一 0 ， 从 而 S ,收敛 ,有 极限 S 一 (1 一 A)-: 
5 名 人 "一 (1 一 A)- 


( 摘 译 自 ，Paul R, Halmos, Finite-Dimensional Vectorf Spaces, 
Springer~Verlag NeW York, 1974) 
( 隙 宗明 ) 
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附录 五 ”数学 证 明 方 法 

本 车 志 从 二 数字 :证明 方法 ， 

一 ”数学 证 明 方法 的 分 类 

将 数学 证 明 方 法 分 为 一 般 的 、 较 一 般 的 、 特 殊 的 三 个 部 分 . 

人 类 的 认识 和 运动。 有 由 特殊 到 一 般 的 过 程 ， 又 有 由 一 般 到 特殊 的 过 程 ， 在 形式 有 
辑 中 ， 前 者 称 为 归纳 ,后 者 称 为 演绎 。 相应 地 ， 在 数学 证 明 中 ， 就 有 演 绎 法 和 归纳 
法 . 归纳 法 作为 数学 证 明 方 法 ， 是 指 的 完全 归纳 法 、 

要 证 明 一 个 数学 命题 ， 可 以 对 数学 命题 本 身 采 取 两 种 做 法 ，-- 种 是 直接 证 明 命 题 
自身 的 正确 性 , 另 一 种 是 通过 证 明 与 要 证 明 的 命题 等 效 的 其 它 命题 来 证 明 命题 自身 . 相 
应 于 前 者 的 数学 证 明 方法 称 为 直接 证 法 ， 相 应 于 后 者 的 数学 证 明 方 法 称 为 则 接 证 法 ， 
反 证 法 .同一 法 、 半 反 证 法 是 几 种 不 同 的 间接 证 法 . 

要 证 银 一 个 数学 命题 ,部 有 一 个 如 何 思 索 以 求 得 证 明 的 问题 ， 剖 有 一 个 从 何 着 王 
的 问题 ， 按 照 恩 路 的 “ 顺 ”和 “ 逆 ”， 可 分 为 丙种， 一 种 是 由 命题 的 条 件 入 手 ， 一 步 
一 步 地 推 到 结论 ;一 种 是 由 命题 的 结论 入 手 ， 一步 一 步 地 靠近 条 件 ， 最 后 找到 结论 与 
条 件 之 间 的 必然 联系 。 相 应 的 数学 证 明 方 法 ， 前 者 称 为 综 备 法， 后 者 称 为 分 析 法 . 

于 是 ,演绎 法 是 粗 对 于 归纳 法 而 言 的 ， 直 接 证 法 是 相对 于 间接 证 法 而 言 的 ， 综 合 
法 是 相对 于 分 析 法 而 言 的 ， 这 三 对 六 种 证 明 方法 ,是 一 般 的 、 应 用 广泛 的 证 明 方法 ， 
归 入 一 般 的 证 明 方法 这 一 类 中 ， 

数学 归纳 法 是 一 种 变态 的 演绎 法 ,对 于 证 明 与 自然 数 有 关 的 数学 命 征 而 言 ， 它 是 
基本 的 、 有 力 的 方法 .这 种 证 明 方法 ， 就 整个 证 明 过 程 而 言 ， 它 是 归纳 的 ， 所 以 有 凡 
纳 法 的 名 字 ， 但 它 又 不 同 于 完全 归纳 法 ,因此 称 之 为 数学 归纳 法 ， 数 学 归纳 法 主要 是 
第 一 数学 归纳 法 ,第 二 数学 归纳 法 ， 其 次 是 反 向 归纳 法 .多 重 归纳 法 ,无 穷 递 降 法 等 . 

轮换 证 法 是 与 分 断 式 命题 相 联 系 的 一 种 证 明 方 法 ， 而 分 断 式 命题 是 一 类 十 分 重要 
要 的 命题 ， 它 全 面 地 反映 了 所 研究 的 对 象 的 性 质 . 

数学 归纳 法 ， 轮 换 证 法 归 入 较 一 般 药 证 骨 方法 这 一 类 中 . 

其 余 的 证 明 方 法 都 轨 入 特殊 的 证 明 方 法 这 一 类 中 ， 它 们 或 是 上 述 一 般 的 或 镑 一 般 
的 证 明 方法 的 推论 ， 或 是 某 一 种 证 明 的 技巧 。 就 它们 的 使 用 范围 来 说 ， 或 是 属于 一 个 
小 范围 的 证 明 方法 ， 或 是 为 了 证 明 某 个 问题 而 创造 的 证 明 方 法 。 

二 一 般 的 数学 证 明 方 法 

要 证 明 数 学 命题 4=> 了 .演绎 法 的 方法 是 。 选择 论 据 4 -> 刀 作为 推理 的 前 
提 , 而 且 有 A- 沁 4A, ， 根 据 演绎 推理 三 段 论 ， 得 出 4 坊 8， ， 再 选择 论据 4 -> 且 为 
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推理 前 提 ， 而 且 有 妃 , 仿 4。， 根 据 滨 绎 推理 三 段 论 ， 得 出 召 , 之 B,， 如 此 下 去 ,得 
出 ,| 沪 B,，B, 仿 B. 从 而 , 有 一 系列 :4 党 B,， Bh,,",B,_|> 
B,，B,- 沪 BB， 根据 推理 的 传递 性 ， 得 出 4=> 了 2， 不 难看 出 ， 大 部 分 已 经 做 过 的 数 
学 证 明 ， 都 是 这 样 进行 的 . z 
数学 证 明 中 的 归纳 法 ,就 是 完全 归纳 法 . 不 完全 归纳 法 不 能 作为 数学 证 明 方 法 ， 

而 只 能 作为 一 个 发 现 新 间 题 的 推理 方法 .要 证 明 数 学 命题 48, 完全 归纳 的 方法 是 .将 
总 体 区 分 为 车 寺 种 情况 4 ，A4,，… ，A, ,这些 情况 合 地 来 就 构成 了 4 的 全 部 ， 称 
为 4 的 一 个 分 划 , 记 为 4e>4 | ，4A,,… ,A,, 对 每 种 情况 证 明 命题 成 立即 
4 沪 B， A, 沪 BB,…，A, 沪 BB, 根据 完全 归纳 法 原理 ,得 出 4 之 日 .顺便 指出 ， 完 
全 归纳 法 有 助 于 培养 镇 密 的 思考 方法 ,十 分 重要 ， 

要 证 明 数 学 命题 4=>B， 直 接 由 A=>B 入 手 进行 证 明 ， 就 是 说 ， 取 公理 、 已 有 的 
定义 和 定理 作 论据 ， 由 条 件 .4 出 发 进行 逻辑 推理 ， 一 直 到 结论 ,从 而 达到 证 明 的 目 
的 . 这 样 的 证 明 方 法 称 为 直接 证 法 .在 数学 证 明 中 ,尤其 是 初等 数 学 的 证 明 中 ， 直 接 
证 法 占 的 比重 较 大 ， : 

雪 证 明 数 学 命题 4=>B。 采 用 直接 证 法 来 证 较为 困难 或 御 时 不 可 能 ， 则 改 而 证 明 
与 4=>B 等 效 的 其 它 命题 ， 从 而 得 以 证 明 A > 刀 ， 间 接地 达到 证 明 的 目的 ， 这 样 的 证 
明 方 法 称 为 间接 证 法 . 间接 证 法 有 反 证 法 、 半 反 证 法 和 同一 法 等 ， 

应 用 反 证 法 来 证 明 数 学 命题 4=>8， 是 通过 证 明 与 其 等 效 的 命题 =>4 来 达到 证 
蝴 目 的 的 . 由 于 从 结论 的 反面 B 出 发 ， 所 以 称 为 反 证 法 . 应 用 反 证 法 证 明 问题 ,大 
体 可 分 为 四 步 。 1 ) 分 析 要 证 明 的 命题 ， 明 确 其 条 件 和 结论 ， 把 命题 明确 闻 写 为 4 之 
8 的 形式 ，A 为 条 件 ，B 为 结论 ，2 ) 确定 已， 亦 即 假定 结论 召 不 成 立 ，3 ) 由 B 出 
发 根据 公理 、 已 有 的 定义 与 定理 ， 并 使 用 命题 的 条 件 4， 应 用 正确 的 推 现 方法 ， 一 
直到 得 出 矛盾 的 结果 ， 所 谓 矛 盾 的 结果 是 指 ， 与 已 知 条 件 4 相 矛盾， 与 已 知 的 定义 ， 
会 理 、 定 理 相 矛 盾 ， 得 出 两 个 矛盾 的 结果 ， 得 出 自 相 矛盾 的 结果 等 ，4 ) 在 确认 所 作 
偿 辑 推理 无 误 的 情况 下 ， 指 由 所 做 的 假设 8 不 成 立 ,从 而 ,根据 形成 轨 辑 的 排 中 律 ， 
确立 成 立 ， 

对 于 满足 “同一 原理 ”的 命题 ,可 以 用 “同一 法 ” 证明 .所 谓 “ 同 一 原理 ”是 
指 ;: 如 果 一 个 命题 的 条 件 和 钳 论 都 唯一 存在 ， 它 们 所 指 的 概念 是 同一 概念 ， 那 么 这 个 
命题 和 它 的 逆 命 题 等 效 ， 对 于 满足 “同一 原 现 ”的 命题 ， 通 过 证 明 逆 命题 来 证 明 命 是 
自身 ， 称 为 “同一 法 ”. 初等 凡 何 中 ， 常 常用 “同一 法 ”来 证 明 “ 某 图 形 具 有 某 种 性 
质 ”这 类 命题 ， 命 题 中 的 “ 某 种 人 性质” 是 “唯一 存在 的 ”。 

所 谓 综合 法 ,是 从 命题 的 条 件 出 发 ， 经 过 一 步 一 步 的 逻辑 推理 ， 最 后 达到 要 证 的 

。462 。 


结论 。 用 综合 法 证 明 命题 “车 4 则 BB” 的 理 路 是 ，A 纺 CL 纺 中 入 , 纺 BB， 即 “出 寺 
求 果 ”。 用 综合 法 证 明 ， 每 一 步 推理 都 是 寻找 必要 条 件 ， 最 后 达到 惨 证 的 ,结论 . 

所 调 分 析 法 ， 是 从 命题 的 结论 出 发 ， 一 步 一 步 地 探索 结论 得 以 成 立 的 条 件 ， 最 后 
达到 命题 的 已 知 条 件 . 用 分 析 法 证 明 命 题 “ 若 A 则 BB” 的 理 路 是 ,了 B 志 CC 志 … 寺 4， 
即 “ 执 果 索 因 ”。. 用 分 析 法 进行 证 明 ， 每 一 步 推理 都 是 寻找 充分 条 件 ， 最 后 找到 要 证 


“命题 的 已 知 条 件 ， 


于 是 ， 综 合法 顺 ， 而 分 析 法 逆 ， 综 合法 宜 于 表述 ， 而 分 析 法 利 子 思 考 ; 综合 给 人 


以 条 理 注 晰 的 知识 ， 泗 分 析 法 使 人 知道 证 明 是 如 何 得 出 的 ;综合 法 便于 书面 阐述 ， 而 


分 析 法 便于 口头 阐述， 两 者 各 有 利 刺 ， 经 常 在 证 明 时 合并 使 用 ， 互 相 补充 一 般 说 
来 ， 对 于 一 个 要 证 明 的 数学 命题 ， 大 多 是 用 分 析 法 求 得 解决 的 办 法 ， 而 后 用 综合 法 条 
理 地 表达 出 来 ， 

三 ” 较 一 般 的 数学 证 明 方 法 

数学 归纳 法 是 一 种 较 一 般 的 证 明 方法 .根据 最 小 数 原 理 ， 利 用 反 证 法 ， 可 以 证 明 
下 面 的 两 个 定理 . : 

第 一 数学 归纳 法 原理. 要 证 明 与 自然 数 有 关 的 命题 NN(n) 对 一 一 切 自然 数 /成 立 ， 只 
要 证 明 ，1 ) N(1) 成 立 ，2 ) 在 NN(k) (REPI) 成 立 的 假定 下 ， 证 明 N(RI1) 成 立 . 

第 二 数学 归纳 法 原理 ， 要 证 明 与 自然 数 关 的 命题 N(n) 对 一 切 自 然 数 n 成 立 ， 只 要 
证 明 ，1 ) N(1) 成 立 ，2 ) 在 N(x)(1 志 x 起 有 ) 成 立 的 假定 下 ,证 明 N(k 二 1) 成 立 ， 

轮换 证 法 是 用 来 证 明 分 断 式 命题 可 逆 人 性 时 用 的 一 种 证 明 方 法 . 

假如 % 个 命题 的 条 件 和 结论 所 论 及 的 事项 都 面面俱到 而 且 互 不 相 容 ， 把 这 ”个 命题 
合 起 来 组 成 一 个 命题 N ， 刚玉 区 为 分 断 式 命题 NN 的 送 合 题 N' 也 组 成 一 个 分 断 式 命题 
图 示 为 


4 访 B, 1 BA4 ] 
A,>B, | B 4，| 
ss f 组 成 | URN/ 
A,>B, J ， BS>A, | 


轮换 证 法 从 形式 上 性 就 是 反 证 法 ， 从 略 ， 用 轮换 证 法 可 以 证 明 Ney>N7， 从 略 . 


因此 ， 车 命题 是 由 分 断 式 命题 组 成 的 必要 充分 条 件 时 ， 则 只 须 证 明 一 一 方 即 可 ， 这 是 一 
个 基本 的 知识 . 


四 ”特殊 的 数学 证 明 方 法 
特殊 的 证 明 方法 很 多 ,这 里 仅 介绍 常用 的 丙种， 循环 证 法 ， 抽 展 证 法 .。 
如 果 要 证 明 若 干 个 数学 命题 相互 等 价 ， 可 以 将 这 些 命 题 排 成 一 个 颇 序 ，A 


3 


A,, "} A,. 从 A 开始 ， 以 A 为 条 件 证 A,， 以 有 4 ,为 条 件 证 A，,…， BA 
为 条 件 证 4,， 以 4, 为 条 件 证 4 *， 回 到 4 终止， 车 将 4 ，A,，… ，A ,依次 放 
于 一 个 贺 周 上 ， 则 上 述 过 程 正 是 ， 由 用 | 出 发 滑 一 个 方向 绕 贺 一周 又 回 到 .4 ，， 所 以 ， 
称 为 循环 证 法 ,或 称 为 转圈 证 法 . 

对 于 4， ，4，，…，4 实 行 了 循环 证 法 之 后 ， 其 中 的 任 两 个 就 相互 等 价 了 。 例 
如 ，4; 与 4 ;两 个 命题 1&1 之 jn， 实际 上 有 0D4j 字 4 ， 这 是 由 于 4 ;一 
41 了 A 一 4 一 4 一 4 一 … 一 4; 1 一 4, ,根据 传递 性 ,得 到 4 , 咏 4 | 
从 而 就 有 4 人 > 4 

质 层 证 六 是 由 抽 慑 原则 给 出 的 一 种 证 归 方 法 ， 

抽 居 原 别 ， 磊 4 个 抽 民 中 放 入 #1 十 1 件 或 多 于 n 十 1! 件 东 西 ， 则 ， 至 少 有 一 个 抽 居 
里 放 两 件 东 两 ， : / 

抽 必 证 :到 是 证 明 一 类 特殊 的 数学 命题 的 有 有 有效 方 江 ， 这 类 数学 命题 的 一 个 共同 特点 
是 ， 结 论 形式 有 有 “至 少 有 两 个 … ， 使 它们 的 …”， 共 一 段 步骤 是 ， 第 一 步 ， 依 对 象 的 
一 各 性质， 设计 n 个 抽 展 ;第 二 步 ， 确 定 对 象 的 数 日 多 于 nn 个， 第 三 步 ， 由 抽 展 原则 得 
出 结论 ， 、 


| 
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